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第 一 章 “量子 论 基础 


$1.1 经 典 物理 学 的 困难 


19 世纪 末 20 世纪 初 ,经 典 物 理学 ,主要 是 经 典 力学 、 热 力学 和 
经 典 统 计 物理 学 、 经 典 电动 力学 ,已 经 发 展 得 相当 完善 ,比方 ,速度 
远 小 于 光速 的 物体 的 机 械 运动 遵从 牛顿 力学 规律 ;电磁 现象 满足 
麦克 斯 韦 方 程 ; 光 的 现象 有 光 的 波动 理论 ;特别 是 当时 已 认识 到 热 
辐射 和 光 辐 射 都 是 电磁 波 , 还 提出 了 热 辐射 满足 的 基 尔 霍 夫 (G-. 
Kirchhoff) 定律 和 斯 忒 藩 (J. Stefan) 定律 ,证 实 黑 体 辐 射 场 的 能 
量 密度 与 温度 的 四 次 方 成 正比 。 对 于 热 现象 ,除了 已 经 有 了 非常 系 
统 的 热力 学 理论 外 ,还 有 玻 耳 效 曼 、 吉 布 斯 等 人 提出 的 统计 物理 
学 .经 典 物理 学 的 大 厦 已 经 建立 得 相当 完美 了 。 

但 是 ,在 和 实验 进一步 对 比 的 过 程 中 ,也 出 现 了 一 些 困难 ,而 
且 这 些 困 难 , 在 经 典 物 理 的 范畴 内 是 无 法 解释 的 .这 主要 表现 在 : 

1. 黑体 辐射 ” 

任何 物体 总 在 吸收 投射 在 它 身 上 的 辐射 .物体 吸收 的 辐射 能 
量 与 投射 到 物体 上 的 辐射 能 之 比 称 为 该 物体 的 吸收 系数 。 一 般 地 ， 
物 体 只 吸收 投射 到 它 表 面 上 的 部 分 能 量 ,吸收 系数 小 于 1。 如 果 一 
个 物体 ,能 吸收 投射 到 它 表 面 上 的 全 部 辐射 , 即 其 吸收 系数 为 1 
时 , 则 称 这 个 物体 为 绝对 黑体 ,简称 黑体 。 一 个 开 有 一 个 小 孔 的 空 
腔 可 近似 视 为 黑体 .因为 一 旦 光线 通过 小 孔 射 入 空 腔 后 ,就 很 难 再 
通过 小 孔 反 射出 来 。 


* 关于 黑体 辐射 和 比 热 的 详细 论述 可 参阅 苏 当 刍 《统计 物理 学 》, 复 旦 大 学 出 版 
让 ,1990. 8 4.1, 84.2,34.5,34.6. 
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另 一 方面 , 由 于 腔 壁 具 有 一 定 温度 , 它 还 会 发 出 热 辐射 ,当空 
腔 和 内 部 的 热 辐射 达 
到 平衡 后 ,实验 发 现 ， 
在 频率 v->v 十 dv 之 间 
的 辐射 能 量 密度 p,dv 
1500K 只 与 频率 v 和 绝对 温 

度 了 7 有关。 在 不 同 温 庆 

下 ,2, 随 " 的 变化 曲线 

py 一 如 图 1.1.1 所 示 。 实 验 
0 1 2 3x1l0'Hz 曲线 存在 维 恩 (W. 
图 1.1.1 黑体 加 射 Wien) 位 移 :辐射 能 量 
密度 按 波长 分 布 的 最 


强度 2000K 


大 值 与 了 的 乘积 为 常数 : 
A,T = 0.2898cm。 开 (1.1.1) 


而 且 满 足 


E>= | ed = aT 01. 1.2) 
0 


其 中 4a 是 常数 。 
但 是 ,利用 经 典 热力 学 和 电动 力学 , 维 恩 给 出 的 辐射 能 量 密度 

的 经 验 公 式 是 
pdy = Cire™ Tdy (1. 1.3) 


(1. 1.3) 式 称 为 维 思 公式 , 式 中 Ci,C; 是 经 验 参数 ,与 实验 结果 比 
较 后 发 现 , 维 思 公 式 只 适用 于 高 频 区 。 

几 年 后 , 利用 经 典 统计 物理 学 和 电磁 理论 , 瑞 利 (J. W. 
Rayleigh) 和 人 金 斯 (J. H. Jeans) 推导 出 公式 


pp FhT Ydy (1. 1.4) 


式 中 & 是 玻 耳 冀 受 常数 ,c 是 光速 。(1.1.4) 式 称 为 瑞 利 - 金 斯 公 
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式 。 它 只 在 低频 区 与 实验 相符 。 在 高 频 区 , 当 ~ oo 时 ,Pp, 一 00, 而 
号 能 量 密 度 发 散 ， 
pa | ed = B27| dy 一 co (1. 1.5) 


这 个 结果 称 为 紫外 灾难 。 

2 光电 效应 

1888 年 , 赫 效 (H. Hertz) 在 验证 电磁 波 存在 的 实验 中 ,发 现 当 
用 紫外 光照 到 火花 陈 的 负极 上 时 ,放电 比较 容易 发 生 .1897 年 汤 
姆 孙 人. 本 Thomson) 通过 气体 放电 和 阴极 射线 的 研究 发 现 电子 
后 ,人 们 逐渐 认识 到 这 种 现象 是 由 于 紫外 光照 射 到 金属 表面 上 , 金 
属 中 的 电子 吸收 了 光 的 能 量 而 从 金属 表面 逸 出 所 至 。 这 种 逸 出 的 
电子 称 为 光电 子 。 对 于 表面 光洁 的 金属 材料 ,光电 效应 的 实验 结果 
是 ; 
Gi) 存在 临界 频率 mw, 当 入 射 光 的 频率 ”< wm 时 ,无 论 光 的 强 
度 多 大 ,都 无 光电 子 逸 出 ,只 有 在 v 大 vw 时 ,即使 光 的 强度 较 弱 ,但 
只 要 光照 到 金属 表面 上 ,几乎 在 107™'s 的 极 短 时 间 内 ,就 能 观测 到 
光电 子 。 

(i) 出 射 的 光电 子 的 能 量 只 与 入 射 光 的 频率 ”有关 ,而 与 入 
射 光 的 强度 无 关 。 

(ii) 入 射 光 的 强度 只 影响 光电 流 的 强 弱 , 即 只 影响 在 单位 时 
闻 内 由 单位 面积 上 逸 出 的 光电 子 的 数目 。 

显然 ,这 些 实验 结果 ,特别 是 (i) 和 (ii) ,无 法 用 经 典 电磁 理论 
解释 。 因为 按 经 典 电动 力学 , 光 是 电磁 波 . 电 磁 波 的 能 量 决定 于 它 
的 强度 , 即 只 与 电磁 波 的 振幅 有 关 ,而 与 电磁 波 的 频率 无 关 。 而 要 
释放 光电 子 ,显然 需要 有 足够 的 能 量 。 

3. 原子 的 线 状 光谱 

1885 年 , 巴 耳 末 (J.J. Balmer) 通过 对 氨 的 光谱 线 分 析 研 究 
后 ,发 现 氨 原子 可 见 光 的 光谱 线 满足 经 验 公 式 


N= 3,4,5,. (1.1.6) 


1 
Po 


2 为 波长 的 倒数 , 称 为 波 数 .Ra 称 为 里 德 伯 (J.R.Rydberg) 常数 ， 
数值 上 等 于 109677. 581cm-:!:。 以 后 又 陆续 发 现 了 其 他 线 系 ,1889 
年 ,里 德 伯 把 氨 的 所 有 谱 线 归纳 为 一 个 里 德 伯 方程 , 即 


y= 二 一 Rs | 十 = 去 |= Tn .Cy 

式 中 ,n 二 1,2,3,… ;对 于 每 一 个 ,有 nn’ =n 十 1yn 十 2yn 十 3, 
构成 一 个 谱 线 系 .T ln) 称 为 光谱 项 。 由 (1.1.7) 式 可 见 , 如 果 光 谱 
中 有 频率 为 和 vw 的 两 条 谱 线 , 则 也 有 频率 为 十 凯 及 |v 一 上 v| 
的 谱 线 。 这 个 结果 称 为 里 兹 (W. Ritz) 的 并 合 原 则 。 

原子 的 线 状 光谱 用 经 典 理论 也 是 无 法 解释 的 。 因 为 按 卢 瑟 福 
模 型 ,原子 中 电子 绕 原 子 核 运动 。 这 是 一 种 加 速 运 动 。 但 按 经 典 电 
动力 学 ,加 速 电 荷 应 不 断 发 出 辐射 .于 是 电子 不 断 损 失 能 量 而且 ， 
加 速 电荷 发 出 的 辐射 的 频率 是 连续 分 布 的 ,不 可 能 产生 线 状 光谱 。 
此 外 , 按 电动 力学 , 若 体系 发 出 频率 为 "的 波 , 则 它 也 可 能 发 出 频 
率 为 v 的 整数 倍 的 其 他 谐 波 .这 个 结论 也 与 并 合 原则 不 符 。 

4. 原子 的 稳定 性 

原子 结构 的 上 户 瑟 福 模 型 在 经 典 理论 中 是 无 法 理解 的 ,因为 电 
子 既然 绕 原 子 核 运 动 , 则 在 这 一 加 速 运 动 过 程 中 ,由 于 辐射 能 量 ， 
必然 使 电子 绕 核 运 动 的 轨道 变 小 ,最 后 “ 落 到 ”原子 核 中 去 。 也 就 
是 说 , 按 经 典 理论 , 卢 瑟 福 的 原子 模型 是 不 稳定 的 。 这 种 原子 最 后 
必然 瓜 缩 成 一 团 .但 是 现实 世界 中 原子 是 稳定 的 .经 典 理 论 无 法 解 
释 这 个 实验 事实 。 

5s. 比 热 

经 典 统 计 物理 的 比 热 理 论 建立 在 能 量 均 分 定理 的 基础 上 .在 
和 实验 比较 后 发 现 ,经 典 的 比 热 理论 存在 着 下 述 困 难 : 

(i) 固体 比 热 的 杜 隆 - 珀 带 (Dulong-Petit) 定律 


PF Cy 一 3R (1. 1.8) 


只 在 常温 下 与 实验 相符 在 极 低温 下 ,固体 比 热 服 从 德 拜 (P，Debye) 
7T? 定律 :Ce 与 Ts 成 正比 。 
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(ii)〉 不 能 解释 为 什么 原子 中 处 于 束缚 态 的 电子 对 比 热 的 贡 
献 可 以 略 去 ,因为 按 原 子 模型 ,原子 核 外 的 电子 在 运动 .而 按 能 量 


均 分 定理 ,每 个 电子 运动 的 平均 动能 为 kT, 相应 的 定 容 比 热 应 
为 3。 

(iii) 不 能 解释 为 什么 绝 大 部 分 双 原 子 分 子 ,多 原子 分 子 在 党 
温 下 振动 自由 度 被 冻结 ,对 比 热 没 有 贡献 。 

除了 当时 已 出 现 的 这 些 困难 外 ,1923 年 发 现 的 康 普 顿 (A.H. 
Compton) 效应 ,也 不 能 用 经 典 理论 解释 .实验 发 现 , 高 频率 的 X 射 
线 被 轻 元 素 的 电子 散射 后 ,散射 波 的 波长 随 散射 角 的 增 大 而 增 大 ， 
这 个 结果 也 无 法 用 经 典 理论 说 明 。 因 为 散射 过 程 只 涉及 入 射 光 与 
电子 之 间 的 能 量 和 动量 交换 ,而 按 经 典 理论 ,电磁 波 的 能 量 只 与 振 
幅 有 关 ,而 与 波长 无 关 , 能 量 、 动 量 的 交换 不 应 导致 波长 的 变化 。 

对 于 经 典 物 理学 的 这 些 困难 ,19 世纪 的 许多 有 为 的 物理 学 
家 ,其 实 是 早 有 察觉 ,忧虑 重重 的 .1859 年 ,气体 分 子 运动 论 的 葛 
基 人 之 一 麦克 斯 书 , 就 明确 指出 了 经 典 比 热 理 论 的 困难 ,十 年 后 ， 
他 又 重复 强调 了 这 个 困难 ,并 且 指 出 这 里 存在 着 一 些 经 典 物理 根 
本 不 可 能 解释 的 东西 ,以 后 , 金 斯 等 人 又 作 过 许多 讨论 . 正 是 麦克 
斯 韦 等 人 的 这 些 真 知 灼 见 ,使 得 美国 著名 物理 学 家 费 曼 (R.P. 
Feymann) 得 以 有 根据 地 说 :“ 人 们 经 常 听 说 19 世纪 后 期 的 物理 学 
家 认为 ,他 们 已 经 了 解 了 所 有 有 意义 的 物理 规律 ,因而 以 后 所 能 作 
的 只 是 去 计算 更 多 的 小 数位 。 某 个 人 可 能 这 么 说 过 一 次 ,其 他 人 就 
争 相 传 抄 。 但 是 彻底 查阅 当时 的 文献 表明 ,他 们 所 有 的 人 都 是 对 某 
些 问题 忧虑 重重 的 ”0 正 是 因为 当时 这 些 有 为 的 物理 学 家 们 , 根 
本 不 像 有 些 人 所 说 的 那样 , 躺 倒 在 经 典 物 理学 的 大 厦 里 恬 然 自得 ， 
以 为 已 经 最 后 解决 了 一 切 物理 学 问题 .恰恰 相反 ,他 们 多 年 如 一 日 
地 深入 思考 着 经 典 物理 学 的 困难 ,不 固步自封 ,勇于 进取 ,寻找 解 


@ 费 曼 , 莱 登 , 桑 效 :《 费 曼 物理 学 讲义 》 第 一 卷 ,上 海 科学 技术 出 版 社 ,1978, 第 
398 页 。 
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决 这 些 困难 的 途径 ,提出 各 种 新 的 物理 概念 和 方法 ,这 才 会 有 量子 
论 ,继而 有 量子 力学 的 出 现 , 使 人 们 的 视野 真正 深入 到 原子 世界 中 
去 。 


1.2 光量 子 和 普 朗 克 - 爱 因 斯 坦 关 系 


经 典 物 理学 的 许多 困难 可 通过 光量 子 假说 解决 。 早 在 光量 子 
假说 提出 前 ,1900 年 ,为 解决 黑体 辐射 的 困难 , 普 朗 克 提 出 了 能 量 
量子 化 的 观念 .他 假定 黑体 相当 于 一 组 连续 振动 的 谐振 子 ,振子 的 
能 量 只 能 取 最 小 能 量 单 位 的 整数 倍 的 值 . 因 此 ,黑体 和 辐射 场 交 
换 能 量 也 只 能 以 为 单位 吸收 或 发 射 。 也 就 是 说 ,黑体 吸收 或 发 身 
电磁 辐射 能 量 的 方式 是 不 连续 的 ,只 能 以 发 射 或 吸收 “量子 ”的 方 
式 进行 。 每 个 量子 的 能 量 是 

e= hy (1.2. 1) 


重要 的 是 ,量子 的 能 量 是 个 与 频率 v 成 正比 的 量 , 比 例 常数 h 称 为 
首 朗 克 常数 。 这 和 过 去 经 典 电 动力 学 中 电磁 波 的 能 量 只 与 振幅 有 
关 而 与 频率 无 关 完全 不 同 。 而 且 能 量 的 吸收 和 发 射 是 量子 化 的 ,这 
在 经 典 电动 力学 中 是 无 法 理解 的 。 

1905 年 , 普 朗 克 的 量子 化 概念 被 爱 因 斯 坦 进一步 推广 . 爱 因 
斯 坦 提 出 ,不 仅 黑 体 和 辐射 场 的 能 量 交 换 是 量子 化 的 ,而 且 辐 射 场 
本 身 就 由 不 连续 的 光量 子 组 成 。 每 一 个 光量 子 的 能 量 与 辐射 场 
频率 "之 间 仍 满足 (1. 2.1) 式 。 爱 因 斯 坦 的 光量 子 其 实 就 是 光子 。 
由 于 光子 以 光速 运动 ,根据 狭义 相对 论 的 质 能 关系 式 有 


Ee 一 mict 十 轧 2c2 (1. 2. 2) 

c 是 光速 ,rzo 是 光子 的 静 质 量 , 为 零 。 因 此 得 到 光子 的 能 量 和 动量 
的 关系 是 

< 一 cb 加 (1.2. 3) 


联 立 (1.2. 1) 和 (1. 2. 3) 式 得 
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天 一 广大 〈1. 2. 4) 


式 中 对 是 光子 运动 方向 上 的 单位 向 量 , 轧 一 A/2r 一 1.054 573 
X 107 ”4J. s 
an, 
是 波 矢量 。 公式 (1.2.1) 和 (1.2.4) 称 为 普 朗 克 - 爱 因 斯 坦 
(Planck-Einstein) 关系 式 。 

利用 普 朗 克 - 爱 因 斯 坦 关 系 ,可 以 解释 下 述 实验 结果 : 

1. 黑体 辐射 

光子 可 以 被 物质 发 射 和 吸收 ,黑体 向 辐射 场 发 射 或 吸收 能 量 
hy 的 过 程 就 是 发 射 或 吸收 光子 的 过 程 ,因此 光子 数 不 守 恒 。 相 应 
地 光子 的 化 学 势 为 零 . 另 外 ,光子 是 玻 色 子 , 自 旋 s 为 1。 简 并 度 
g 二 2s 十 1 应 等 于 3,. 但 由 于 电磁 场 存在 横 波 条 件 ,满足 一 个 约束 
方程 ,所 以 实验 上 光子 的 自 旋 简 并 度 g 应 取 为 2。 在 物理 上 就 表现 
为 光子 具有 两 个 不 同 的 偏振 方向 .根据 爱 因 斯 坦 光 量子 假说 ,将 辐 
射 场 看 成 是 光子 气 。 利 用 玻 色 - 爱 因 斯 坦 分 布 和 (1. 2.1) 式 ,可 得 
光子 气 在 频率 间隔 x 一 v 十 dy 中 的 能 量 密度 是 


k= (1. 2. 5) 


pdy 一 2 人 ep (1. 2. 6) 
再 利用 (1. 2.3) 式 , 最 后 得 
3 
opt 一 中 -2 jd (1.2.7) 
eT 一 一 


(1. 2. 7) 式 称 为 普 明 克 公 式 。 可 以 证 明 , 普 朗 克 公式 给 出 的 场 能 密 
度 满 足 斯 尺 落 - 玻 耳 兹 受 定 律 , 的 确 , 由 


3 
on I pd 一 加 | 一 了 (1. 2. 8) 


o e 人 一 1 


EF=aT’ (1. 2. 9) 
5p4 
a 一 (1. 2. 10) 


(1. 2. 9) 式 和 (1. 2. 10) 式 与 实验 相符 。 另 外 ,利用 普 朗 克 公 式 可 以 
解释 维 恩 位 移 律 .由 (1. 2.7) 式 给 出 的 p, 对 v 的 曲线 与 图 1.1.1 的 
实验 结果 相符 。 

2. 光 电 效 应 

当 光子 照射 到 金属 的 表面 上 时 ,能 量 为 hy 的 光子 被 电子 吸 
收 。 根 据 能 量 守 恒定 律 ,这 个 能 量 部 分 用 来 克服 金属 的 脱出 功 , 使 
电子 能 人 逸 出 金属 表面 ;部 分 变 为 电子 逸 出 金属 后 的 动能 , 即 有 


Fm ee (1.2.11) 


式 中 m 是 电子 质量 ,v 是 电子 锡 出 后 的 运动 速度 ,7, 是 金属 中 电 
子 的 脱出 功 ,显然 ,临界 频率 % 满足 

ww = Wo/h (1.2.12) 
由 (1. 2.11) 式 可 见 , 当 v 二 ww 时 ,电子 不 能 移出 金属 表面 ,无 光电 
效应 出 现 ; 当 v>w 时 ,有 光电 效应 发 生 。 逸 出 的 电子 的 动能 地 mv 
与 入 射 光 的 频率 v 有关。 当 入 射 光 的 强度 增 大 时 ,入 射 的 光子 的 数 
目 增多 ,发 生 光电 效应 的 电子 的 数目 也 增多 ,从 而 使 逸 出 的 电子 的 


数目 也 增多 ,光电 流 的 强度 增 大 .这 就 相当 完整 地 解释 了 所 有 光电 


rm me ak 


3. 康 普 顿 效 应 

康 普 顿 效应 是 光 具 有 微粒 性 的 进一步 的 实验 证 据 . 以 X 射线 
入 射 到 轻 元 素 或 原子 质量 很 轻 的 物质 中 ,对 于 这 种 物质 ,电子 在 原 
子 中 的 束缚 能 很 小 ,可 以 略 去 。 另 外 ,碰撞 前 电子 的 速度 也 很 小 ,可 
近似 视 为 静止 .利用 光子 说 ,把 X 射 线 被 电子 散射 的 过 程 看 成 是 光 
子 与 电子 的 碰撞 过 程 , 再 假定 碰撞 过 程 中 能 量 和 动量 守恒 ,可 解释 
康 普 顿 效 应 的 实验 结果 :X 射线 被 轻 物质 中 的 电子 散射 后 的 波长 
将 随 散 射 角 的 增加 而 变 大 。 记 碰撞 前 、 后 光子 的 能 量 分 别 为 zw 及 
fw' ,电子 的 静 质 量 为 m。 ,被 光子 碰撞 后 的 速度 为 v ,由 能 量 守恒 定 


律 ,有 
fw 十 moc? = fu Mo 9. 
十 十 了 (1. 2.13) 
由 垂直 方向 和 水 平方 向 的 动量 守恒 又 可 得 (图 1. 2. 1): 
hiw' /ce 


图 1.2.1 康 普 顿 效 应 


hw mov 
w/c = -cosb 十 一 一 一 一 cosp (1. 2.14) 
Cc /1 — vi/e’ 
万 cy . mov i 
0 一 一 sinb 一 sing (1. 2.15) 
Cc /1 本 v2/c? 


9 是 散射 角 。 联 立 (1.2.13、14) 及 (1.2.15) 式 , 消 去 v 和 9, 得 


tt 


w 一 w 一 osin? 5 (1. 2.16) 
0 


由 w= 二 2x 二 2xc/4, 可 将 (1.2.16) 式 改 写 为 
A A= 2Asin’ 5 (1. 2.17) 


A=h/moc 一 2.43 X 10 ‘nm (1. 2. 18) 


和 人 称 为 电子 的 康 普 顿 波长 ,由 (1. 2.17) 可 见 , 当 0 增 大 时 ,X 增 大 。 
这 就 解释 了 康 普 顿 和 吴 有 训 等 人 的 实验 结果 。 

由 (1. 2. 17) 式 可 见 , 电 子 的 康 普 顿 波长 在 数值 上 等 于 2 为 x/2 
时 入 射 波 与 散射 波 波长 之 差 。 它 的 物理 意义 是 当 入 射 光子 的 能 量 
与 电子 的 静 能 相等 时 所 对 应 的 光子 的 波长 ,因为 这 时 有 


hy -一 7120C2 
人 (1. 2. 19) 
moc moc 


从 (1.2.17) 式 还 可 得 出 ,波长 的 变化 44 二 * 一 人 只 与 散射 角 
9 有关, 而 与 入 射 光 原 来 的 波长 4 无 关 。 当 8 一 开 时， 


eR (1. 2. 20) 
moc 


这 就 是 康 普 顿 散射 所 能 引起 的 入 射 光波 长 的 最 大 变化 ,对 于 实际 
观测 ,有 兴趣 的 是 A44/4。 显 然 只 有 对 于 4 过 0. lnm 的 六 射线 ,AAA 
的 数值 较 大 ,易于 被 观测 ;对 于 4~ 10:nm 的 可 见 光 ,A4/4 很 小 , 难 
于 观测 ,这 就 解释 了 康 普 顿 效应 为 什么 选 入 射 光 是 X 射线 的 原因 。 

(1. 2.17) 式 还 表明 : 康 普 顿 效应 是 一 种 量子 效应 ,是 普 朗 克 
常数 Ah 起 重要 作用 的 量子 现象 .在 经 典 极限 下 ,h -一 0, 能 谱 由 分 立 
变 为 连续 ,由 (1. 2.17) 式 得 A4 一 0.X 射线 被 电子 散射 后 波长 不 
变 。 康 普 顿 效应 不 存在 。 

康 普 顿 效应 还 证 实 ;在 微观 的 单个 碰撞 事件 中 ,能 量 守恒 定律 
和 动量 守恒 定律 仍然 成 立 。 
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就 物理 本 质 而 言 , 康 普 顿 效应 是 指 高 能 光子 与 低能 电子 碰撞 
时 , 高 能 光子 把 一 部 分 能 量 传 给 了 电子 , 变 为 低能 光子 。 从 而 使 光 
子 的 频率 变 小 ,波长 变 大 。 当 然 , 过 程 也 可 以 递 过 来 进行 ,车 与 低能 
光子 碰撞 的 是 高 能 电子 , 则 电子 也 可 以 把 它 的 部 分 能 量 给 子 光 子 ， 
从 而 使 光子 能 量变 大 ,频率 变 高 ,波长 变 短 。 这 种 现象 称 为 反 康 普 
顿 效 应 .由 此 产生 的 辐射 称 为 反 康 普 顿 辐射 . 反 康 普 顿 散射 不 仅 对 
高 能 粒子 物理 学 ,在 同步 辐射 中 有 重要 价值 ;而 且 在 天 体 物 理 ,在 
星系 核 的 反射 线 中 也 有 着 重要 应 用 。 


3 1.3 ” 玻 尔 的 量子 论 


为 解释 原子 的 线 状 光谱 ,说 明 原子 的 稳定 性 , 致 尔 提出 了 量子 
论 。 玻 尔 的 量子 论 在 人 们 认识 微观 世界 的 历史 过 程 中 起 过 重要 作 
用 。 即使 在 今天 , 虽 则 量子 论 已 被 量子 力学 所 代替 ,但 它 的 一 些 主 
要 物理 图 象 , 某 些 核心 思想 ,至 今 仍然 是 很 有 启发 的 。 

在 电子 绕 核 旋转 的 原子 模型 中 , 玻 尔 进一步 提出 :电子 在 原子 
中 只 能 沿 着 一 组 特定 的 轨道 运动 ,这 时 电子 处 在 定 态 . 处 在 定 态 中 
的 电子 既 不 吸收 也 不 辐射 能 量 . 定 态 的 条 件 是 


中 zas 二 nh (1.3.1) 


式 中 9 是 广义 坐标 ,p 是 相应 的 广义 动量 ,n 是 正 整数 , 称 为 量子 
数 。 当 电子 从 能 量 由 ,的 定 态 跃 迁 到 能 量 为 E, 的 定 态 时 ,所 吸收 
或 发 射 的 辐射 频率 v 满 足 


,一 二 (1. 3. 2) 


利用 臻 尔 的 量子 论 可 求 得 所 原子 的 能 级 并 解释 线 状 光 谱 . 以 

4 表示 原子 中 电子 绕 核 作 圆周 运动 的 某 一 可 能 轨道 的 半径 。 取 角 

位 移 g 为 广义 坐标 ,相应 的 广义 动量 各 一 ma:S8, 由 (1. 3.1) 式 , 考 
11 


虑 到 在 转 力 场 中 p, 等 于 常数 ,得 
bpda a | aay — 2rma? SP = nh (1. 3. 3) 
另 一 方面 ,电子 的 向 心力 为 库仑 力 ,满足 


ma 


dt 


4 一 一 一 (1. 3.5) 
me 
当 = 二 1 时 ,对 应 的 圆周 轨道 半径 
局 
人 2 (1. 3.6) 


称 为 第 一 玻 尔 半径 .电子 的 能 量 是 
dg _ eme 
| a 2fin?’ 


dt 
(n= 1,2,3,.) (1. 3.7) 


E=—T+U= ma 


将 (1. 3.7) 式 代 入 (1. 3. 2) 式 得 


(1. 3.8) 


这 正 是 线 状 光 谱 的 公式 ,注意 到 y= v/c 及 (1.1.7) 式 , 还 可 以 得 出 


me 


~ Arc 


Ru (1 3,.9) 


与 实验 结果 一 致 。 

玻 尔 理论 的 成 功 之 处 在 于 : 它 从 理论 上 给 出 了 巴 耳 末 线 系 ,由 
邢 (Paschen) 线 系 ,并 且 预 言 了 莱 曼 (Lyman) 线 系 。 利 用 玻 尔 以 及 
后 来 由 索 末 菲尔德 (Sommerfeld) 推广 了 的 量子 化 条 件 , 不 仅 可 以 
解释 氢 原 子 光谱 ,而 且 还 可 以 解释 一 价 碱 金属 的 电子 能 谱 。 它 表明 


光谱 项 的 物理 实质 其 实 就 是 能 级 .因为 比较 (1.3.7) 及 (1.3.8) 可 
见 , 光谱 项 与 能 级 成 正比 .而 且 , 玻 尔 理论 提供 了 一 个 防止 原子 场 
缩 的 方案 ,因为 它 引 入 了 定 态 的 概念 .引入 能 级 量子 化 的 概念 后 ， 
原则 上 也 可 以 解释 经 典 比 热 理论 的 困难 ,比方 ,原子 中 的 束缚 态 电 
子 之 所 以 对 比 热 没有 贡献 , 是 因为 原子 中 束缚 态 电子 的 第 一 激发 
态 对 应 的 能 级 与 基态 能 级 之 间 的 间距 很 大 , 常温 下 电子 作 无 规则 
运动 的 平均 能 量 不 足以 使 电子 跃迁 到 激发 态 。 电 子 只 能 处 在 基态 。 
因此 它 的 平均 能 量 就 等 于 基态 能 量 ,与 温度 无 关 , 对 比 热 的 贡献 为 
零 。 电子 运动 的 自由 度 被 冻结 。. 双 原子 分 子 的 振动 比 热 , 也 可 以 用 
类 似 的 方法 解释 。 

玻 尔 理论 也 存在 许多 困难 。 它 不 能 解释 氮 原 子 及 其 他 价 电子 
数 不 小 于 两 个 的 原子 的 光谱 。 它 只 能 给 出 光谱 线 的 频率 而 不 能 给 
出 谱 线 强度 ,也 不 能 解释 碱 金属 的 双 线 性 质 及 其 他 元 素 的 复线 。 它 
不 能 讨论 散射 态 而 只 能 解释 束缚 态 。 它 也 不 能 解释 量子 化 条 件 
(1. 3.1) 从 何 而 来 ,而 只 能 把 它 作 为 一 个 基本 假设 加 以 接受 。 实 际 
上 ,(1.3.1) 式 只 是 把 能 量 五 的 不 连续 性 归结 为 角 动 量 的 不 连续 
性 .至 于 角 动 量 量 子 化 的 本 质 , 玻 尔 量子 论 未 给 予 任何 前 述 。 同 样 ， 
防止 原子 韦 缩 的 机 制 , 定 态 的 概念 都 是 作为 基本 假设 引入 的 。 严 格 
说 来 , 它 是 理论 的 输入 而 不 是 输出 .特别 应 该 指出 的 是 , 它 仍然 保 
留 着 经 典 力学 中 的 轨道 概念 ,把 经 典 力学 规律 强加 于 微观 粒子 。 

这 些 困 难 , 孕 育 着 新 的 理论 ,这 就 是 量子 力学 。 


1.4 汲 粒 二 索性 和 德 布 罗 意 波 


光电 效应 、 康 普 顿 效应 等 实验 结果 显示 , 光 在 发 射 和 吸收 时 它 
的 行为 像 粒子 ,辐射 场 可 以 看 成 是 光子 气 .但 在 光 的 传播 过 程 中 ， 
干涉 .衍射 等 现象 又 说 明 , 光 的 行为 像 个 波 . 光 是 波 还 是 粒子 ,这 是 
自 牛 顿 和 莱 布 尼 兹 时 代 以 来 , 数 百年 来 一 直 争 论 不 休 的 问题 ”。 


* 有 兴趣 的 读者 可 参阅 : 苏 涩 饼 ,物理 教学 ,1(198378 
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为 说 明 这 个 问题 ,我 们 
来 分 析 一 个 杨 氏 双 颖 衍射 
实验 .如 图 1.4.1 所 示 , 光 源 
S 发 出 的 单 色 光 通 过 两 个 缝 
和 Fi 投射 到 屏 上 , 设 只 
开启 缝 瑟 时 , 屏 上 光 的 强度 
图 1.4.1 双 缠 衍射 实验 A 
” 屏 上 光 的 强度 分 布 为 1,。 实 

验 发 现 , 阁 同 时 开启 Fi、F; 两 个 缝 , 屏 上 光 的 强度 分 布 了 


/天 7 十 172 


出 现 干涉 现象 ,干涉 是 波 特有 的 特征 。 如 果 在 解释 杨 氏 双 颖 实验 
时 ,我 们 否认 光 的 波动 性 ,一 定 要 把 干涉 归结 为 光子 之 间 存 在 相互 
作用 所 致 ,表面 上 看 来 这 似乎 也 无 不 可 .因为 光子 通过 双 缝 实验 时 
的 相互 作用 本 来 就 是 未 知 的 ,总 可 以 人 为 地 从 必须 出 现 干涉 项 的 
要 求 反 过 来 定 相互 作用 。 这 种 解释 虽然 带 有 人 为 的 迹象 ,但 总 可 凑 
合 出 干涉 的 实验 结果 .即使 如 此 ,仍然 不 能 解释 近代 进一步 的 实验 
事实 ,近代 的 实验 证 明 , 若 减弱 光源 的 强度 ,控制 光子 数目 ,使 得 可 
以 近似 认为 光子 一 个 一 个 地 通过 狭 锋 ,一 个 一 个 地 打 到 屏 上 .从 而 
使 得 先 通过 狭 矣 的 光子 与 后 通过 狭 矣 的 光子 之 间 的 相互 作用 近 
似 为 零 。 实 验 的 结果 是 ,只 要 延长 曝光 时 间 , 使 屏 上 接收 到 光子 的 
数目 足够 多 , 则 仍然 出 现 干涉 条 纹 . 这 说 明 ,干涉 现象 不 能 靠 手 摆 
弄 光 子 之 间 的 相互 作用 来 解释 ,干涉 是 在 强度 分 别 为 1 和 1; 两 束 
光波 之 间 进 行 的 。 

但 也 不 能 只 有 波动 性 而 无 粒子 性 .粒子 性 不 仅 表现 在 光电 效 
应 . 康 普 顿 效 应 等 实验 上 。 就 以 杨 氏 双 缝 实验 而 论 ,实验 发 现 , 当 光 
的 强度 减 小 到 是 够 弱 , 以 致 可 近似 认为 光子 是 一 个 个 发 出 和 接收 
时 , 屏 上 开始 时 出 现 的 是 一 个 个 无 规则 分 布 的 感光 点 。 这 说 明光 具 
有 粒子 性 。 当 感光 时 间 较 长 ,光子 数目 足够 多 时 , 屏 上 原来 无 规则 
分 布 的 感光 点 经 大 量 堆积 后 将 出 现 有 规则 的 干涉 花样 。 波动 具有 
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统计 的 特征 。 

这 些 结果 说 明 , 光 具有 波 粒 二 象 性 。 光 的 波动 性 和 粒子 性 二 者 
是 不 可 分 割 的 ,光子 在 某 一 时 刻 的 行为 可 以 用 一 个 波 函 数 $Cr,2) 
描述 .ylr,t) 给 出 光子 在 上 时 刻 在 > 处 出 现 的 几率 振幅 。 

光 , 这 种 过 去 长 期 认为 是 波 的 客体 ,具有 粒子 性 .自然 会 问 , 过 
去 长 期 认为 是 粒子 的 客体 , 比方 电子 ,是 否 也 具有 波动 性 ?1924 
年 , 德 布 罗 意 (L. de Broglie) 推广 了 光 的 波 粒 二 象 性 的 概念 到 其 
他 客体 .他 提出 ,不 仅 电磁 场 . 光 波 具 有 粒子 性 ,而 且 任 何其 他 的 实 
物 粒 子 ,比如 电子 .质子 等 等 ,也 具有 波动 性 ,电子 的 双 笑 衍射 实验 
也 应 具有 和 光子 的 双 缝 入 射 实验 相同 的 结果 。 对 于 自由 粒子 ,其 能 
量 e 和 动量 p 满足 与 光子 相同 的 关系 式 , 即 


E 一 jp 一 广 迪 (1. 4.1) 
p=hk a (1. 4. 2) 


(1.4.1) 式 和 (1. 4. 2) 式 称 为 德 布 罗 意 关 系 。 对 于 光子 , 由 于 静 质 
量 为 零 , (1.4.1) 和 (1.4. 2) 式 并 不 独立 ,从 (1.4.1) 式 可 导出 (1. 
4.2) 式 的 数值 .但 对 一 般 的 其 他 粒子 , (1.4. 1) 和 (1. 4. 2) 式 是 两 
个 独立 的 关系 式 ,; 不 能 从 一 个 导出 另 一 个 ,在 (1.4.1) 和 (1.4.2) 
式 中 ,e 和 pp 是 表征 粒子 特性 的 物理 量 ,但 频率 v, 波 矢 k 是 表征 波 
动 特性 的 物理 量 。 德 布 罗 意 关 系 和 描述 光子 的 普 朗 克 - 爱 因 斯 坦 
关系 一 样 ,它们 都 是 把 表征 粒子 和 波 的 物理 量 联系 了 起 来 ,是 波 粒 
二 象 性 的 表现 。 

由 于 普 朗 克 常 数 h 是 个 很 小 的 量 ,因此 ,一 般 实物 粒子 的 德 布 
罗 意 波长 很 短 。 设 粒子 的 速度 远 小 于 光速 , 自由 粒子 的 能 量 
e 二 p*/2m。 由 (1.4.2) 式 得 出 德 布 罗 意 波长 4 满足 


A= h/p = h/W 2me (1. 4. 3) 
假定 我 们 讨论 的 是 电子 ,经 V 伏特 电势 差 的 加 速 后 ,电子 能 量 为 
s 二 eV, 相应 的 德 布 罗 意 波 长 为 
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当 玉 二 150V 时 ,A 之 0.1nm; 当 六 二 10V 时 ,4 之 0.0122nm ,相应 
的 4 都 很 短 .在 光学 中 我 们 知道 , 当 光 波 波 长 与 客体 尺度 可 相 比 拟 
时 ,波动 性 重要 ,几何 光学 必须 被 波动 光学 代替 ,同样 ,只 有 在 微观 
世界 中 ,例如 对 于 原子 ,其 线 度 约 为 10-!nm, 与 相应 的 德 布 罗 意 波 
长 可 相 比 拟 ,波动 性 才 显 著 。 处 理 这 样 的 微观 粒子 ,不 能 用 经 典 力 
学 ,而 只 能 用 波动 力学 。 

1927 年 , 戴 维 孙 (Davission) 和 革 末 (Germer) 的 实验 ,证 实 了 
电子 德 布 罗 意 波 的 存在 。 他 们 将 电子 束 投 射 到 金属 猎 单 晶 上 ,观测 
电子 束 强 度 和 散射 角 2 之 间 的 关系 .电子 束 的 强度 可 通过 加 速 电 
压 V 控制 ,他 们 发 现 ,散射 电子 束 的 强度 随 9 而 改变 。 当 8 取 某 些 确 
定 值 时 ,散射 电子 束 的 强度 极 大 。 散 射 束 强度 的 极 大 值 满 足 类 似 于 
X 射线 在 单 唱 中 衍射 的 公式 

nA=asing (n= 1,2,3,.…) (1. 4.5) 


式 中 ,4 就 是 德 布 罗 意 波长 ,a 是 镍 单 唱 平面 的 光栅 常数 .这 就 证 明 
了 电子 确实 具有 波动 性 ,而 且 德 布 罗 意 关 系 正确 。 

30 年 代 以 后 的 许多 实验 ,进一步 证 实 , 不 仅 电 子 , 而 且 其 他 一 
切实 物 粒子 ,如 中 子 、 质 子 等 也 都 有 衍射 现象 ,都 有 波动 性 ,而 且 德 
布 罗 意 关系 对 所 有 这 些 粒子 都 成 立 。 实 际 上 ,一 切 物体 都 有 波动 
性 .不 过 宏观 物体 的 质量 很 大 ,由 (1.4.3) 式 可 见 , 其 德 布 罗 意 波 
长 很 小 . 远 远 小 于 物体 的 线 度 , 因 而 波动 性 隐 而 不 显 。 


jh 
CS 
[8 
| 


nm (1. 4.4) 


本 章 小 结 


1. 经 典 物 理学 不 能 解释 :黑体 辐射 .光电 效应 .原子 光谱 、 原 子 稳定 性 .固体 
比 热 ,束缚 态 电子 比 热 . 振 动 比 热 等 问题 。 

2. 引入 量子 化 假设 = 加 及 玻 尔 模型 后 ,可 以 解释 经 典 物理 学 的 困难 。 

3. 实 验 表明 , 微观 粒子 具有 波 粒 二 象 性 。 自 由 粒子 满足 德 布 罗 意 关系 : 
16 | 


< 一 hp 一 大 。 
习 题 


1. 1 试 利用 普 朗 克 公 式 证 明 维 恩 位 移 律 。 

1.2 设 一 电子 为 电势 差 V 所 加 速 ,最 后 打 在 又 上 , 若 电 子 的 动能 转化 为 一 个 
光子 , 求 当 这 光子 相应 的 光波 波长 分 别 为 500nm( 可 见 光 ),0. lnm(X 射 
线 ) 以 及 0.0001nm(Y 射线 ) 时 ,加 速 电子 所 需 的 电势 差 是 多 少 ? 

1.3 求 下 列 各 粒子 的 德 布 罗 意 波 的 波长 : 
4) 能 量 为 100eV 的 自由 电子 ; 
Qi) 能 量 为 0. leV 的 自由 中 子 ; 
(iii) 能 量 为 0. leV ,质量 为 1g 的 质点 ; 


Gv) 温度 为 了 一 1K 时 ,具有 动能 EE 一 了 AT'(4 为 臻 耳 效 曼 常数 ) 的 氨 原 
Ee 
1.4 利用 玻 尔 量子 化 条 件 求 : 
(i) 一 维 谐振 子 的 能 量 ， 
(ii) 在 均匀 磁场 中 作 圆 周 运 动 的 电子 的 可 能 轨道 半径 。 
1. 5 设 箱 的 长 宽 高 分 别 为 ayo,c, 用 玻 尔 量子 化 条 件 求 箱 内 运动 粒子 的 能 量 ， 
1. 6 宏观 世界 里 ,量子 现象 常常 可 以 被 忽略 .对 下 列 的 各 种 情况 ,在 数值 上 加 
以 证 明 : 
(i) 长 /= 1m, 质 量 m = likg 的 单 摆 的 零点 振荡 的 振幅 ，; 
(i) 质量 mm == 5g 以 速度 v = 10cm/s 向 一 高 为 5cm, 宽 为 1cm 的 刚性 障 
碍 物 运动 的 子弹 的 透射 几率 ; 
Gi) 质量 m = 0.1kg 以 速度 mw == 0. 5m/s 运动 的 刚 球 , 被 大 小 为 
1 X 1. 5m? 的 窗子 所 衍射 。 
1.7 在 时 间 t = 0 时 有 一 高 斯 波 包 f(x) = e-3”, 证 明 : 
(i) 将 高 斯 波 包 作 伍 里 叶 分 解 后 , 车 为 第 个 分 波 的 波 数 , 则 有 
4r，AkS1。 
(i) 高 斯 波 包 在 介质 中 运动 时 , 必然 引起 扩散 , 而且 波 包 愈 狭 ,扩散 您 
快 。 
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第 二 章 ”波动 力学 基础 


》2.1 波 函 数 的 统计 解释 


按照 德 布 罗 意 的 观念 ,和 每 个 粒子 相 联系 的 ,都 有 一 个 波 。 起 
么 理解 粒子 性 和 波动 性 之 间 的 联系 ,这 是 量子 力学 首先 碰 到 的 一 
个 根本 问题 。 

能 否认 为 波 由 粒子 所 组 成 ?答案 是 否定 的 。 因 为 粒子 束 的 单 颖 
或 双 缝 等 实验 表明 , 若 减 小 入 射 粒子 流 的 强度 ,让 粒子 近似 地 一 个 
一 个 地 从 粒子 源 射 出 ,实验 发 现 , 虽 则 开始 时 底片 上 的 感光 点 是 无 
规则 的 ,但 只 要 时 间 足 够 长 ,感光 点 足够 多 ,底片 上 仍 会 出 现 衍射 
花样 ,这 说 明 , 粒 子 的 入 射 现象 与 是 否 有 其 他 粒子 无 关 。 如 果 波 由 
粒子 组 成 , 波 的 干涉 、 衍 射 等 现象 必然 依赖 于 粒子 间 的 相互 作用 。 
这 和 上 述 实 验 结果 矛盾 。 实 际 上 ,单个 粒子 也 有 波动 性 。 

那么 ,能 否认 为 粒子 由 波 所 组 成 ,比方 ,是 否 可 以 认为 粒子 就 
是 波 包 ? 答 案 也 是 否定 的 ,以 自由 粒子 为 例 。 对 于 自由 粒子 ,由 于 不 
受 外 力 场 的 作用 ,粒子 的 能 量 e 和 动量 p 均 为 常数 . 按 德 布 罗 意 关 
系 (1.4.1) 和 (1. 4.2) 式 , 和 自由 粒子 相 联系 的 波 的 频率 v, 波 矢 k 
均 为 常数 及 常 矢量 .因此 和 自由 粒子 相 联系 的 波 是 平面 波 ,在 量子 
力学 中 , 波 函 数 取 为 复数 ,平面 波 是 

= he = exO 可 (人 


其 振幅 4 与 坐标 无 关 。 因 此 它 充满 全 空间 。 若 认为 自由 粒子 由 波 组 
成 , 则 一 个 自由 粒子 将 占据 整个 空间 ,这 当然 是 不 合理 的 。 非 但 如 
此 ,由 于 自由 粒子 的 德 布 罗 意 波 满足 
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Te tt aed mld me ro 一 、 hai ee -~ 
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2722 2 
Be A (2. 1. 2) 
2m 2m 
因此 群 速度 是 
v= (2. 1. 3) 
7 nm 
相 速 度 是 
ww 廊下 
w= 化 二 5 (2. 1. 4) 


(2. 1. 4) 式 表明 , 相 速度 4 是 的 函数 ,因而 必然 存在 色散 ,如 果 把 
自由 粒子 看 成 是 个 物质 波 的 波 包 ,即使 在 真空 中 ,也 会 因为 存在 色 
散 而 使 粒子 自动 解体 .这 当然 与 实际 情况 不 符 。 

在 历史 上 ,对 波 粒 二 象 性 和 波 函 数 的 解释 ,一 直 是 有 争议 的 。 
即使 到 现代 ,也 仍然 有 不 同 观点 .而 且 持 不 同 观 点 的 人 有 些 还 是 量 
子 力学 的 葛 基 人 之 一 .但 被 物理 学 家 们 普遍 接受 的 波 函 数 的 解释 
是 玻 恩 (M, Born) 提出 的 统计 解释 ,他 认为 ,粒子 在 衍射 或 干涉 实 
验 中 所 揭示 的 波动 性 质 , 既 可 以 看 成 是 大 量 粒子 在 同一 个 实验 中 
的 统计 结果 ,也 可 以 认为 是 单个 粒子 在 许多 次 相同 实验 中 显示 的 
统计 结果 .感光 底片 在 ~ 处 的 强度 ,与 打 在 该 点 的 粒子 数 成 正比 ， 
也 和 波 函 数 在 该 点 的 振幅 的 绝对 值 的 平方 成 正比 。 波 函数 所 刻 划 
的 实际 上 是 粒子 在 某 时 刻 在 空间 的 几率 分 布 事 实 上 ,通常 波动 性 
总 是 指 某 种 物理 量 在 空间 的 分 布 呈 周 期 性 变化 ,并 且 由 于 波 的 相 
干净 加 ,而 出 现 干涉 和 衍射 等 现象 .而 在 防 恩 的 统计 和 解释 中 ,他 保 
留 了 波 的 最 重要 的 特性 -一 相干 到 加 ,不 过 ,他 把 * 某 种 物理 最 ” 
改 为 “粒子 出 现 的 几率 ”, 防 恩 提出 的 波 函 数 统计 解释 是 : 波 亢 数 在 
某 一 时 刻 在 空间 中 某 一 点 的 强度 , 即 其 振幅 绝对 值 的 平方 和 在 这 
一 点 中 找到 粒子 的 几率 成 正比 ,和 粒子 相 联系 的 波 是 几率 波 。 

按照 波 函 数 的 统计 解释 ,有 : 

(1) 由 于 1%Cr, 芒 时 给 出 在 上 时 刻 ,粒子 出 现在 > 处 的 几率 密 
度 , 因 此 原则 上 我 们 可 由 统计 平均 值 公式 
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求 出 描述 体系 状态 的 力学 量 f(x) 的 平均 值 。 在 这 种 意义 下 ,一 般 
认为 ,ylr,t) 描述 了 微观 粒子 的 运动 状态 , 即 量子 态 。 然 而 应 该 指 
出 , 在 量子 力学 中 对 量子 态 的 描述 和 经 典 力 学 中 对 状态 的 描述 有 
根 本 不 同 。 在 经 典 力学 中 描述 状态 靠 给 定 一 些 力学 量 , 如 广义 动 
量 , 广 义 坐 标 等 等 ,在 热力 学 中 描述 体系 的 宏观 状态 靠 给 出 一 些 宏 
观 量 ,如 压强 \ 温 度 、 体 积 以 及 状态 方程 .但 在 量子 力学 中 ,描述 粒 
于 的 量子 态 靠 给 定 波 函 数 ,但 y 本 身 不 是 力学 变量 ,也 不 具有 任 
何 经 典 物 理学 中 物理 量 的 意义 .由 所 给 定 的 只 是 在 它 所 描述 的 
量子 态 中 ,测量 某 力学 量 的 平均 值 或 者 这 个 力学 量 的 各 种 可 能 值 
和 出 现 这 些 可 能 值 的 相应 的 几率 。 至 于 这 种 描述 是 否 完备 以 及 在 
这 种 描述 的 背后 是 否 还 隐藏 着 某 些 更 深刻 的 东西 ,或 者 某 些 “ 隐 变 
数 ”, 这 是 争论 极 多 的 问题 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 本 书 的 最 后 一 章 。 

(2) 由 于 粒子 在 某 一 时 刻 在 空间 中 某 点 出 现 的 几率 应 该 单 
值 ,因此 , 除 个 别 孤立 奇 点 外 , 波 函 数 ylr,t) 应 该 是 7 的 单 值 ` 有 界 
和 连续 函数 。 

(3) 在 非 相对 论 量 子 力学 中 , 奉 仅 限于 波 函 数 的 统计 解释 , 则 
因 统 计 解 释 中 只 涉及 波 函 数 的 振幅 ,因此 存在 下 述 不 确定 性 : 

(i) 常数 因子 的 不 确定 性 。 若 C 为 常数 , 则 yCr,t) 和 Cylr,?) 
描述 同一 个 物理 状态 。 因 为 它们 的 相对 几率 相同 : 


[yr ,2) | 二 ICylri,t) | 


[gr ,2) | [Cy (r,t) | 


和 Cy 表示 同一 个 几率 波 . 通 常 ,C 由 总 的 几率 为 1 的 归 一 条 件 决 
直 
(ii) 相 角 的 不 确定 性 ,由 于 ylr,t) 与 g(r,t)e* (a 为 实 常数 ) 的 
模 相 同 ,因此 a 不定, 这 说 明 , 只 限于 统计 解释 还 不 能 完全 穷尽 对 
波 函 数 的 认识 . 越 来 越 多 的 实验 事实 证 明 , 波 函数 的 位 相 是 非常 重 
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(4) 对 于 许多 物理 态 , 由 于 粒子 总 要 在 全 空间 中 出 现 , 是 必然 
事件 .粒子 在 全 空间 中 出 现 的 几率 为 1。 因 此 一 般 应 要 求 , 波 了 水 数 
yr,t) 应 该 是 平方 可 积 函数 ,是 可 归 一 化 的 , 即 


| lgcr,iDldar=1 (2.1.6) 


但 应 该 指出 ,并 非 所 有 波 函 数 均 可 用 (2. 1. 6) 式 的 方式 归 一 化 。 例 
如 平面 波 (2.1.1) 式 , 就 不 是 平方 可 积 函 数 。 对 于 这 一 类 在 无 穷 远 
处 y 不 趋 于 零 的 波 函 数 , 其 归 一 化 问题 我 们 将 另行 讨论 。 

(5) 容易 将 波 函 数 统计 和 解释 推广 到 多 粒子 体系 。 设 体系 由 入 
个 粒子 组 成 .J(ri,r;，,… ,rn,t) 是 描述 这 个 体系 状态 的 波 函 数 , 则 
gbrisyrz，…… rn,t) ?dridr2*…drs 表示 在 上 时 刻 第 一 个 粒子 出 现在 
十 dri, 第 二 个 粒子 出 现在 ro 一 十 dr;,…… ,第 N 个 粒子 
出 现在 rv 一 rw 十 drx 的 几率 。 相 应 的 归 一 化 条 件 是 


| [ylr, sF29 °° oFN st) | ?dridr…drv 一 二 (2. 1, 7) 


(6) 显然 ,描述 粒子 微观 运动 的 波 函 数 不 仅 可 用 坐标 r+、 时 间 : 
为 目 变 量 ,也 可 以 用 其 他 变量 ,比如 用 动量 p 为 自 变 量 , 以 pi 为 独 
立 变量 的 波 函 数 Clp,t), 它 的 物理 意义 是 1C(p,t)1:dp 表 示 在 i 时 
刻 , 粒 子 的 动量 在 p 一 p 十 dp 的 几率 ,相应 的 归 一 化 条 件 是 


| IC(p,t)l:dp= 1 (2. 1. 8) 


C(p,t) 为 动量 几率 分 布 函 数 。 对 于 描述 粒子 的 微观 状态 ,CCP，i) 
起 着 和 ylr,t) 相同 的 作用 。 于 是 自然 会 问 ,CCp,t) 和 Ylr,t) 之 间 
的 关系 是 什么 ?我 们 将 在 下 一 节 中 回答 这 个 问题 。 


382.2 态 笃 加 原理 


量子 力学 对 粒子 运动 状态 的 描述 与 经 典 力学 完全 不 同 ,在 经 
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典 力学 中 ,粒子 的 坐标 和 动量 有 完全 确定 的 数值 ,并 且 一 旦 给 定 某 
一 时 刻 粒 子 的 坐标 和 动量 , 则 不 但 在 该 时 刻 粒子 的 状态 完全 确定 ， 
而 且 原 则 上 还 可 以 通过 求解 牛顿 方程 确定 以 后 任何 时 刻 的 坐标 和 
动量 ,从 而 确定 以 后 任何 时 刻 粒 子 的 状态 .但 在 量子 力学 里 ,粒子 
的 运动 状态 用 波 孙 数 描述 ,在 某 一 量子 态 中 测量 坐标 和 动量 ,一 般 
地 , 坐标 和 动量 不 同时 具有 确定 值 .以 平面 波 为 例 , 平 面 波 的 动量 
六 有 完全 确定 的 数值 ,但 它 的 振幅 与 空间 坐标 无 关 ,粒子 在 空间 各 
点 出 现 的 几率 密度 相等 。 换 句 话说 ,粒子 的 位 置 坐标 是 完全 不 确定 
的 ,一 般 说 来 , 在 量子 力学 中 ,除非 y(r,t) 是 平面 波 , 否则 在 以 
%(ryti) 描述 的 粒子 的 量子 态 中 测量 动量 p ,将 无 确定 值 .因此 ,在 
任 一 量子 态 y(r,t) 中 测量 动量 ,由 于 每 一 个 确定 的 动量 都 对 应 一 
个 确定 的 单 色 平面 波 ,故而 实际 上 等 于 是 将 ylr,t) 按 对 应 于 各 种 
动 量 的 平面 波 展开 ,将 Jy(r,t) 视 为 由 各 种 单 色 平 面 波 登 加 而 成 的 
波 . 从 数学 上 看 ,相当 于 对 ylr,t) 作 傅 里 叶 展 开 
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fr) = 77 Jew.weiena (2. 2. 1) 
在 傅 里 叶 展 式 中 ,每 个 分 波 都 是 单 色 平面 波 , 都 有 确定 动量 .在 物 
理 上 , 健 里 叶 展 开 相 当 于 作 频 谱 分 析 。 (2. 2.1) 式 中 的 展开 系数 
CCp,t) ,表示 用 各 种 相应 的 平面 波 到 加 出 g(r,t) 时 ,各 种 平面 波 
的 几率 幅 , 或 者 说 ,在 VCrt 中 ,出 现 动量 为 p, 能 量 为 的 单 色 平 
面 波 的 几率 是 |C(p ,2)1。 
在 量子 力学 中 , 既 可 以 用 y(r,t) 描述 粒子 的 量子 态 , 也 可 以 
用 CCp,t) 描述 粒子 的 量子 态 。 因 为 按 景 子 力学 ,g(r,2) | 给 出 在 + 
时 刻 , 在 r 处 粒子 出 现 的 几率 密度 ,由 这 个 几率 密度 ,原则 上 可 以 
算出 在 以 ylr,t) 描述 的 态 中 的 各 种 可 观测 量 的 平均 值 。 辣 样 ， 
1C(p,t) 上 给 出 在 1 时刻, 动量 为 p 的 几率 密度 ,利用 CCp,t) ,原则 
上 也 可 算出 在 同一 量子 态 中 的 各 种 可 观测 量 的 平均 值 . 所 不 同 的 
只 是 VCr,i) 是 量子 态 在 以 > 为 自 变量 ,在 坐标 空间 中 的 表示 ,而 
C(p,t) 是 量子 态 在 以 了 为 自 变 量 ,在 动量 空间 中 的 表示 ,它们 是 
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同一 个 量子 态 在 两 个 不 同 表象 中 的 不 同 表示 。 这 两 种 表示 是 完全 
等 价 的 。 关 于 表象 理论 ,以 及 关于 上 述 的 坐标 空间 及 动量 空间 的 严 
格 意义 ,我 们 将 在 第 四 章 中 作 深 入 的 探讨 。 

利用 复 变 函 数论 中 的 巴塞 瓦 等 式 ,不 难 证 明 


Jc lap = | iva lear = 1 (2. 2. 2) 


亦 即 如 果 y(r,t) 是 已 经 归 一 化 的 波 函 数 , 则 Clp,t) 也 是 归 一 化 波 
函数 。 

传 里 叶 展 开 是 将 波 展开 为 无 限 多 个 单 色 平面 波 后 带 权重 
C(p,t) 的 线性 全 加 .在 量子 力学 中 ,在 波 子 数 统 计 和 解释 的 意义 下 ， 
我 们 将 权重 CC(p,t) 解释 为 在 glr,t) 中 出 现 动量 为 p 的 平面 波 
e-#(e-en/(2x 记 )”? 的 几率 幅 , 这 里 应 该 特别 强调 ,这 种 从 加 是 线 
性 的 .而 且 这 种 琶 加 的 “统计 解释 ”直接 与 测量 联系 起 来 :在 波 函 
数 ylCr,t) 中 测量 动量 , 测 得 动量 的 数值 为 p 的 几率 是 |C(p,t)|?。 

自然 ,几率 波 的 全 加 不 一 定 非 要 由 无 穷 多 个 波 闪 加 而 成 . 合 加 
的 波 的 数目 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 不 满足 健 里 叶 积 分 展开 或 健 里 
叶 级 数 展开 所 必须 满足 的 各 种 数学 条 件 。 在 量子 力学 中 , 作为 基本 
假定 ,引入 一 个 非常 根本 的 关于 描述 量子 态 的 几率 波 秋 加 的 态 符 
加 原理 : 

如 果 内 ,yp，… ,是 体系 可 能 的 状态 , 则 它们 的 线性 全 加 所 得 
出 的 波 函 数 


p= Op Cz + Cp, = Dy Ca (2. 2. 3) 


也 是 体系 的 一 个 可 能 状态 ; 当 体系 处 在 少 态 时 ,出 现 图 的 几率 是 
[Cf IC 出 现 因 的 几率 是 1C:1?/ 1C,1?,…… 余 类 推 


在 (2. 2. 3) 式 中 ,可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 。 这 个 原理 称 为 
态 亚 加 原理 。 
现在 对 态 全 加 原理 进行 一 些 讨 论 : 
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(1) 态 礁 加 原理 是 一 个 和 测量 联系 非常 密切 的 原理 。 在 原理 
的 叙述 中 ,所 谓 “ 当 体系 处 在 y 态 时 ,出 现 办 的 几率 是 Ci |…” 这 
名 话 的 确切 的 意思 是 : 设 体系 处 在 上 兴 态 时 ,测量 某 力学 量 4 得 出 
的 准确 值 为 aj, 当 体系 处 在 ys 态 时 ,测量 4 得 出 的 准确 值 为 a;， 
…, 则 当 体 系 处 在 由 办 ,VJ，,… 等 态 线性 全 加 而 成 的 状态 时 ,测量 
力学 量 4, 所 得 到 值 既 可 能 是 w ,也 可 能 是 a;,… ,出现 a 值 的 几率 


是 C1?/ >) 1C:1?, 出 现 os 值 的 几率 是 1C:j?/ 》) 1C17, 余 类 推 ,也 


就 是 说 ,测量 力学 量 4 得 出 的 是 一 些 可 能 值 4a,a,,… .但 这 些 可 能 
值 的 相对 几率 ,或 者 说 ,各 个 可 能 的 状态 由,y，,… 的 相对 权重 ,是 
完全 确定 的 。(2. 2.3) 式 中 的 个 加 系数 ,给 出 了 它们 之 间 的 相对 权 
重 。 

(2) 在 (2.2.3) 式 中 出 现 的 秋 加 ,是 波 函 数 , 或 者 说 ,是 几率 幅 
的 又 加 ,而 不 是 几率 的 全 加 。 因 而 它 必然 出 现 干涉 、 衍 射 等 现象 . 仍 
以 双 颖 衍射 为 例 。 设 通过 第 一 个 缝 的 波 防 数 为 四 ,第 二 个 颖 的 波 浮 
数 为 加 ,同时 开启 两 个 缝 后 的 波 函 数 少 是 图 各 的 线性 全 加 

y= Cp < Coy 


KA es [Cg, 十 Cpa | 
= ICig |? 十 |Czya | 二 CC 内 ps CiCs’ Pipi 
(2. 2. 4) 


在 (2. 2. 4) 式 中 出 现 干 涉 项 CY Capr 内 十 CC Pipz 0 

(3〉 这 里 还 要 指出 ,在 量子 力学 中 ,对 于 几率 波 而 言 , 波 的 干 
涉 是 描述 粒子 运动 状态 的 几率 波 自身 的 干涉 ,而 不 是 不 同 粒子 之 
间 的 干涉 ,为 说 明 这 个 问题 ,讨论 一 个 一 东 偏 振 光 通过 检 偏 片 的 例 
子 。 设 光 的 偏振 方向 与 晶 轴 的 夹 角 为 a。 根据 光学 中 的 马 吕 斯 定 
律 , 若 入 射 光 的 强度 为 J。, 则 通过 检 偏 片 后 的 光 强 了 是 


了 一 Tcos’a (2. 2. 5) 
这 表明 , 若 光 的 偏振 方向 与 曲轴 平行 ,ae = 0 时 , 光 全 部 通过 检 偏 
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时 , 原 入 射 光 强 的 cos*e 通过 检 偏 片 , 它 的 sin?a 被 吸收 ， 

现在 减弱 入 射 光束 的 强度 ,如 果 我 们 能 使 装置 中 的 光 强 减弱 
到 只 让 一 个 光子 入 射 , 则 当 a = 0 时 ,光子 通过 ,并 且 光 子 的 能 量 和 
偏振 方向 在 通过 检 偏 片 前 后 不 变 , 当 a = x/2 时 ,光子 被 吸收 。 当 
夹 角 为 a 时 ,在 通过 检 偏 片 后 , 既 有 可 能 观测 到 光子 ,也 有 可 能 观 
测 不 到 光子 .观测 到 光子 的 几率 是 cos*a, 观 测 不 到 光子 的 几率 是 
sin x。 当 然 , 观 测 到 的 光子 总 是 一 整个 光子 ,而 不 是 半 个 或 者 cos"a 
个 光子 。 

描述 4 = 二 0 时 光子 的 波 函 数 记 为 gy ;a 二 r/2 时 光子 的 波 函 数 
为 yi , 则 当 夹 角 为 a 时 ,描述 光子 状态 的 波 函 数 是 


ya = cosag yt Sinaw (2. 2.6) 


J 部 分 处 在 gy 态 , 部 分 处 在 yi 态 , 处 在 gy 态 的 几率 是 cosza, 处 在 
J 态 的 几率 是 sin?a, (2. 2. 6) 式 正 是 态 伙 加 原理 。 单 个 光子 的 波 
区 数 满足 态 从 加 原理 (2. 2. 6) 式 , 说 明 单 个 光子 的 波 函 数 本 身 就 
有 相干 的 现象 .相干 现 象 并 非 多 个 光子 的 集合 才 具 有 的 性 质 . 这 正 
是 几率 波 和 通常 的 水 波 ,声波 等 物质 波 之 间 的 重要 区 别 。 

(4) 由 于 一 般 说 来 ,% 依赖 于 时 间 , 是 1 的 函数 ,因此 态 琶 加 诛 
理 不 仅 对 某 一 个 时 刻 成 立 , 而 且 随 着 时 间 的 变化 , 态 倒 加 原理 仍然 
成 立 。. 这 就 暗含 着 y 随 时 间 演 化 的 方程 必然 是 线性 方程 ,因为 只 有 
这 样 , 态 全 加 原理 才能 在 任何 时 刻 都 成 立 。 


$2.3 大 定 调 方 程 


在 经 典 力学 中 ,体系 运动 状态 随时 间 的 变化 遵循 牛顿 方程 . 牛 
顿 方 程 是 关于 变量 上 的 二 阶 全 微分 方程 ,方程 的 系数 只 含有 粒子 
的 内 襄 物 理 量 一 一 质量 m, 一 旦 初始 条 件 给 定 , 方 程 将 唯一 地 决 
定 以 后 任何 时 刻 的 运动 状态 。 
在 量子 力学 中 ,体系 的 运动 状态 由 波 函 数 ylr,t) 描述 .和 经 
典 力学 类 似 ,也 可 以 建立 一 个 决定 yr,z) 随 上 变化 规律 的 方程 式 。 
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从 物理 上 看, 这 个 方程 必须 满足 下 述 条 件 : 

(1〉 由 于 波 函 数 满足 态 合 加 原理 ,而 态 谷 加 原理 对 任何 时 间 
都 成 立 , 因 此 描写 波 函 数 随时 间 变 化 的 方程 必然 是 线性 方程 。 

(2) 方程 的 系数 必须 仅 含 有 诸如 质量 mx, 电荷 e 等 内 豪 物理 
量 , 不 应 含有 和 个 别 粒 子 运动 状态 的 特定 性 质 有 关 的 量 , 比 如 动量 
P 等 ,另外 ,方程 的 系数 应 含有 普 朗 克 常 数 , 以 表征 这 一 方程 确 是 
描述 普 朗 克 常 数 起 决定 作用 的 微观 世界 中 粒子 的 运动 方程 。 

(3) 因为 波 函 数 y 的 变数 是 r,t, 因 此 它 必 然 是 个 关于 r 和 :的 
偏 微分 方程 ,我 们 要 求 这 个 微分 方程 不 高 于 二 阶 ,以 便 一 旦 初始 条 
件 和 边界 条 件 给 定 后 ,方程 能 唯一 地 确定 以 后 任何 时 刻 的 波 函 数 。 
因为 根据 数学 物理 方法 中 的 史 斗 姆 - 刘 维 定理 ,二 阶 正规 的 偏 微 
分 方程 的 解 , 存 在 唯一 性 定理 成 立 。 

(4) 由 于 经 典 力 学 是 量子 力学 的 极限 情况 ,因此 这 个 方程 必 
须 满 足 对 应 原理 : 当 六 -一 0 时 , 它 能 过 渡 到 牛顿 方程 。 

(5) 对 于 自由 粒子 这 一 特殊 情况 ,方程 的 解 应 是 平面 波 。 

当然 ,只 靠 这 些 条 件 , 不 足以 唯一 地 决定 所 需 的 描述 y(r,z) 
随时 间 变 化 的 方程 .上 面 的 这 些 条 件 , 只 为 建立 方程 提供 了 一 些 必 
要 的 条 件 ,可 给 建立 方程 以 启迪 。 

根据 条 件 (5) ,将 平面 波 (2. 1.1) 式 分别 对 上 和 xz,y,z 求 微 商 
后 得 


.19 
ihsr = Ey C2537.1) 
— Vy = py 232 2 
a 4 
式 中 , 算 符 V? 一 53 十 十 23。 在 非 相对 论 条 件 下 ,对 于 自由 


粒子 ,能 量 只 有 动能 ,满足 E = p'/2m。 由 (2. 3.1、2) 及 动能 表示 式 
得 
Dt LA 


D7 (2. 3. 3) 
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(2. 3. 3) 式 表明 ,至 少 对 于 自由 粒子 说 来 ,平面 波 的 解 可 由 方程 
(2. 3.3) 的 一 个 特 解 给 出 。 由 (2. 3.1) 及 (2. 3. 2) 式 又 可 看 出 ,能量 
和 动量 作用 在 波 函数 上 的 结果 与 用 算 符 ik 闻 及 一 i 访 V 作用 在 波 
函数 上 的 结果 相同 。 即 存在 着 对 应 关系 


已- 一 ii 一 一 i 放 六 (2. 3, 4) 


1926 年 , 薛 定 廖 CE. Schrodinger) 推广 上 述 规则 至 一 般 情况 ， 
建 立 了 描述 波 函 数 演化 规律 的 醉 定 记 方 程 , 设 单 粒 子 体系 的 哈密 
顿 量 为 


2 
入 十 Cr (2. 3. 5) 
mm 


利用 对 应 规则 (2. 3. 4) 式 , 将 能 量 、 动 量 均 用 算 符 表示 ,并 作用 在 
波 函 数 上 得 


国人 加 
hr zzv YU DG= Hy (2.3.6) 


(2. 3. 6) 式 称 为 薛 定 请 方程 .对 多 粒子 体系 ,其 哈密 顿 量 是 
五 一 之 人 本 U(r sr ,TNst) 
桩 定 填 方程 是 


RS =—— DEVS + Use sr (2.3.7) 
显然 , 苹 定 证 方程 满足 必要 条 件 民 )、(2)、(3)、(5)。 关 于 必要 
条 件 (4), 以 后 我 们 将 证 明 , 当 娘 -> 0 时 ,准确 到 的 零 次 短 , 苹 定 记 
方程 将 过 渡 到 经 典 分 析 力 学 中 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ,至 于 力学 
量 和 算 符 的 对 应 关系 (2. 3.4) 式 ,在 第 三 章 中 将 进一步 阐述。 
厅 由 于 我 们 所 选用 的 哈密 顿 量 五 是 非 相 对 论 的 ,因此 薛 定 兽 方 
程 只 适用 于 非 相 对 论 情 况 。 
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关于 醇 定 证 方程 ,注意 : 

(1) 薛 定 请 方程 是 量子 力学 的 基本 假定 之 一 ,是 整个 波动 力 
学 的 基础 ,其 地 位 与 牛顿 方程 在 经 典 力 学 中 的 地 位 相仿 。 必 须 指 
出 ,在 本 节 中 我 们 并 未 建立 苹 定 记 方 程 ,即使 对 自由 粒子 的 情况 也 
同样 .因为 严格 说 来 ,只 知道 微分 方程 的 解 是 不 足以 建立 微分 方程 
的 。 

(2) 应 该 指出 ,利用 算 符 的 对 应 规则 (2. 3. 4) 式 以 构造 薛 定 刘 
方程 容易 引起 一 些 混淆 .这 表现 在 : 

(GD 对 应 规则 (2. 3. 4) 式 是 个 带 微 商 运算 的 算 符 ,通常 ,一 般 
的 微 商 算 符 不 具有 坐标 变换 下 的 不 变性 , 即 微 商 算 符 不 是 协 变 的 。 
为 说 明 这 个 问题 ,不妨 以 二 维 自由 粒子 在 极 坐 标 下 的 酬 定 汕 方程 
为 例 . 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 ,二 维 自由 粒子 的 苹 定 汕 方程 是 

i 一 一 区 | 二 十 i) yc 和 (2. 3. 8) 
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作 变 数 代 换 , 换 到 球 极 坐标 , 令 


之 一 rcosp 
y= 7SIny 


从 直角 坐标 系 (z,y) 换 成 平面 极 坐标 系 (r,9) ,将 (2. 3. 9) 式 代入 
(2. 3.8) 式 后 得 出 在 (x,9) 坐标 系 中 的 醉 定 记 方 程 是 


i pr ,9p,t) a 志 | 
ot 


LL 
7 


本 308 


jwerp 
(2. 3. 10) 


但 是 , 另 一 方面 ,如 果 我 们 对 极 坐 标 下 的 经 典 哈密 顿 量 


Sy 
万 = 去 | 


直接 应 用 对 应 规则 p 一 一 i 二 , 则 由 i 一 Hy 得 
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ij 区 [2 工 
ar riag’ 
这 个 结果 与 (2. 3. 10) 式 不 同 。 方 程 (2. 3. 11) 式 是 错误 的 .对 应 规 
则 疡 一 一 六 Y 只 适用 于 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 。 必 须 先 在 直角 坐标 系 
中 用 算 符 对 应 关系 (2. 3. 4) ,然后 再 作 坐 标 变换 ,以 得 出 在 其 他 坐 
标 系 中 的 结果 。 因 为 p 一 一 i 六 中 的 微 商 并 非 对 于 任何 坐标 系 中 
都 不 变 的 协 变 微 商 .比如 动量 在 7 方向 的 分 量 p, 所 对 应 的 算 符 p 
就 不 等 于 一 i 过, 为 淤 清 这 种 泥 江 , 可 以 有 两 种 方案 :一 是 在 位 形 
空间 中 引入 适当 的 度 规 ,并 以 协 变 微 商 代替 规则 (2. 3. 4) 式 中 的 
普通 微 商 ;二 是 沿用 “惯例 ”, 约 定 对 应 规则 (2. 3. 4) 式 只 在 笛 卡 儿 
直角 坐标 系 中 适用 。 要 过 渡 到 其 他 坐标 系 , 需 先 在 直角 坐标 系 中 沿 
用 规则 (2. 3. 4) ,然后 再 作 坐标 变换 以 过 渡 到 其 他 坐标 系 。 考 虑 到 
本 书 的 部 分 读者 可 能 对 协 变 微 商 不 太 熟 悉 , 本 书 将 沿用 后 一 惯例 。 
(ii) 对 应 规则 (2. 3. 4) 式 将 力学 量 EE、p 等 用 算 符 代替 ,从 而 将 
普通 的 代数 运算 变 为 算 符 运算 ,这 也 容易 带 来 一 些 混淆 。 比 方 动能 
。 I 
或 其 他 .但 在 使 用 对 应 规则 (2.3. 4) 时 ,由 于 p, 一 一 ih, 其 中 有 


y (2. 3.11) 


对 z 的 微 商 算 子 .因此 在 量子 力学 中 ,名 一 项 在 算 符 意义 下 不 能 


1 1 1 | 
写成 二 hs -二 :因为 显然 ,将 Pz 写成 微分 算 子 一 1 为 5 二 


pr 1 1 1 
后 ， 2 3 EP 本 不 相同 .因此 在 使 用 对 应 规则 


(2. 3. 4) 式 时 ,必须 规定 动能 项 只 能 写成 p?/2m 的 形式 。 一 般 地 ， 
为 消除 这 种 混淆 ,在 使 用 力学 量 的 算 符 对 应 规则 时 ,沿用 第 二 个 惯 
例 : 将 经 典 的 哈密 顿 量 写成 三 部 分 之 和 :一 是 和 坐标 无 关 的 动量 的 
二 次 式 ; 二 是 只 依赖 于 坐标 的 函数 ;三 是 可 能 出 现 的 其 形式 为 
2 pifilr, … ,rn) 的 关于 动量 户 的 线性 函数 .对 于 前 两 部 分 ,在 保 
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持原 来 形式 不 动 的 前 提 下 用 (2. 3.4) 式 。 对 于 第 三 部 分 ,我 们 规定 
必须 把 它 写 成 对 称 的 形式 , 即 写成 


三 2 Lpifilr ,es ry) 十 filr, ,°° oTN) Pp: | (2. 3. 12) 


之 后 ,再 应 用 (2. 3.4) 式 给 出 它 相 应 的 算 符 形式 。 

还 应 该 指出 ,在 对 应 规则 (2. 3. 4) 式 中 , 算 符 E 和 p 均 含有 率 。 
记 进 入 运动 方程 ,是 体系 量子 化 的 最 重要 的 特征 之 一 。 

(3) 与 牛顿 方程 不 同 , 几率 流 守 和 恒定 律 自动 地 包含 在 苹 定 请 
方程 之 中 ,在 经 典 力学 中 ,牛顿 方程 和 连续 性 方程 是 两 个 独立 的 方 
程 。 量 子 力学 中 ,由 于 yy 的 统计 解释 ,wr ,i) 二 gy"(r,i)ybr,z) 代表 
t 时 刻 在 r 处 的 几率 密度 ,由 莅 定 读 方 程 出 发 ,可 导出 几率 流 守恒 
定律 ,的 确 , 由 w(r,z) 的 表示 式 及 (2. 3. 6) 式 得 


dw(rst) ,99 ,9 
ee y 十 37 y (2. 3. 13) 
2g hl 
DE mY p+ a0 (2. 3. 14) 
3 人 __ 1nh 1: 
人 ey raUYy (2. 3.15) 
因此 
ow _ 1 2: i 2 fy* ln 总 关 二 二 +# 
CA A CAL 
(2. 3. 16) 
令 
三 二 让 和 i 
一 BY Vy— ygyvy) (2. 3, 17) 
称 为 几率 流 密度 ,由 (2. 3.16) 及 (2. 3. 17) 式 得 
9 vw 
a (2. 3. 18) 
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(2. 3.18) 式 就 是 几率 流 守恒 定律 。 在 量子 力学 中 ,几率 流 守恒 是 
波 函 数 统计 解释 和 薛 定 刘 方 程 的 推论 。 

(4) 醉 定 志方 程 为 波 函 数 的 归 一 化 条 件 提供 了 必要 的 理论 基 
础 。 由 于 y 不 仅 依赖 于 r, 而 且 依 赖 于 i, 因 此 在 归 一 化 条 件 (2. 1. 6) 
式 中 ,将 |y(r,t) 1? 对 r 全 空间 作 定 积分 后 ,一 般 应 该 是 i 的 函数 ， 
并 非常 数 。 但 显然 如 果 不 是 常数 ,就 不 可 能 在 任何 时 刻 ,都 能 有 同 
一 个 归 一 化 条 件 。 现 在 证 明 ,利用 几率 流 守 人 恒定 律 可 得 

32dr EJear 一 一 |” Jdr 一 一 各 ds 


(2. 3. 19) 


当 体积 V 一 cp, 即 拓 广 到 全 空间 后 ,对 于 任何 满足 平方 可 积 条 件 
的 波 函 数 , 当 > 一 co 时 ,一 0 至 少 应 比 盖 于 快 ,因此 


(hr.as=0 
于 是 得 


d 
扣 |war = 到 | ispar=o (2. 3. 20) 


OO 


即 |% "ydr 是 个 与 + 无 关 的 常数 ,从 而 保证 了 总 可 用 (2.1. 6) 式 的 


Ce 


方式 进行 归 一 化 。 

几率 流 守 恒定 律 表明 :在 非 相 对 论 量子 力学 中 ,一 般 说 来 , 粒 
子 距 不 能 产生 ,也 不 会 潭 灭 .体系 的 总 粒子 数 守 恒 。 粒 子 必 然 会 在 
全 空间 中 出 现 . 这 是 个 必然 事件 ,几率 为 1。 

(5) 定 态 问题 :现在 讨论 醉 定 户 方 程 的 一 个 重要 特例 :势能 U 
不 显 含 时 间 z 的 情况 .对 体系 的 波 函 数 %rz) 分 离 变量 , 令 


多 (rzt) = pr)f OE) (2. 3. 21) 


代入 莅 定 渴 方 程 (2. 3. 6) 中 分 离 变量 后 得 
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2 
[- ZV 十 UCr) jy = Ey(r) (2. 3. 23) 


方程 (2. 3. 22) 式 的 解 是 
f (0) = Ce- 证 (2. 3. 24) 


将 fC2) 代入 (2. 3. 21) 式 中 ,并 将 任意 常数 C 归 入 ylr) 内 ,然后 由 
归 一 化 条 件 决定 yr,t) 中 所 含 的 常数 ,我 们 总 可 将 (2. 3. 21) 式 写 
成 


iEe 


prt) = Yr)e- (2. 3. 25) 
我 们 称 这 时 的 体系 处 在 定 态 由 于 
[yo,0) | = yn) BE (2. 3. 26) 


因 此 体系 处 于 定 态 时 的 几率 密度 与 时 间 无 关 。 定 态 薛 定 刘 方 程 的 
能 量 算 符 7 一 一 部.V? 十 U(r),(2. 3. 23) 式 可 写成 
Hy= Ey (2. 3. 27) 


(2. 3.27) 式 说 明 , 定 态 苹 定 户 方程 是 关于 能 量 算 符 H 的 本 征 方 
程 ,y 是 本 征 函 数 ,能 量 E 是 相应 于 这 一 本 征 函 数 的 本 征 值 .求解 
定 态 苹 定 谓 方 程 就 是 求解 能 量 的 本 征 方程 ,而 求 得 的 相应 的 本 征 
值 表示 体系 的 能 级 ，。 

问题 1 假定 将 势能 U(r) > U(r) 十 C,C 是 常数 , 问 粒 子 的 
波 函数 、 能 量 本 征 值 . 定 态 醉 定 户 方 程 给 出 的 几率 幅 是 否 改 变 ,如 
何 改变 ? 

问题 2 着 册 和 几 是 薛 定 刘 方 程 的 两 个 解 , 问 积 分 


| 和 ,Dr,Ddr 是 否 显 含 时 间 ? 


(6》 薛 定 刘 方 程 的 边界 条 件 : 薛 定 刘 方 程 是 关于 空间 坐标 
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(z,y,z) 的 二 阶 偏 微 分 方程 ,因此 要 求 出 确定 的 解 ,必须 给 出 边界 
条 件 , 醉 定 记 方 程 所 满足 的 边界 条 件 具 有 非常 普遍 的 特征 : 

(i) 车 势能 U(r) 处 处 连续 , 则 薛 定 刘 方 程 的 解 , 波 函数 儿 及 波 
函数 对 空间 坐标 的 一 级 微 商 少 也 处 处 连续 。 

(ii) 若 势 能 CCr) 具有 某 一 不 连续 的 间断 点 或 间断 面 , 则 少 和 
y 在 这 一 间断 点 或 面 上 仍然 是 连续 函数 。 

Gi) 若 势能 VCr) 具有 一 阶 奇 点 , 则 在 奇 点 处 波 函 数 少 连续 ， 
但 波 函 数 对 空间 坐标 的 一 级 微 商 可 以 不 连续 ,在 非 相 对 论 量 子 力 
学 中 ,在 苹 定 记 方 程 的 意义 下 ,粒子 不 能 穿 透 势能 为 无 穷 大 的 空间 
区 域 ,因此 在 这 些 区 域内 y == 0。 但 在 这 个 区 域 的 边界 上 ,y 仍然 是 
连续 函数 。 

(Giv) 若 势能 VCr) 具有 高 阶 奇 点 , 则 在 奇 点 处 一 般 说 来 和 y 
都 可 以 不 连续 。 

通常 , 若 势 能 在 全 空间 均 无 奇 性 , 则 波 函 数 也 在 全 空间 中 有 


限 。 当 势能 在 7 = 0 点 发 散 , 且 其 行为 是 二 G 二 2), 则 y 在 r 二 0 点 


仍然 是 有 限 的 。 但 当 * 之 2 时 ,会 出 现 “ 朗 道 坠 落 ”(Landau fall) 现 
象 .我 们 在 以 后 会 深入 讨论 这 个 问题 。 


例 1 6 函数 势 
讨论 一 维 9 函数 势 阱 。 取 
L (zl) 一 一 CCz) (2. 3. 28 ) 
定 态 苹 定 调 方程 是 
i A (2. 3. 29) 


现在 来 求 上 一 0 的 束缚 态 解 。 令 


人 2 一 二 


2mU, 
0 一 2 
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(2. 3. 29) 式 化 为 ~ 
和 k? z 


取 s 为 任意 小 正 数 , (2. 3. 30) 式 对 工作 积分 , 积分 区 间 取 为 
(一 se 十 5) 得 


VY — YO bk | yaz 十 Yog(O) = 0 (2.3.31) 


令 s 一 0+,(2.3.31) 式 变 成 
多 (0+ ) 一 多 (0-) = — VgOO0) (2. 3. 32) 


(2. 3. 32) 式 说 明 ,在 势能 的 一 阶 奇 点 处 ,图 不 连续 。 但 多 在 过 一 0 
处 仍然 是 连续 函数 。 这 和 上 述 关 于 边界 条 件 的 讨论 一 致 。 
为 求 出 体系 的 波 精 数 和 能 级 , 取 试 解 


JT) ~ el (2. 3. 33) 


则 由 于 |zx1’ = |zxi/z, 得 


开 ~—&r 
多 (zx) -le ° Se (2. 3. 34) 
工 ke*” TX 二 0 
yy 0t) — (07) 一 一 280(0) (2. 3. 35) 


对 比 边界 条 件 (2.3.32) 式 ,得 上 一 中 一 3, 另外 ,直接 将 


(2. 3.33) 式 代 入 (2.3.30) 式 后 可 证 明 ,y(zx) ~ 一 ez 满足 
(2. 3. 30) 式 。 因 而 Y%(z) 确实 是 解 , 归 一 化 后 得 


mU ,o mU, lz! 


fx) = 人/ ee 下 (2. 3. 36) 
相应 的 能 级 是 
2 2 
B= 二 人 一 一 2 (2. 3.37) 
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(2. 3. 36) 和 (2. 3. 37) 式 表明 ,6 势 阱 中 的 粒子 ,总 有 一 个 束缚 态 。 
y(z) 对 于 工 是 个 偶 对 称 的 波 函 数 , 随 着 |zx| 的 增加 ,y 指数 衰减 。 


832.4 一 维 方 势 阱 


从 本 节 起 ,我 们 将 深入 讨论 在 各 种 不 同 势 场 下 醉 定 说 方程 的 
求解 问题 . 先 考虑 一 维 情况 。 
1. 一 维 无 限 深 势 阱 
讨论 一 维 莅 定 户 方 程 在 势 声 
0 Ix| <a 
U(X) = 人 ee (2. 4. 1) 
下 的 解 。 由 于 在 jz| 之 a 处 , 势 场 为 无 限 大 ,因此 粒子 出 现 的 几率 
为 0. 苹 定 浅 方 程 和 边界 条 件 为 
dp I 
| mdrz Es lzI< (2. 4. 2) 
y=0 Iz| 衬 a 


在 |x| 二 a 区 域内 的 通 解 是 
pj = Asinaz 十 Becosax 


1/2 
二 | (2. 4. 3) 
利用 边界 条 件 |;-。== 0 及 J:--。= 二 0, 得 
Asinaa 十 Bcosaa 一 0 二 二 
一 4sinaa 十 Bcosaa 一 0 四 
解 是 : 
(i) A = 0,cosaa = 0,0 一 2 (n 是 奇数 ) 
(ii) B = 0,sinaa = 0,0 = 5 《2 是 偶数 ) 
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代入 (2. 4. 3) 后 得 出 体系 的 能 级 是 


272 天 2 
2 9 (7 = 1,2,3,..*) (2. 4. 5) 


Ek, = 


归 一 化 后 的 波 函 数 是 


Ya 
0 iz| 宇 a 


1 . nx 
sin 一 (Z 十 C) 二 
几 -| 2a Le (2. 4. 6) 


对 于 基态 ,n 二 1 ,从 (2.4.5) 式 得 基态 能 量 是 El 一 区 大 /8mza 。 
对 于 激发 态 , 能 级 E, 与 :成 正比 .能 级 的 分 布 是 不 均匀 的 ,由 于 波 
函数 J 只 局 限 在 |z| 二 a 的 势 阱 内 ,无 穷 远 处 的 波 函 数 为 零 , 粒 子 
不 可 能 出 现在 无 穷 远 处 。 我 们 把 粒子 只 能 束缚 在 空间 的 有 限 区 域 ， 
在 无 穷 远 处 波 函 数 为 零 的 状态 称 为 束缚 态 。 一 维 无 限 深 势 阱 给 出 
的 波 函 数 全 部 是 束缚 态 波 函数 。 
由 (2.4.6) 式 可 见 ,n = 二 1 时 ,基态 波 函 数 在 整个 |z| a 区 间 
中 无 零点 ,这 种 零点 亦 称 为 节点 ,基态 波 函 数 无 节点 。 当 n= 二 2 时， 
内 (z 二 0) 二 0, 第 一 激发 态 在 |z| 二 a 的 区 间 中 有 一 个 节点 , 余 类 
推 , 可 以 证 明 ,y, 有 (n 一 1) 个 节点 。 
另外 ,从 (2.4.6) 式 还 可 证 明 , 当 >” 分 别 是 奇数 和 偶数 时 , 满 
足 : 
内 (一 过) = f(z) (2 为 奇数 ) 
es z) 二 一 上 冰 (Zz) (2 为 偶数 ) 0 


即 = 是 奇数 时 , 波 函数 是 z 的 偶 函 数 ,我 们 称 这 时 的 波 函 数 具 有 偶 
宁 称 ; 当 n 是 偶数 时 , 波 函 数 是 x 的 奇 函数 ,我 们 称 这 时 的 波 函 数 
具有 坷 字 称 ,可 以 证 明 , 在 一 维 情况 下 , 只 有 在 势 场 满足 U(x) 
一 U( 一 z), 是 z 的 偶 函 数 时 , 波 函 数 才 具有 确定 的 字 称 。 

从 (2.4.6) 式 还 可 看 出 ,在 |z| 二 a 的 区 间 内 , 波 函 数 实际 上 
可 看 成 是 一 个 由 左 向 右 传播 的 行 波 e (“| 和 另 一 个 由 右 向 
左 传播 的 行 波 e * 尘 *“/ 和 加 而 成 的 驻 波 ,这 个 结果 是 很 自然 
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的 。 因 为 边界 条 件 是 在 x = 士 a 处 为 零 。 它 的 解 就 像 一 根 两 端 固 
定 的 弦 ,满足 波动 方程 的 解 是 一 系列 驻 波 。 
问题 1 若 将 势能 为 零 的 区 间 放 大 或 缩小 一 倍 , 问 体系 的 能 
级 和 波 函 数 如 何 变化 ? 
问题 2 者 将 整个 势能 曲线 向 右 移动 距离 a, 即 令 
0 0< 工 二 2a 


LE ee 时 ,体系 的 能 级 和 波 函 数 如 何 变化 ? 
这 时 的 波 函 数 还 有 没有 确定 的 宇 称 ? 
2. 一 维 方 势 阱 
求解 势 场 U(xz) 为 
dl 0 |z| < ac/2 
U(x) = U, |z| >a/2 (2. 4. 8) 


的 醉 定 证 方程 .讨论 E 二 U6。 的 情况 .在 |z| > a/2 区 ,相应 的 薛 定 
语 方 程 是 


d’ / 
Wy =0 iz| 之 a/2 (2. 4. 9) 


k' = V2m(U, 一 E)/Ft (2. 4. 10) 
在 一 士 时 ,Jy 有 界 的 解 是 


om 一 Ee (2. 4. 11) 
ey Ce Bers a/2 本 Bb 1 
在 |z| < a/2 区 , 术 定 证 方程 是 


2 
我 十 ky 二 0 (2. 4. 12) 


ee /3 (2. 4. 13) 
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其 解 为 


p= A’'sinkz 十 B'coskr (2. 4. 14) 


根据 8$ 2. 3 关于 边界 条 件 的 讨论 ,可知 虽 则 势能 在 z 王 十 /2 处 有 
间断 点 ,但 波 函数 儿 和 波 函 数 % 对 z 的 一 级 微 商 几 在 z= 士 a/2 处 
仍然 连续 ,利用 yy 和 y 的 连续 条 件 可 给 出 解 的 系数 所 满足 的 关系 
式 . 为 方便 起 见 , 分 两 种 情况 讨论 : 

GQ) 在 |z| 二 a/2 区 , 取 y(x) = coskz, 解 具有 侦 宇 称 的 博 沈 : 

由 于 在 x 土 a/2 处 连续 ,因此 乡 = (ny)' 即 对 数 微 商 在 
x 二 土 4/2 处 也 连续 。 采 用 对 数 微 商 的 连续 条 件 有 时 比 直 接 用 和 
y 的 连续 条 件 更 优越 ,因为 对 于 /yg,Y 消 数 的 归 一 系数 已 被 消 
去 ,也 就 是 说 , 它 已 经 将 由 y 和 y 的 连续 条 件 分 别 给 出 的 两 个 方程 
式 通过 相 除 而 变 成 一 个 方程 式 , 从 而 将 两 式 中 一 些 相同 的 系数 消 
去 。 利 用 xz = a/2 处 波 函 数 对 数 微 商 的 连续 条 件 可 得 


lIncoskx)! | 二 (lne™**)/ -vs 


学 ES (2. 4. 15) 


同 理 ,由 /J 在 zx = 一 a/2 处 的 连续 条 件 又 可 得 htg 22 一 如 ,与 
(2.4.15) 式 相同 .引入 


可 将 (2. 4. 15) 式 改 写 为 
étg€ 一 7 (2.4. 17) 
另外 ,由 (2. 4. 10) 和 (2. 4. 13) 式 又 可 得 


mU a’ 
2 


2 
条 十 玉 二 千 ( 十 姑 ?) 一 (2.4. 18) 


联 立 (2.4.17) 及 (2.4.18) 式 , 解 出 6,7, 再 由 (2.4.16) 式 可 给 出 能 
谱 。 
38 


(ii) 在 |xz| 二 a/2 区 , 取 y(z) = sinkzx, 解 具有 奇 宇 称 的 情况 : 
同样 ,利用 波 函 数 对 数 微 商 在 x = 士 a/2 处 的 连续 条 件 可 得 


(lnsinkz)’ | ,+40 = (lneT**) | 40; 
即 
一 éctg€ =7 (2. 4.19) 

同样 , 联 立 (2. 4. 18、19) 
式 可 求 出 相应 的 能 谱 。 。 。 | 

(2. 4. 17、19) 都 是 超 
越 方程 ,可 以 用 图 解法 求 ， 
出 能 谱 。 在 7 一 平 面 中 分 
别 就 (2. 4.17、18) 作出 相 1 
应 的 曲线 ,曲线 的 交点 表 
示 波 函 数 有 偶 宇 称 时 相 5 1 x/22 3 4 3r/2 
应 的 能 谱 。 同 样 , 作 出 (2. (a) 
4. 19) 式 相 应 的 曲线 , 它 S 


与 (2.4.18) 式 作 出 的 曲 3 
线 的 交点 表示 波 郴 数 有 7 
奇 宇 称 时 相应 的 能 谱 。 所 “ 
得 结果 如 图 2. 4. 1 所 示 。 

由 图 2.4.1 可 见 ,对 EE 
于 偶 宇 称 态 (图 2. 4. 1a)， 
由 于 7 = 6tg6 曲线 经 过 Do 
原点 ,因此 无 论 Uoa? 多么 0) 

mU a? 图 2.4.1 能 谱 的 确定 

小 ,曲线 名 十 天 二 瑟 充 
与 7 一 ttgé 总 有 交点 ,这 意味 着 至 少 有 一 个 束缚 态 , 且 这 个 束缚 态 
相应 的 宇 称 为 偶 . 对 于 奇 宇 称 态 , 由 图 2.4. 1b 可 见 , 当 且 仅 当 全 十 


muU a’ 


六 一 坊 浴 之 下 /4 时 , 即 当 Uoa? 之 瑟 二 时 ,曲线 才 有 交点 , 才 出 
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现 奇 宇 称 态 解 。 
显然 ,一 维 无 限 深 势 阱 的 结果 可 作为 一 维 方 势 阱 的 特例 得 出 。 
的 确 。 当 Uo > OO 时 ,及 — DO yy 一 > co ,方程 (2. 4. 17) 化 为 


étgé 一 co 一 [十 村 |]r， (n= 0,1,2,°.) 


方程 (2. 4.19) 化 为 
一 é€ctgé —> oo0,€ =nnx, (n= 1,2,.…) 
合并 上 两 式 , 可 得 


2 
到 nn nNX 
St ee 
能 级 是 
hi: /nrls: ni 2 
i | 2mad ’ 人 


这 正 是 势 阱 宽度 为 。 的 一 维 无 限 深 势 阱 的 能 谱 公式 。 
问题 1 ”假定 Uoa: 一 红 友 , 面 出 一 维 方 势 阱 的 基态 及 第 一 
激发 态 ,第 二 激发 态 波 函数 并 讨论 这 些 态 的 节点 数 。 
问题 2 将 一 维 无 限 深 势 阱 的 讨论 推广 到 三 维 . 求 三 维 球 对 
0 < a 
称 条 件 下 ,势能 Ur) | 。。 “ “的 能 谱 和 波 函数 。 
问题 3 ， 求 一 维 半壁 无 限 高 势 
co X=0 
U(x) = | 0< 工 <a 
U, Zz>a 


条 件 下 薛 定 刘 方程 的 解 .在 这 种 情况 下 ,是否 D 取 任 何 值 总 有 至 
少 一 个 束缚 态 存 在 ? 
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S$2.5 一 维 谐 振子 


一 般 说 来 ,间断 型 的 势 场 并 非 严 格 意义 下 的 物理 势 场 .VCr) 
在 物理 上 应 该 是 r 的 连续 函数 .本 节 将 讨论 一 维 谐振 子 势 场 下 薛 
定 谓 方 程 的 解 , 在 物理 上 ,任何 连续 振动 的 体系 ,都 可 等 价 地 看 成 
是 无 穷 多 个 谐振 子 的 集合 .辐射 场 可 以 看 成 是 无 穷 多 个 谐振 子 振 
动 发 出 的 简 谐 波 的 个 加 ,固体 中 的 唱 格 振动 ,原子 核 的 表面 振动 ， 
分 子 与 分 子 之 间 的 相互 作用 势 , 核 子 与 核子 之 间 的 核 力 势 ,这 些 势 
场 在 平衡 点 附近 的 展开 等 等 ,都 涉及 谐振 子 ,一 维 谐振 子 的 讨论 在 
量子 力学 中 是 非常 重要 的 , 它 有 许多 实际 应 用 。 

一 维 谐振 子 的 哈密 顿 量 是 


2 A ee (2. 5. 1) 
277? 2 


w 是 振动 频率 。 按 对 应 规则 (2. 3.4) 式 量子 化 后 ,其 相应 的 薛 定 刘 
方程 是 


矶 ” ds 
~ 2m dz 


引入 无 量 纲 变数 


了 了 一 十 Fme z 中 yz) = Ey(z) (2.5. 2) 


es (98.3) 


可 将 方程 (2. 5. 2) 改写 成 


d: 
5 Ye (2. 5. 4) 


其 中 
A=2E/hw C2 


通常 ,在 求解 常 微分 方程 时 , 常 采 用 “ 抓 两 头 , 带 中 间 ” 的 “策略 ”。 
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所 谓 “ 抓 两 头 ”, 是 指 先 看 方程 在 “两 头 ”的 渐 近 行为 。 在 三 维 情况 
下 是 看 在 零点 和 无 穷 远 点 的 渐 近 行为 ;在 一 维 情况 下 是 看 在 正 、 负 
无 穷 远 点 的 渐 近 行为 .然后 再 “ 带 中 间 ”, 作 一 个 变换 ,使 函数 在 两 
头 有 渐 近 行为 规定 的 形式 . 先 “ 抓 两 头 ”. 方 程 (2. 5.4) 在 $ 习 十 co 
时 的 渐 近 行为 是 


J —> et/2 


为 使 和 一 士 ce 时 ,y 不 发 散 ,只 能 取 y 一 e-* ?形式 的 解 ,再 “ 带 中 
间 ”: 作 变换 


CE) = HEé)e- (2. 5. 6) 


以 保证 在 无 穷 远 处 的 行为 必然 有 渐 近 行为 规定 的 形式 ,将 
(2. 5. 6) 式 代入 (2.5. 4) 式 后 可 得 右 (€) 满足 的 方程 式 为 
d2H dH 
de 2 dE tA DH=0 (2. 5.7) 
除 无 穷 远 点 外 ,方程 (2. 5.7) 在 全 平面 解析 .对 已 (2) 作 泰 勒 展开 
H(é) = Sak (2. 5. 8) 


将 (2. 5. 8) 式 代 入 (2. 5.7) 式 , 由 仿 项 的 系数 为 零 ,可 得 递 推 关 系 
式 . 即 由 


Dam 一 18 一 2 Da 十 (一 1) >21a 一 0 


得 
| 
人 +2 一 (vy 十 1)Cy 机 274， (2. 5。 9) 
当 & 一 oo 时 ,级 数 (2.5.8) 式 的 行为 是 
a (2. 5. 10) 
a, VU— OO y 
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由 于 级 数 


et “一 1 十 名 十 扫 十 ， + A 
2 


其 相 邻 两 项 系数 之 比 当 > co 时 也 有 二 的 形式 。 因 此 当 很 大 时 ， 


于 (8) 与 e# 的 行为 相同 .于 是 在 (2. 5. 6) 式 中 , 若 瓦 (6) 为 无 穷 级 
数 时 ,y(§) 在 6 一 时 将 趋 于 无 限 大 ,为 求 出 在 一 eo 时, 仍 为 有 
限 的 波 函 数 Ye) , 右 (&) 必须 中 断 为 多 项 式 。 因 为 如 果 态 (6) 是 多 
项 式 , 当 & 一 co 时 , 它 趋 于 无 穷 的 行为 永远 比 e-“” 趋 于 零 慢 ,从 而 


(2. 5. 11) 


保证 了 J(§) 在 一 co 时 有 限 。 
由 递 推 关系 (2. 5. 9) 式 可 见 , 当 取 
人 一 22 十 1 (n= 0,1,2,.…) (2.5. 12) 


时 ,anyzvyan+4，"… 均 为 零 , 这 样 给 出 的 理 ,(€) = Da 称 为 厄 密 多 


项 式 。 它 有 两 组 独立 的 线性 无 关 的 解 ,分 别 由 um == 0,ol 闫 0 及 a 
关 0,a1 = 0 给 出 五 ,(6) 的 形式 为 


H,(€) 一 2(6) — n(n — 1)(26)"? 
Cn — 1)(n— 2)(n— 3) 


2! 
n1 
[2] 
2 |! 


n1 fn/2 (zn 为 偶数 ) 
| 全 人 人 1)/2 《az 为 奇数 ) 
这 里 已 按 通常 习惯 选取 最 高 次 客 的 系数 a. = 2 来 定 级 数 的 系数 。 
将 (2. 5.12) 代入 (2.5.5) ,得 


(2€)" 


(2. 5. 13) 


式 中 
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E, = 


十 计 | (7 = 0,1,2.*) (2.5. 15) 


E, 表示 一 维 谐振 子 的 能 级 .谐振 子 两 个 能 级 之 差 为 
po (2. 5. 16) 


这 正 是 普 朗 克 为 解释 黑体 辐射 实验 规律 时 所 引入 的 假定 .于 是 ,我 
们 就 从 醉 定 计 方 程 比较 自然 地 导出 了 普 朗 克 假 设 .不 仅 如 此 ,量子 
力学 还 给 出 ,一 维 谐振 子 具有 和 零点 能 


一 六 在 (2.5. 17) 


这 是 经 典 谐 振子 所 没有 的 ,也 是 普 朗 克 假 设 所 没有 的 结果 .谐振 子 
的 零点 能 是 量子 效应 .以 后 将 证 明 , 它 也 是 不 确定 性 原理 所 要 求 的 
最 小 能 量 。 

一 维 谐振 子 的 波 函 数 是 


内 (z) = Ne 3 


“* H, (axr) (2. 5. 18) 


WN (ry (2. 5. 19) 
厄 密 多 项 式 石 ,(6) 具有 如 下 性 质 : 
Q@ HH,.(§) 可 写成 
H,(é) = (— 1)"e® (eT) (22500209 
@ 歹 .(2) 的 生成 函数 是 
e+ 和 6 一 EO, (25. 21) 
@ 正 交 性 ， 
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| H,(é)H,(Ce-*dE = Vi2nid (2.5.22) 


由 递 推 关 系 : 
万 (CE) — 2€H,(€) + 2nH,_ 1(€)=0 (2.5.23) 
H.'(€) = 2nH.,_1(€) (2. 5. 24) 
@ 最 低级 的 几 个 厄 密 多 项 式 是 
H.(£)=1 HI(§€) 一 22 (2 5 25) 
Hi(€) =46—2 Hs(€)=8—12 
相应 的 最 低 几 个 谐振 子 波 函数 是 
wzZ) = Ya eB, 内 (xX) = V2 oye-d 
Xd 下 4 
WN 全 (2o2m 一 1)e-Hee (2. 5. 26) 
4 
pix) 一 0 Lz? — 1le-s* 
A4 3 
@@ 由 于 
H.,(— €) = (— 1)H.,(é€) 
因此 谐振 子 的 波 函 数 yCz) 满足 


加 (一 工 ) = (— 1)°Y,(7) (2. 5. 27) 


z 的 奇偶 性 决定 了 如 (z) 的 奇偶 性 ,一 维 谐振 子 波 函 数 的 字 称 是 
(— 1)”。 
@ 由 于 因子 e-i** 无 节点 ,因此 (zx) 的 节点 数 和 玉 ,(az) 的 
节点 数 相同 ,p(x) 及 个 节点 。 
最 后 我 们 对 经 典 谐振 子 和 量子 谐振 子 作 一 对 比 。 对 于 处 在 基 
态 的 量子 谐振 子 , 其 波 函 数 的 振幅 |g。(z) 1? 在 z= 0 处 有 极 大 值 ， 
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表示 谐振 子 在 z = 0 处 出 现 的 几率 最 大 。 但 对 于 经 典 谐振 子 , 在 工 
二 0 处 ,热能 U(x) 一 me 二 0, 是 极 小 值 , 因此 动能 Ei 在 


x 三 0 处 极 大 。 相 应 地 粒子 通过 zz = 0 点 的 速率 也 极 大 ,粒子 在 工 
二 0 处 逗留 的 时 间 极 短 ,出 现 的 几率 最 小 .经 典 情况 和 量子 情况 正 


相反 .再 看 基态 能 量 E。 一 态 加 w. 如 果 用 经 典 的 方式 考察 , 若 基态 
能 量 等 于 势能 , 即 阁 


方太 一 U(r) 一 Fm (2. 5. 28) 


| 
~ 


时 ,动能 为 零 .粒子 只 能 局 限 在 |ax| 二 1 的 区 域内 运动 . 单 摆 就 是 
个 很 好 的 例子 , 它 的 摆 幅 只 能 局 限 在 一 定 范 围 内 .但 对 量子 力学 ， 
情况 就 完全 不 同 了 。 粒 子 出 现在 空间 某 一 范围 的 几率 由 波 函 数据 
幅 的 平方 在 该 范围 中 的 值 给 出 .对 于 基态 波 函 数 , 粒子 出 现在 
az 1 区 域 中 的 几率 是 


人 dt/ -ede 0.16 (2.5. 29) 
1 


这 些 结果 说 明 , 对 于 基态 ,经 典 结果 和 量子 结果 有 很 大 的 区 别 。 

图 2.5.1 画 出 了 谐振 子 ” = 0,1,2,3,4 的 最 低 几 个 波 函 数 
(7) 及 |(z)1?. 图 中 , 势 用 长 虚线 画 出 , 它 是 一 条 抛物 线 ,束缚 
态 的 能 谱 用 右边 的 水 平 线 指出 .这些 水 平 线 在 左边 画 成 短 虚 线 , 用 
这 些 短 虚线 分 别 作 为 图 a 中 (xz) 的 零 线 和 图 5 中 yg,(z) 1 的 零 
线 。 

但 是 , 当 半 很 大 时 ,可 以 证 明 , 量 子 情 况 和 经 典 情况 的 区 别 不 
大 。 在 经 典 力学 中 ,在 z 一 工 十 dz 中 找到 质点 的 几率 与 在 dz 区间 
中 粒子 逗留 的 时 间 dt 成 正比 , 即 有 
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w(x)dz = Cdt 
C C 
w(x) 三 dr/dt ov 


对 于 谐振 子 ,z = asin(wt 十 6) ,在 过 点 的 速率 为 


| wsCz) 


图 2.5.1 谐振 子 的 波 函 数 和 能 级 图 


一 


(a) 


Cb) 
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v= dr/dt 一 Ceocos( 直 十 6) 一 cm 


rx? 
a? 


经 典 的 几率 密度 。 由 图 可 


a 


| 如 (Zz)1? 及 其 与 经 典 的 对 比 ,虚线 表 


见 ,量子 情况 和 经 典 情况 的 区 别 仅 在 于 | 多 (z) 上 绕 平 均值 迅速 振 
荡 。 在 ” 越 大 时 ,经 典 的 几率 密度 与 量子 的 几率 密度 越 相 似 ， 


EE — = ww EN WE 


I Gt ER im = 一 一 一 
=—— 


TE We ee ee 


[THEEEEEEE 
| 


TT | 


a 


2.5.2 zn 二 10 时 线性 谐振 子 的 几率 密度 


一 维 薛 定 请 方程 的 普遍 性 质 
一 维 定 态 薛 定 兽 方程 具有 许多 非常 重要 的 普遍 性 质 。 利 用 这 
性 质 , 有 助 于 求 攻 定 兽 方 程 的 解 ;或 找 出 解 后 ,验证 解 的 正确 性 。 


或 者 直接 画 出 波 函 数 ,掌握 波 函 数 给 出 的 物理 图 象 。 


§ 2. 6 


i 


-一 一 


这 些 普遍 性 质 , 总 结 如 下 : 


(1) 一 维 非 奇 性 势 的 苹 定 调 方 程 的 束缚 态 无 简 并 。 


在 量子 力学 中 , 常 把 一 个 能 级 对 应 多 个 相互 独立 的 能 量 本 征 
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函数 ,或 者 说 ,多 个 相互 独立 的 能 量 本 征 函 数 具 有 相同 能 量 本 征 值 
的 现象 称 为 简 并 。 而 把 对 应 的 本 征 函 数 的 个 数 称 为 简 并 度 。 但 对 一 
维 非 奇 性 势 的 醉 定 证 方程 ,可 以 证 明 一 个 能 量 本 征 值 对 应 一 个 束 
缚 态 , 无 简 并 .由 疼 定 诅 方 程 


A A (2. 6. 1) 


dy 
dh 


可 见 , 若 办 和 yi 对 应 同一 个 能 量 E, 且 U(xz) 无 奇 性 , 则 
A =— HIE — UJ = "ps (2.6.2) 
即 
ips 一 pigs” = igs’ — fp’) = 0 
pi ps 一 办 加 ”一 const. (2. 6. 3) 


若 办 和 yi 均 为 束缚 态 , 必 满足 办 | = 0,Ji|,- = 0 的 边界 条 
件 .利用 这 个 条 件 , 可 定 出 (2.6. 3) 式 中 的 积分 常数 为 零 : 


p's CO— bps = 0 (2. 6. 4) 


即 [多 


' 二 0,i = Cy, (2. 6. 5) 


和 和 y 只 能 差 一 个 常数 因子 C, 因 此 它们 表示 同一 个 束缚 态 。 
(2) 一 维 束缚 态 波 函数 可 取 为 实 函 数 。 
由 于 势 场 U(x) 是 实 函 数 , 故 色 和 少 ” 满足 同样 的 一 维 定 态 薛 
定 刘 方 程 , 且 具有 相同 的 能 量 五 。 按 性 质 (1) ,办 与 少 只 能 差 一 个 常 
数 因子 


或 
y=C'y*=CCy= Icky (2. 6. 7) 


故常 数 C = e*,6 为 实数 ,在 非 相 对 论 量子 力学 中 ,由 于 波 函 数 的 
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相 角 不 确定 性 ,无 妨 选 择 6 二 0, 而 使 多 = y, 波 函数 取 为 实数 。 

(3) 一 维 束 缚 态 本 征 函 数 的 一 般 图 象 如 下 : 

由 (2. 6. 1) 式 可 知 : 

当 VL(z) 扫 巨 时 , 迪 与 几 反 号 。 当 多 盖 0 时 , 几 王 0, 波 函数 是 
个 西 函数 ; 当 y 二 0 时 ,y” 二 0, 波 函数 是 个 种 函数 .这 时 将 出 现 振 
荡 解 (图 2. 6. 1)。 


pr) 2 SC ~、/ 
0 > 
— SS 
NS 光 ~ 


图 2.6.1 波 函 数 为 凹 函 数 图 2.6.2 波 函 数 为 凸 范 数 


当 D(z) >> 巨 时 ,多 和 儿 同 号 . 当 少 六 0 时 , 风 >>0, 波 函数 是 
个 四 函数 ; 当 y 二 0 时 ,yy 二 0, 波 函数 是 个 凸 函 数 。 这 时 将 出 现 指 
数 型 的 衰减 解 (图 2. 6. 2) 。 

利用 波 范 数 这 些 图 象 , 可 以 画 出 在 各 个 不 同 势能 区 内 的 波 范 
数 , 然后 通过 边界 上 的 连接 条 件 得 出 波 函 数 的 草图 .反之 , 若 已 知 
波 函 数 的 图 象 ,也 可 定性 地 给 出 势 场 (xz) 的 大 致 形式 。 

问题 1 利用 一 维 束缚 态 本 征 函 数 在 各 个 不 同 势能 区 的 图 
象 , 画 出 一 维 方 势 阱 的 基态 及 第 一 激发 态 的 草图 。 

问题 2 ”一 个 粒子 在 一 维 势 场 V(z) 中 运动 。 它 的 两 个 实数 的 
定 态 本 征 函 数 如:%a 如 图 2. 6. 3 所 示 。 画 出 势 场 VCz) 的 草图 ,并 
标 出 相应 于 这 两 个 定 态 的 能 量 。 若 还 存在 一 个 定 态 , 它 所 相应 的 能 
量 比 上 两 个 能 量 低 , 画 出 它 的 本 征 函 数 。 

(4) 一 维 薛 定 刘 方 程 的 朗 斯 基 式 (Wronskian ) 。 

上 面 对 一 维 蔷 定 刘 方 程 解 的 性 质 作 了 一 些 定 性 的 、 物 理 的 讨 

p0 


1 
1 
1 
1 
1 
| 
1 
1 
1 
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i 
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图 2.6.3 一 定 势 场 中 的 两 个 定 态 波 函数 的 图 形 
论 .为 进一步 研究 一 维 酬 定 户 方 程 的 普遍 性 质 , 现 在 讨论 一 维 酬 定 
调 方 程 的 数学 特色 ,主要 研究 它 的 朗 斯 基 式 。 

2P iez (2. 6. 1) 式 可 改写 为 
0 (2. 6. 8) 


设 实 函 数 势 场 VCz) 有 下 界 , 且 在 整个 区 间 ( 一 co, 十 ce) 中 分 段 
连续 .定义 函数 ,yi 的 朗 斯 枯 式 为 


2 V(r) 三 一 一 人 一 


hz ， 


UA 内 
Wy ,Ys) 三 = pps’ — psp! (2. 6. 9) 
hy es rps 一 phy 
W (yi ,yg,) 具有 下 述 性 质 : 
(iD WC 四,J2) 对 交换 加 和 如, 具有 有 反对 称 性 。 
(ii) 车 在 z= zo 时 ,W (gz) = 二 0, 则 在 z= 二 点 办 ,J 的 对 
数 微 商 相等 ,的确 ,由 


W (yy,) [a 一 办 (zo)y2 To) 一 frr) (ro) = 0 


dlny, 


dz 


_ dlny, | 


To dr 0 
(iii) 若 W( ,yi) 在 zz 的 整个 区 间 ( 一 so, 十 ce) 中 人 恒 为 零 , 则 
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1 二 C%a,C 是 常数 。 

问题 3 ”利用 朗 斯 基 行列 式 的 上 述 性 质 , 证 明 一 维 束缚 态 的 
性 质 (1) 和 (2)。 

(iv) 朗 斯 基 定 理 : 行 内 和 y。 分 别 是 方程 


% + FiCZz) 轴 一 0 (2, 6. 10) 
ya” 十 FoCz)W 一 0 《2,.6.11) 
的 朗 斯 基 式 满足 


Wy ,2) 


b 
二 | [ed PCy J dr Co 12) 


证 明 :; 以 y, 乘 (2. 6. 10), 以 yi 乘 (2.6.11), 相 减 后 得 
[gp 一 pp 十 (CR ~ Fp ys = 0 (2. 6. 13) 


SY (a) , 移 项 积分 后 即 得 


(2. 6.13) 式 左 端 第 一 项 等 于 一 
(2. 6. 12) 式 . 证 毕 。 
将 朗 斯 基 定 理应 用 于 (2. 6. 8), 令 由 和 wy, 分别 是 方程 (2. 6. 8) 


式 对 应 于 se 一 及 e 二 & 的 两 个 解 , 则 显然 有 


W (gp,y;) 


b b 
ee eo)| ppde 2.6.14) 


由 (2. 6. 14) 式 可 见 , 若 & = €, WY ,yy) 与 工 无 关 。 
(v) 关于 波 函 数 的 对 数 微 商 随 能 量 本 征 值 变化 的 定理 。 


记 %(Cz,e) 是 方程 (2.6.8) 的 解 。 它 的 对 数 微 商 记 为 
一 一 f(x,e),f zx, Ee) 在 z= —4a 点 有 固定 值 fla, s) . 则 有 
37 _ 
ET pea]. Fy, dy (20015) 


因此 ,对 于 固定 的 <,f 是 。 的 单调 函数 , 当 z 二 a 时 ,3 > 0,7 是 
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e 的 单调 上 升 函数 ; 当 = > a 时 ,24 二 0,f 是 。 的 单调 下 降 函 数 . 
证 明 :给 定 x = < 点 波 函 数 儿 的 值 及 y 的 值 , 令 

plase) 一 名 RY la,e) 一 内 
则 由 于 边界 条 件 给 定 ,方程 ((2. 6. 8) 的 解 完全 决定 .现在 改变 e 但 
保持 边界 条 件 不 变 .J(z,e) 是 的 连续 函数 , 记 两 个 无 限 接近 的 值 


se 十 6e 所 对 应 的 两 个 无 限 接近 的 波 函 数 为 J,y 十 洲 , 在 区 间 
(a,6)， 由 (2. 6. 14) 式 得 


W (gy + 3 | = (2. 6. 16) 


又 因 


Wy y+ 一 仙人 十 3) 一 YH oY 
= Jey — yoy = Wy, oY) 


dinw 


了 = f(a,é) = const. 
z 


a 
y 


二 二 =a 


故 在 zx 二 a 点 有 


Wp 4 oD) = Wydpl ,=| 
y oy 


= f(a,e) (yy — gey) = 0 (2. 6. 17) 
另 一 方面 ,对 任何 二 值 , 均 有 
Wy ,y+ og) = Wy) = yoy — yy 
E ya | = Jf (2. 6. 18) 


=a 


将 (2. 6. 18) 式 代入 (2. 6. 16) 式 , 注 意 到 (2.6.17) 式 , 得 


一 wai| = Se| ydz 
T=6 a 
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换言之 , 即 
af 本 
a FE] Tar 
这 就 是 (2. 6. 15) 式 ,证 毕 。 
注意 ,在 上 述 证 明 中 ,只 要 求 U(z) 分 段 连续 , 且 有 下 界 , 与 势 
场 的 具体 形状 无 关 , 因 此 , 它 是 个 非常 普遍 的 定理 。 
(5) 能 量 本 征 函 数 的 渐 近 行为 。 
一 维 蕉 定 记 方 程 (2. 6. 8) 式 的 通 解 在 区 间 ( 一 co, 十 co) 的 渐 
近 行 为 依赖 于 x -> 士 ce 时 五 一 UGz) 的 符号 ,以 xz 一 十 co 为 例 。 
可 以 证 明 : 


当 E>U(x) ,Cx) SR Asin(kz 十 9) ,其 中 A,9 是 任 


意 常 数 ,y(z) 在 无 穷 远 处 的 渐 近 解 是 振荡 解 。 
当 E<U(x) 时 ,g(x) 有 一 个 x 习 吕 时 趋 于 零 的 特 解 , 形 式 为 


J(T) 一 一 ”exp( 一 Mzx), 其 中 MM 是 某 一 大 于 零 的 常数 ,而 所 有 其 
他 的 解 ,至 少 和 exp (Mz) 一 样 快 地 趋 于 无 穷 大 。 

上 面 的 结果 可 以 用 朗 斯 基 定 理 及 朗 斯 基 行 列 式 的 性 质子 以 证 
明 . 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 试 证 。 

问题 4 试 写 出 z+ 一 一 品 时 , 当 E>>U(z) 和 EU(z) 时 ， 
波 函 数 y(z) 的 渐 近 形式 。 

(6) 本 征 值 谱 的 性 质 。 

记 lim U(x) = 0, 且 为 确定 起 见 , 设 w+ < V- , 则 

(i) 当 五 > 时 ,在 区 间 ( 一 co, 十 co) 的 两 端 已 一 VCz) 便 
正 , 因 此 本 征 函 数 是 振荡 解 ,本 征 值 是 连续 谱 ,而 且 二 上 度 简 并 。 由 于 
在 x 一 土 吕 时 , 波 函 数 不 趋 于 零 , 因 此 这 是 非 束 缚 态 解 ,表示 散射 


太 


/An o 


Gi) 当 U-_>E 之 Uj; 时 ,在 x 一 一 品 处 ,E 一 Uz) 为 负 , 因 

此 在 这 个 渐 近 区 中 只 有 一 个 指数 衰减 的 解 保 持 有 界 。 在 另 一 个 渐 

近 区 中 ,在 z 一 十 ce 处 ,E 一 U(xz) 为 正 , 它 的 解 是 个 无 限 振 落 的 
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解 。 在 这 种 情况 下 的 本 征 值 谱 是 连续 的 , 且 无 简 并 。 相 应 的 解 也 是 
非 束缚 态 解 。 

Giii) 当 巨 过 U, 时 ,本 征 值 谱 分 立 , 是 束缚 态 解 .这 时 的 解 无 
简 并 。 

利用 朗 斯 基 式 可 以 对 上 述 结果 作 一 说 明 。 由 于 EE 一 U(xz) 在 
两 渐 近 区 均 为 负 , 知 存在 束缚 态 , 它 必 然 是 个 指数 衰减 的 解 且 在 
正 、 负 无 穷 远 处 为 零 。 但 它 只 对 分 立 的 五 值 存在 .事实 上 , 若 令 力 
为 在 Xx 一 一 co 时 为 零 的 解 ,yy 为 XT 一 十 co 时 为 零 的 解 . 广 和 了; 
分 别 是 它们 在 z 轴 某 一 有 限 点 处 的 对 数 微 商 , 则 当 且 仅 当 在 zx 轴 
某 一 点 处 多 -= 二 4 且 f-= fi 时 ,相应 的 E 才 是 本 征 值 ,利用 波 函 
数 的 对 数 微 商 随 能 量 本 征 值 变 化 的 定理 ,对 于 固定 的 zx, 若 取 
a 二 十 ,f+ 是 个 单调 上 升 函数 ; 同 理 ,车 取 a = 二 一 o,f_ 是 个 单 
调 下 降 的 函数 ,因此 这 两 个 函数 相等 时 给 出 的 瓦 值 必 然 是 分 立 的 ， 
且 必 无 简 并 。 

(7) 束缚 态 的 节点 数 。 

基态 无 节点 .可 以 证 明 , 若 按 能 量 递增 的 方式 排列 束缚 态 , 每 
提高 一 个 ,多 一 个 节点 。 即 第 一 个 激发 态 有 一 个 节点 ,第 个 激发 
态 有 ? 个 节点 , 余 类 推 。 

现在 说 明 上 述 结论 . 取 相 邻 的 两 个 本 征 函 数 峰 和 y 为 实数 ， 
相应 的 能 量 e > se ,并 取 内 两 个 顺 着 次 序 的 零点 a 和 8 为 积分 限 ， 
则 由 (2. 6. 14) 式 得 


6 b 
pip 【二 《ez 一 | 力 %2dz (2. 6. 19) 
| a a 


在 区 间 (a,5) 中 ,yp 同 号 ,不 失 普 遍 性 , 取 为 y 二 0, 因 为 a,6 分别 

是 内 的 零点 , 故 必 有 加 ' (a) >> 0,g1'(6) 二 0, 因而 ys 在 区 间 (a,6) 

中 肯定 变 号 ,如 若 不 然 , 则 方程 (2. 6. 19) 式 右 端 必然 与 6 同 号 ,但 

左 端 必 与 反 号 ,从 而 矛盾 。 故 J 在 (a,6) 中 至 少 必 有 一 个 零点 。 

设 轴 有 7 个 节点 , 则 这 些 节点 必然 将 (一 ceo, 十 cc) 区 间 分 为 

Ga 十 1) 个 分 区 间 。 在 每 一 个 分 区 间 ,多 至 少 有 一 个 零点 。 因 此 y 
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至 少 有 mm 十 1 个 零点 。 
利用 波 函 数 对 数 微 商 随 能 量变 化 的 定理 ,可 以 进一步 依次 证 
明 ,基态 无 节点 ,第 二 个 本 征 函 数 即 第 一 激发 态 有 一 个 节点 ，…… 
第 n 个 本 征 函 数 有 (Cn 一 1) 个 节点 作为 练习 ,请 读者 目 己 证 明 。 
(8) 若 势 场 VCz) 具有 偶 对 称 性 


U(x) 一 过 (一 工 ) (2, 6. 20) 


则 束缚 态 本 征 函数 y(x) 可 具有 确定 的 宇 称 。 
证 明 : 当 z 一 一 z 时 ,由 于 U(z) 一 U( 一 xz), 故 太 不 变 .车 
%(z) 是 五 相应 于 能 量 本 征 值 E 的 本 征 函 数 
Hy(x) = Eyg(z) 
则 Hy(— x) = Egy(— z) 


仍然 保持 正确 , 因此 偶 函 数 VCz) 十 Jy( 一 x) 和 奇 函 数 Jy(z) 
一 y( 一 xz) 也 是 相应 于 同一 个 本 征 值 的 本 征 函 数 ,而 且 y(z) 
十 (一 z) 及 yl(z) 一 J( 一 z) 两 个 函数 不 可 能 同时 为 零 。 

对 于 束缚 态 ,本 征 值 五 不 简 并 .%(Gz) 只 能 是 Jy(x) 十 风 一 工 ) 
或 VCz) 一 y( 一 z) 中 不 全 为 零 ( 另 一 个 必然 全 为 零 ) 的 那 一 个 的 
倍数 .因此 能 谱 中 不 简 并 的 部 分 所 对 应 的 本 征 函 数 有 完全 确定 的 
宇 称 。 又 因 奇 函数 有 奇数 个 节点 , 偶 函 数 有 零 或 偶数 个 节点 。 而 基 
态 无 节点 ,本 征 函 数 总 是 偶 的 ,因此 若 将 本 征 函 数 按 能 量 本 征 值 递 
增 的 顺序 排列 , 则 它们 的 宇 称 必然 是 偶 奇 交替 的 。 

对 于 散射 态 ,一 维 连 续 谱 的 本 征 值 都 是 二 度 简 并 的 ,但 一 个 简 
并 本 征 值 的 本 征 函 数 , 总 可 以 写成 两 个 具有 完全 确定 的 宇 称 的 函 
数 的 线性 组 合 。 

(9) 当 U(z) 为 实数 时 ,一 维 醇 定 户 方 程 两 个 分 立 的 本 征 值 对 
应 的 本 征 函 数 正 交 ,经 归 一 化 后 ,有 


| pr CT z) dz 一 0 (2. 6. 21) 
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1 一 7 
05 一 | , (2. 6. 22) 


在 (2. 6. 14) 式 中 取 a 一 一 co,p 一 十 co ,对 于 分 立 谱 , 其 本 征 函 数 
在 无 穷 远 处 为 零 , 因 此 全 ( 几 , 力 )12- = 0, 又 因 e; 关 56, 得 


上 gpdr=0 (i#)) (2. 6. 23) 


注意 一 维 束缚 态 波 函数 必 可 取 为 实数 , 可取 y= WW ,代入 
(2. 6, 23) 式 后 即 得 (2. 6. 21) 式 。 


$2.7 一 维 可 解 势 


在 量子 力学 中 ,能 严格 求解 的 势 场 不 太 多 ,在 一 维 定 态 情况 
下 ,比较 重要 的 能 严格 求 出 束缚 态 能 级 和 波 函 数 的 势 场 , 除 上 面 介 
绍 的 一 维 9 函数 势 阱 ,一 维 方 势 阱 ,一 维 谐振 子 之 外 , 较 重 要 的 还 
有 : 

1. 线性 势 

粒子 在 均匀 电场 或 在 重力 场 中 运动 , 势 场 与 x 成 正比 ,例如 对 
引力 场 


VCz) = mgz C2 
相应 的 边界 条 件 是 
J(0)=0 
(0)=0 
引入 变换 
三 一 2 
各 2mE_ A 
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! 称 为 特征 长 度 , 相 应 的 苹 定 证 方程 是 


diy 
I y=0 (2.7.3) 


它 的 解 是 二 阶 的 贝 蹇 耳 函 数 。 满 足 边界 条 件 的 解 是 艾 里 (Airy) 函 


一 C4(E) (一 人 人 委 和 和 安 0) (2.7.4) 
相应 的 能 量 本 征 值 4 是 艾 里 函数 的 零点 ,由 


给 出 ( 见 表 2. 7. 1)。 
表 2.7.1 4.( 一 © 入) 一 0 的 零点 


当 n > 1, 相 应 的 能 量 本 征 值 可 由 下 式 给 定 : 


2 2 
6, — [| 2 | Gols 


2. 普 醉 耳 - 特 勒 (Pischl-Teller) 势 


sin2ax COs’ax 
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六 
Wl 


nm 


在 区 间 0 达 + 芝 元 处, 在 边界 条 件 ylx 一 0) 一 0 及 


4 一 去 |= 0 下 ,本 征 函数 为 


et el Se 0 ee ey We 六 ,sin?az 


(97. 
E, = 53VoK 十 和 十 2n)? (2. 7. 8) 
3. 周期 性 势 场 
对 周期 性 势 场 
V(r+na)=VCr) (2 一 0, 土 1, 士 2,…) 
它 的 波 函 数 和 能 谱 结 构 有 如 下 特点 : 
(a) 弗 洛 盖 (Floquet) 定理 
对 周期 性 势 场 下 的 能 量 本 征 函 数 ,总 存在 下 述 形式 的 解 
g(r 十 a) = 二 Wlz) (为 常数 ) 
或 VCz 十 nra) 一 MyVz) (2 一 0, 十 1, 十 2,…) (2.7.9) 
(b) 布 洛 赤 (Bloch) 定理 
在 周期 性 势 场 中 ,能 量 本 征 函 数 可 写成 
bz) = etG(Z) (2 70 
AC) 满足 
D(z a) = B(x) (2,.7.11) 


具有 周期 性 ,* 为 实数 ,在 
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一 三 < 之 二 
a a 


的 区间 中 取 值 . 波 函 数 (2. 7. 10) 的 y(z) 称 为 布 洛 赫 波 , 称 为 布 
洛 苏 波 数 。 

Cc) 能 带 结构 

周期 性 势 场 中 的 能 量 本 征 值 具 有 能 带 结构 , 若 CCz) 和 
U(x) 是 在 0 夺 z 全 a 范围 内 的 醉 定 证 方程 的 任意 两 个 线性 无 关 
解 , 则 决定 能 量 本 征 值 的 方程 是 
[UV (OU (a) + Ui(a)Us 0)] 一 [20 (a) + UCa)U1 (0)] 

201U, — UD") 
= coska (2.7. 12) 

由 于 |coska| 三 1, 只 有 满足 这 一 条 件 的 能 量 值 才 被 允许 。 这 种 能 
级 所 构成 的 能 带 称 为 导 带 .不 允许 的 范围 称 为 禁 带 。 


Ra 一 MT n=1,2,3,. 


是 禁 带 和 导 带 的 交界 。 
(d) 狄 拉克 梳 


十 co 
VCz) = Vo 2 G(zZ 十 ?za) 


可 以 证 明 ,决定 能 量 本 征 值 的 方程 是 


cos&ia 十 Ssinka = coska (2.7.13) 
式 中 
he? : 
五 一 42 一 mVo/n 
导 带 满足 的 条 件 是 


|cos[LAia — tg 1:0/k1)|1| 魏 
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由 (2.7.15) 式 解 出 ka, 则 能 谱 是 


E 一 (ao (2.7.15) 
4. 势 场 为 
UG)=V| | (x 0) 
引入 代 换 
Bcs 2s eey 


1 | Voa’ 
,一 | i + (2. 7, 16) 


后 ,可 以 证 明 , 函数 x(6) 满足 合流 超 比 方程 .从 而 可 解 得 本 征 函 数 


是 
| mV, 2 
Ce 2 a - ny 十 训 | 
(0 7 
下 是 合流 超 比 函数 .能 级 是 
‘2 /2V, 1 ,1| fgmVoa’ Bp 
Ee n+ 二 + 十 | 了 一 a 
(2.7. 18) 
. V 
这 个 能 谱 相当 于 圆 频率 为 w = 人/ 一, 零点 能 为 
2# /2Yo 1 ,1| /gmVoa? 8mV oa? 
b= ~/ 二 Be NE Ve | 
的 线性 谐振 子 能 谱 。 
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ss. 双 曲 函数 势 


一 2 1 V 
us, -+ | 
z 一 一 sh 二 ， Kk 一 V 一 mEa’ /2 


可 证 明 x(z) 满足 的 方程 为 超 比 方程 ,相应 的 解 是 


一 下 | 一 人 十 4， 一 4 一 “二 :| ， 
人 一 KK 一 7 (2 一 0,1,2,…) 


一 4 十 < 十 言 ,一 人 一 < 十 广 , 字 


9 


一 VzF 


(n= 0,1,2,.…) (2.7. 19) 


人 一 kK 一 二 一 刀 


2 
能 级 是 


2 
1 人 < CQ 1 | 


(n 一 0,1,， 2,…) (2.7. 20) 


6. 三 角 函 数 势 


Vx) = Voctg’ 二 (0 过 ra) 


引入 代 换 


—24 
p= sin Tz) 2M， | 
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ma’ XX 
2 一 pr E+ Vo),z= cos 7 


可 证 明 u(z) 满足 的 方程 是 超 比 方程 .从 而 解 得 波 函 数 是 


2 n n 1 2 XX vs 
S| a 7 24, 7 Fc0s =]， (n 为 奇数 ) 


x 


二 一 In 一 一 A > 2 1 
和 一 Csin 到 | cos TF| 2 24 十 2， 
2 汪 3 sz TT 
2 十 PR 2 (2 为 偶数 ) (2.7.21) 


能 级 是 
2 2 
a 


2ma? 


(2.7. 22) 


除 这 些 势 场 外 ,许多 间断 势 也 可 用 类 似 方法 求解 ,作为 练习 ， 
建议 读者 选择 上 述 部 分 势 场 求解 ,并 验证 上 述 各 式 的 正确 性 。 
例 1 求 决定 半壁 无 限 高 势 又 束缚 态 能 级 的 方程 式 。 

解 : 半壁 无 限 高 势 全 的 势 场 为 


co X=0 
re- 0 过 za (2. 7. 23) 
U, zxz>a 
讨论 五 < 情况。 显然 有 
Z 工 < 0: y=0 (2.7. 24) 
2mbE 
0~<zx<a: y= Asin(kr++6) k= 2 之 0 (2. 7. 25) 
I>a;: = Be *” &' 一 V2m(U, — E)/h:*>0 
(2.7. 26) 
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由 边界 条 件 %0) 二 0, 代入 (2.7.25) 式 得 6 二 0,y = 二 4sinkz ,在 
(2.7. 26) 式 中 我 们 已 用 了 z 一 十 ce 时 多 一 0 的 边界 条 件 。 再 由 
二 a 处 VW/Y 连续 ,得 


ctgka =— k'’/k<=<O 
或 改写 成 


2mU 


Sy C02) 


sinka = 十 ka/koa,， PR = 


(2.7. 27) 式 是 决定 能 级 的 方程 式 , 我 们 可 用 图 解法 求 出 相应 的 能 
级 。 

与 对 称 势 阱 不 同 ,半壁 无 限 深 势 阱 中 的 粒子 不 一 定 存 在 束缚 
态 。 至 少 存在 一 个 束缚 态 的 条 件 是 te = x/2 时 ,ka/koa 三 1, 即 koa 
> /2 或 写成 Voo 之 到 训 /8m 。 

例 2 设 粒子 在 半壁 无 限 高 ,半壁 谐振 子 势 


oo Z< 0 
U(x) 二 | ee (2. 7. 28) 


中 运动 , 求 该 粒子 的 能 谱 。 

解 :在 x 夺 0 区 ,由 于 U(xz) 一 0, 因此 y= 0, 这 意味 着 整个 波 
函数 yy 在 x = 0 处 过 零点 。 而 在 z>0 区 , 波 函 数 满足 谐振 子 的 微 
分 方程 .考虑 到 谐振 子 的 解 当 为 奇数 时 ,y, 是 奇 函数 ; 当 为 侦 
数 时 ,y, 是 偶 函 数 。 而 奇 函 数 必 过 零点 ,因此 可 见 ,粒子 的 能 谱 为 


万 ww 


十 计 1 一 2& 十 1 (n= 1,3,5,..) 
E, 一 一 
hal 24+ 卫 | 0 


(2. 7. 29) 


0 T=0 
J i mw 
Nyrie ?2° Hari(ar) ,a = 甩 (人 二 01，2，…) 


(2. 7. 30) 


$2.8 势 双 贯穿 


前 面 讨论 了 束缚 态 。 现 在 开始 讨论 散射 态 。 首 先 讨 论 一 维 空间 
中 的 势 又 贯穿 问题 .以 方 势 刍 为 例 , 设 势 场 为 


| (2. 8. 1) 
0 Zz<0,r>a 
(2. 8.1) 式 中 ,> 0。 在 经 典 力 学 中 , 若 粒子 能 量 互 > CU, 则 粒子 
可 越过 势 场 , 不 受 势 场 影响 ,完全 透射 。 若 粒子 能 量 下 二 U6, 则 粒 
子 完全 不 可 能 越过 势 场 ,被 全 部 反射 .但 量子 力学 的 情况 却 完全 不 
同 ,我 们 将 证 明 , 无 论 E>>U 还 是 玉 之 U0, 反 射 波 和 透射 波 都 会 同 
时 存在 。 
先 讨 论 五 > UV。 情况 .相应 于 各 区 的 薛 定 雇 方 程 是 


2 
9 十 By 一 0， ki 一 2 (< 0,Z 二 0) 
2 as 
(2. 8. 2) 
在 各 个 不 同 区 域 的 解 是 

内 一 4e 十 4e ™ (zr<0) 
p= Bes Be hr (0<zr<a) (2. 8. 3) 
A = 一 Ce (zx p> a) 


其 中 4e 一 和 4e “是 在 zx 二 0 区 中 的 入 射 波 和 反射 波 ,Be** 和 
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B'e “x* 是 在 0 二 x 一 a 区 中 的 右 行 和 左 行 的 波 ,Ce** 是 在 x 二 a 
区 的 透射 波 .由 于 在 之 4 区 中 无 反射 ,因此 不 出 现 C'e 和 项 。 利 
用 在 zz 一 0 和 z=< 处 波 函 数 连 续 和 波 函 数 微 商 连 续 条 件 ,得 
A 十 4 = 二 B+B' 
kA— kA’ = kB — kB 
| (2. 8. 4) 
Be'™t2* 十 B!'e ~*2e Ce 
k,Bewr A k,B'e™ ze° = Chkie™* 
(2. 8. 4) 式 中 有 四 个 方程 式 , 但 有 五 个 未 知 数 4,4' ,B,B',C, 因 此 
利用 简单 的 代数 运算 ,总 可 将 4',B,B',C 表示 为 4 的 函数 ,于 是 
得 
4kkse 1 


Em eR hem A (2.8.5) 


2i(k? 一 ki)sinksa 


A 
(Ck, Cs k, )2eikz4 到 《有 十 ks):e 2° 


A (2. 8. 6) 


利用 几率 流 公式 (2. 3. 17) 式 , 可 算出 相应 于 入 射 波 如 一 he 
的 入 射 几率 流 密度 Ji 为 


pe [ye 一 “ 肝 |= | A (2.8.7) 
相应 于 透射 波 如 = Ce 和 的 透射 几率 流 密 度 .Jp 是 


万 人 


1C (2. 8. 8) 
相应 于 反射 波 Yr = A4'e “7 的 反射 几率 流 密度 是 
JR = 4 (2.8.9) 


定义 条 射 系数 或 称 叶 穿 条 数 为 
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ER an ap 一 瑟 Ti Tar 二 二 


三 下 到 | 二 民 = 4 
天 | |Al: ~ OC — 2sinka 十 4k 
(2. 8. 10) 
反射 系数 为 
pe /A (k? 一 ks2)sin’ksa 
J,| JA|l: ~ (7 — ka):sinika + 4 有 大 
(2. 8. 11) 


(2. 8. 10) 及 (2. 8. 11) 式 表明 ,即使 二 UV, 在 量子 情况 下 ,也 不 是 
所 有 粒子 均 能 通过 势 驴 的 (图 2. 8. 1) 。 能 贯穿 势 又 的 只 是 入 射 粒 
子 流 中 的 一 部 分 ,只 有 百分比 为 DD 的 粒子 可 贯穿 势 合 ,而 有 百 分 
比 为 R 的 粒子 被 势 又 反射 .而 由 (2. 8. 10) 及 (2. 8. 11) 式 可 证 实 


D+R=1 (2. 8. 12) 


U(xz) 
入 射 波 十 反射 波 LJ 


图 2.8.1 势 垒 贯穿 
再 讨论 二 UV 情况。 由 (2. 8. 2) 式 可 见 , 这 时 必 是 虚数 。 令 


| b= (2. 8. 13) 


重复 上 述 计 算 后 可 以 证 明 , 这 时 有 


4kik3 


二 (k? 十 k3)’shiksa 十 4R3R3 


(2. 8. 14) 
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加 (k? 十 k3)?sh’ksa 
~ (Ck? + ki)shiksa + 4k2k? 
因此 , 当 户 二 U6 时 ,也 是 既 有 有 反射 波 , 又 有 透射 波 。 

对 于 低能 粒子 入 射 的 情况 ,由 于 五 较 小 ,因此 较 大 , 设 可 取 
为 ba 污 1, 由 (2. 8.14) 式 , 注 意 到 


R =1]—D (2.8.15) 


£0 a @— tae 


2 | 


2K3a 


| ~ 对 
4 


2 a 
D oc er-2kaa 一 -2 VmUo-E)'e 一 Be Vm(Uo— Eydr 
(2. 8. 16) 


势 驴 越 高 ,D。 越 大 ,D 越 小 ; 势 伴 越 宽 ,a 越 大 ,DD 也 越 小 ,因此 势 全 
越 高 , 越 宽 , 越 难 穿 透 。 若 Lo ooo,ks 一 co 万 一 0, 在 非 相 对 论 量 
子 力学 中 ,粒子 不 可 能 穿 透 无 限 高 的 势 驹 。 

对 于 透射 波 , 由 于 go 在 x 一 oo 时 不 为 零 , 它 的 归 一 化 要 另外 
讨论 。 

如 果 我 们 讨论 的 不 是 方 势 急 ,而 是 方 势 阱 的 贯穿 。. 则 显然 ,只 
要 将 上 面 的 结果 作 代 换 Ce 一 一 Vo, 即 将 


E 
ks -> Ac = (2. 8. 17) 


仍然 可 由 (2. 8. 10) 式 给 出 方 势 阱 的 透射 系数 。 

现在 讨论 在 何 种 情况 下 D = 1, 粒子 完全 透射 ,显然 , 震 
Uo = 0,k = Ek,R=0,D= 1, 但 这 只 是 个 平庸 的 情况 ,相当 于 料 
子 完全 不 受 势 场 散射 。 除 此 之 外 ,车 


KsQ = nr, (n= 1 ,2,.) (2. 8. 18) 
D 也 等 于 1。 这 时 的 透射 称 为 共振 透射 ,相应 的 共振 能 量 


Sung 2 
RE : (2. 8. 19) 


2ma: 
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问题 1 者 定义 共振 宽度 为 刀 从 1 降 到 1/2 时 ,所 对 应 共振 能 
级 的 宽度 你。 试 证 明 当 能 量 五 增加 时 ,AE 增加 。 

问题 2 ” 设 粒 子 连续 穿 过 两 个 高 度 均 为 Fo。, 宽 度 均 为 4 的 方 

例 1 求 9$ 势 侄 的 贯穿 系数 。 

解 :对 9 势 垒 , 势 场 为 


U(x) 一 VCz) (U,> 0) (2. 8. 20) 
杖 定 证 方程 是 
he dy 
a [E— U(r)]y (2. 8.21) 


对 上 述 方程 两 边 作 积分 lim | dz, 得 


2 
Ly (0+) — yy (0-)] = U0) (2. 8. 22) 
令 
es 十 A'e-** < 0 2mE 
一 k = » 2 
pr) | r+>0, A? (2. 8. 23) 


代入 (2. 8. 22) 式 得 
ik hh? a 
Bm (C= tA NU (2. 8. 24) 
由 在 xz = 二 0 处 yy 的 连续 条 件 又 可 得 
l1+A'=C (2. 8.25) 
联 立 (2. 8. 24) 式 和 (2. 8. 25) 式 ,消去 4' ,得 
1 


| 


= 
| 生起 


(2. 8.26) 
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er ee 


透射 系数 是 


2 2 2 
D= cp 人 + 有 =/ 十 2 (2. 8. 27) 


§ 2.9 “三维 薛 定 刘 方 程 的 普遍 性 质 , 朗 道 险 落 


从 本 节 起 ,我 们 将 转 往 讨论 三 维 定 态 薛 定 兽 方程 . 先 讨论 三 维 
定 态 莅 定 记 方 程 的 共性 ,然后 再 具体 求解 库仑 势 下 醉 定 证 方程 的 
本 征 值 和 本 征 函 数 ,讨论 氨 原 子 的 各 种 性 质 和 各 种 三 维 球 对 称 可 
解 势 。 

可 以 证 明 , 三 维 定 态 薛 定 谓 方程 具有 如 下 性质 : 

(1) 者 势 场 VCr) 处 处 有 界 , 则 波 函 数 少 在 全 空间 处 处 有 界 。 

(2) 知 势 场 VCr) 有 极 小 值 U0, 则 体系 的 平均 能 量 4E〉 必 大 
于 势 场 U(r) 的 极 小 值 Cu。 的 确 , 由 


‘E) = (T) + (U) 
而 平均 动能 4T》 > 0, 平 均 势能 (0》 > Us, 因此 必 有 有 
(五 》 Unmin (2. 9, 1) 
(3) 能 量 算 符 的 本 征 值 E, 必 大 于 Uw 
在 能 量 本 征 态 中 的 平均 能 量 就 是 相应 于 该 本 征 态 的 能 量 本 征 值 ， 
(8) = |g.° Hydr = E,|y,* Ydr = E, 


用 (2. 9. 1) 式 , 得 
E, > Uia (2. 9. 2) 


注意 上 式 对 任何 一 个 能 量 本 征 值 均 成 立 。 
(4) 若 在 无 穷 远 处 势 场 为 零 , 则 能 量 本 征 值 小 于 零 的 能 谱 (E 
< 0) 必然 是 分 立 谱 , 对 应 的 本 征 态 必 为 束缚 态 。 
这 是 因为 车 在 无 穷 远 处 势 场 为 零 ,粒子 在 无 穷 远 处 的 行为 必 
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然 与 自由 粒子 相同 ,而 自由 粒子 的 能 量 E 0 故而 E 二 0 的 粒子 
不 可 能 到 达 无 穷 远 处 ,只 能 处 在 束缚 态 , 给 出 分 立 谱 。 

(5) 朗 道 坠落 (Landau fall) 。 

先 从 物理 上 作 一 些 定性 的 讨论 .假定 讨论 的 势 场 具 有 球 对 称 
性 , 且 U(r) 二 一 ar “(a 之 0),s 是 个 数 , 势 场 是 吸引 势 , 则 体系 的 哈 
密 顿 量 是 


2 
HT+U= 太 一 名 (2. 9. 3) 


按 不 确定 性 原理 ,定性 地 ,动能 项 必 和 吉 成 正比 ,可 将 (2. 9. 3) 式 
改写 成 


(2. 9. 4) 


其 中 C,a 均 大 于 零 。(2. 9.4) 式 右 端 第 一 项 表示 排斥 力 , 动 能 项 相 
当 于 正比 于 xr ?的 排斥 势 . 第 二 项 表示 吸引 力 . 若 ;二 2, 则 当 r 一 0 
时 ,第 一 项 斥 力 为 主 , 第 二 项 相对 于 第 一 项 可 以 略 去 ; 当 ~->co 时 ， 
第 二 项 吸引 力 为 主 , 第 一 项 相应 于 第 二 项 可 以 略 去 or 一 0 的 排斥 
力 防 止 体系 二 缩 成 一 点 ,r 一 ce 的 吸引 力 防 止 体 系 碎 裂 飞散 ,使 得 
体系 有 可 能 形成 束缚 态 。 比 如 对 库仑 场 ,s = 1, 所 原子 中 的 电子 在 
核 库仑 场 中 可 以 形成 稳定 的 束缚 态 .量子 力学 就 从 最 根本 的 物理 
图 象 中 解释 了 和 氢 原 子 的 稳定 性 ,克服 了 玻 尔 理论 中 硬性 靠 手 摆 上 
去 的 方法 规定 原子 处 于 定 态 的 不 足 。 

有 反之, 若 : 这 2, 则 当 r 一 0 时 ,第 二 项 吸引 力 为 主 ;r 一 oo 时 ， 
第 一 项 排斥 力 为 主 ,于 是 体系 不 可 能 出 现 稳定 的 束缚 态 . 特 别 因 为 
当 r 一 0 时 , (及) 习 一 00, 这 表示 在 这 种 情况 下 ,体系 是 不 稳定 的 ， 
它 的 最 低能 级 是 负 无 穷 大 , 按 最 小 作用 量 原 理 , 体 系 达 到 稳定 平衡 
时 ,其 能 量 最 小 .如 果 没 有 其 他 限制 ,粒子 必然 处 在 最 低能 级 。 但 现 


* 在 本 书 第 三 章 中 将 会 对 不 确定 性 原理 作 严 格 的 阑 述 。 
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在 的 最 低能 级 是 负 无 穷 ,因此 粒子 必然 在 这 个 下 限 为 负 无 穷 的 “能 
谱 ” 中 不 断 “ 坠 落 ”, 并 在 这 个 坠落 过 程 中 不 断 放 出 能 量 . 这 当然 是 
不 可 能 和 不 合理 的 .这 时 的 实际 情况 是 :和 体系 动能 部 分 相应 的 斥 
力 不 能 抵抗 吸引 力 , 从 而 使 体系 发 生 “ 坪 缩 ”。 

当 s = 2 时, 是否 发 生 朗 道 附 落 显 然 取 决 于 (2. 9. 4) 式 右 端 两 
项 前 面 的 系数 . 朗 道 对 此 作 了 严格 的 证 明 .。 为 说 明 *= 2 的 情况 , 先 
对 球 对 称 势 场 下 的 定 态 苹 定 词 方程 在 球 坐 标 下 分 离 变 量 . 设 势 场 
U 二 U(r), 与 角度 09,9 无 关 。 球 坐标 下 的 定 态 酚 定 证 方程 是 


h? Fal ,9 ee 1 97 
pe : 于 | sin 36 sing 元 | 十 sin26 7 


+ UY = Ey (2. 9. 5) 

分 离 变 量 , 记 : 
p09) = RYOO,P) = RCOOBY) (2.9.6) 

将 (2. 9. 6) 式 代 入 (2.9.5) 式 , 得 


a | [0 四 二 | = 
1 d d@ y 
oesin0 0) + | omple=0 (2.9.8) 
d’® 
a 0 0 (2. 9. 9) 


(2. 9. 9) 式 的 解 很 容易 求 得 .由 于 波 函 数 的 单 值 性 ,98 方向 波 
函数 的 边界 条 件 是 


Bg) = Bp 2n) (2. 9. 10) 
满足 边界 条 件 (2. 9. 10) 式 的 方程 (2. 9. 9) 式 的 解 是 


] . 
D,, = e"7 (2 一 0 十 1, 土 2 ) (2.9.11) 
A DT 
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时 人 
其 中 因子 - 坊 = 是 由 9 方向 的 归 一 化 条 件 


| .mady 一 1 (2. 9. 12) 
z 


给 出 , 式 中 772 一 Va 
现在 求解 8 方向 的 方程 (2. 9. 8) .引入 代 换 , 令 


C= cosb (2, 9. 13) 


相应 地 8(9) 一 P() ,9 的 变化 范围 是 (0,7) ,6 的 相应 的 变化 范围 


Ly | 
(2. 9. 14) 是 连带 惑 让 德 方 程 (Associated Lagendre Equation), 方 
程 在 4 王 士 1 处 有 两 个 正则 奇异 点 .为 方便 起 见 ,分 两 种 情况 讨论 : 
(G) 7 一 0 
这 时 相应 的 方程 


P=0 (2.9.14) 


旬 [4 一 守 ]+ P=0 (2. 9. 15) 
称 为 勒 让 德 方程 ,在 $= 二 0 的 邻 域 ,对 PC) 作 泰 勒 展开 ,得 
PO = Yow (2. 9. 16) 


将 (2. 9. 16) 式 代 入 (2.9.15) 式 后 ,得 出 CG; 的 递 推 关系 为 


A Bs 


人 


当 &-~> co 时 ,CC > Lk/k 二 2~1 一 之 , 当 & 为 偶数 时 ,可 以 证 


明 ,这 时 无 穷 级 数 (2. 9. 16) 式 与 ln(1 一 x?) 的 渐 近 行为 相同 ,因此 
当 一 十 1 时 ,级 数 发 散 ,不 满足 波 函 数 的 有 界 条 件 . 当 为 奇数 
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时 , 亦 可 作 类 似 的 证 明 。 因 而 为 保持 P(L) 有 办 ,应 当 取 
4 一 (十 1),((==0,1，2,…) (2. 9,17) 


以 使 (2. 9. 16) 式 中 奇 次 医 和 偶 次 车 两 个 无 穷 级 数 中 的 一 个 中 断 
为 多 项 式 。 通 常 可 选择 最 高 次 医 的 系数 Ci 为 


2 
C= ZT (2. 9. 18) 
来 定 其 他 各 项 的 系数 ,这 样 给 出 的 多 项 式 称 为 / 阶 勒 让 德 多 项 式 。 
它 可 以 表示 为 
_ (2! 一 27)1 a 
PW = 之 2710 7)1C 一 7 


7 了 一 站 


1/2, 当 /为 偶数 时 ， 
( 一 1)/2, 当 /为 奇数 时 ， 


勒 让 德 多 项 式 具 有 下 述 性 质 ， 
(a) 它 可 以 通过 微 商 表示 为 


(2. 9.19) 


/2 = 


_1d,, 
已) = 2 de — 11) (2. 9. 20) 
(b) 它 的 母 函 数 是 [1 一 2 如 十 二 3, 即 有 
[1 2 PO (2. 9. 21) 
7 一 0 


Cc) 它 满足 归 一 化 条 件 


+1 2 
| PP dt = Fie (2. 9. 22) 
0 ZL 天 7 
On | . 
1 ZL 一/ 


(d) 存在 下 述 递 推 关系 
〈《《 十 DP Re (2l 十 1)¢P, 十 LPi 4 = 0 
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cpr — P， = P| Pp! = 


dé 
Po 一 XP 十 《Z 十 DP, (2., 9. 23) 
己 一 己 = (2 DP 


( 吕 一 1D)P 一 8P 一 1P 
(2 + DE — DP 一 1 二 1)CP 一 Pi) 
Ce) 已 (5) 具有 如 下 对 称 性 
已 (一 多 = (— 1)P(0) (2. 9. 24) 
亦 即 它 的 宇 称 是 (一 1)'。 
人) 最 低 的 几 个 勒 让 德 多 项 式 可 表示 如 下 : 


ND I dd ed ed 二 (3 省 
(2. 9. 25 ) 
P 忆 (5) = Ct 二 


(ii) m 取 任 意 整 数值 情况 
分 析 (2. 9. 14) 式 在 奇 点 $ 一 士 1 的 渐 近 行为 后 可 知 , 须 引入 
代 换 


P() = (1 一 名) 汪 o(5) (2. 9. 26) 
则 (5 的 方程 是 


(= 2m| + Dt 最 + (4 一 |m|— mv=0 
(2. 9. 27) 
对 (5) 作 级 数 展开 
v(¢) = yo (2. 9. 28) 
其 系数 的 递 推 关 系 是 
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_ 2 一 1) 十 2 十 1)7 一 4 十 | | tm 
i 十 2)@y 十 1) 


(2. 9.29) . 


用 同样 的 方法 论证 ,为 得 到 了 P() 为 有 限 的 解 , 无 穷 级 数 (2. 9. 28) 
式 需 中 断 为 多 项 式 , 取 ”= & 项 为 多 项 式 的 最 高 次 笑 项 , 令 


kk 一 1 十 2Cm| 十 Dk 一 A 十 |m| 十 m= 二 0 (2.9.30) 
即 


4 一 (十 | 关 | DG 十 | 和 | 十 1 三 4 十 1) == 0,1,2,*…) 
(2. 9. 31 ) 


i 二 上 k 十 |Im| ”(% = 0, 正 整 数 ) (2. 9. 32) 

(2. 9. 31、32) 式 表 明 ,m 的 取 值 为 
m 二 0, 土 1,…, 土 / (2. 9. 33) 
对 比方 程 (2. 9. 27) 及 (C2. 9. 15) 式 后 不 难 发 现 ,U (6) 所 满足 的 方 


各 就 是 -> 所 满足 的 方程, 因此 连带 勒 让 德 方程 的 解 是 


dml 
déi™| 


Pi ”1 (5) 称 为 连带 勒 让 德 多 项 式 。 它 满足 归 一 化 条 件 


Pmt(€) 一 (1 一 名) 


三 (5) (2. 9. 34) 


1 
Jrerreow- 疆 抽 计 下 


(2. 9. 35) 


! 称 为 角 动量 量子 数 ,或 简称 角 量 子 数 , 它 的 取 值 是 / > 0,1,2,."; 
m 称 为 磁 量 子 数 , 它 的 取 值 为 m = 二 0, 士 1],…， 士 !。 
综合 上 述 , 球 对 称 场 中 薛 定 谓 方 程 角度 部 分 的 解 是 


7，(g,DD 一 No Piml(cosg)einy (2. 9. 36) 


No 是 归 一 系数 ,满足 
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/GC— lm|)!(27++ 1) 
Ym (9,9) 称 为 球 谐 函数 , 它 满足 归 一 化 条 件 


2x L 
| | Yi (0,DY, (gpsingdgdup = 1 (2. 9. 38) 


一 般 称 / 3 0 的 态 为 * 态 ,一 二 1 的 态 为 p 态 ,! 一 2 的 态 为 a 态 念 上 一 3 
的 态 为 了 态 ,等 等 .最 低 几 个 球 谐 函 数 的 值 是 


Yo = 本 Y= /15 sinie-” 

Yi 3 sinbe" Y,s = 二 /25sinsber 

人 二 cosb 二 二 V 5 sin?OcosOe'? 

Yi = sinbe 多 全 亏 /22sinocscoss 一 1 )e9 


NS 

tm 

| 
S| 


357sin ge 了 | Dcos’0 = Fcos0 


bcosber 一 工 /2 20 一 1)er- 
二 SinOcosOe Ys 了 村 sinb(5cos 0 一 1)e ™™” 


Yo — A/ (3cos0 一 1) 7 = 3/ 区 5sin?bcosbe -mm 


_ /15.. < 1 
Yi arsinbcosAe Y,_ ,= sin’be 39 
(2. 9. 39) 


最 后 讨论 色 向 部 分 的 方程 (2.9.7) 式 , 取 UG) = 一 a/r?, 则 在 
r 一 0 的 原点 附近 , (2. 9.7) 式 可 近似 取 为 


人 一 
NN 


了 2 


| 


全 | 
| 
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2R .YR 


天 (2. 9. 40) 
天 r 
7 = Se 一 450 十 了 ) (2. 9. 41) 
取 尺 一 盖 ,代入 方程 (2. 9. 40) 式 ,得 :的 指标 方程 为 
s(s+1)+7=0 (2. 9. 42) 
它 具有 两 个 根 
A 
(2. 9. 43) 


为 进一步 研究 方程 (2. 9.40) 的 解 , 朗 道 引入 如 下 手续 :在 原 
点 附近 取 一 半径 为 7 的 小 区 域 ,将 (2.9. 40) 式 中 学 项 改写 为 写 ， 


然后 求解 .在 求 得 解 后 再 令 ro。 一 0 以 得 出 真正 的 结果 。 

先 假定 < 1/4, 由 (2. 9.43) 式 可 知 ,这 时 s1,s; 均 为 负 的 实 
数 , 且 s 之 9%。 当 ”之 六 ,但 -的 值 仍 然 比 较 小 时 ，(2. 9. 40) 式 的 通 
解 是 


R= Ar + Br’ (2. 9. 44) 
当 7 之 zo, 在 原点 保持 有 限 的 方程 
R"+ 人 至 + 人 一 0 (2, 9.45) 
的 解 是 
R— Cr, £ = VY/r (2. 9. 46) 


当 r = 二 ro, 波 函数 RR 及 R' 应 连续 。 从 而 (rR) 的 对 数 微 商 必定 连续 ， 
得 
4Gs 十 1)ro 十 BGs 十 1)roz 
wyectgw7y (2.9.47) 
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方程 (2. 9. 47) 式 右 端 与 ”。 无关, 因此 左 端 系数 B/4 必 满 足 
B/A = const « ro (2. 9. 48) 
现在 取 极 限 r。 一 0, 由 于 ss,, 因 此 B/A 一 0, 由 (2.9.44) 给 
出 这 时 的 解 是 
R= A/rl'l (2. 9. 49) 


再 讨论 ”> 1/4, 这 时 ss 和 s; 均 为 复数 
5 一 一 序 十 i en (2. 9. 50) 
重复 上 述 讨论 ,得 
B/A = const 。rii 人 -1 (2. 9.51) 


当 r。 一 0 时 ,由 于 B/4 无 确定 的 极限 值 ,因此 不 能 直接 取 极 限 , 但 
由 (2. 9. 44) 及 (2. 9. 51) 式 可 将 这 时 的 解 写成 


R 一 const « cos| 7 寺 og Cr /ro) 十 wh 


(2. 9. 52) 


当 m 一 0 时 ,这 是 个 振动 得 很 快 的 函数 ,有 无 穷 多 个 零点 。 于 是 ,一 
方面 ,表达 式 (2. 9. 52) 只 表示 粒子 能 量 过 为 有 限 值 时 的 波 函 数 ， 
男 一 方面 ,基态 波 函数 应 该 没有 零点 .因此 ,不 可 能 有 限 ,只 能 
产 一 5o。 由 于 在 分 立 谱 的 每 一 个 态 里 ,粒子 主要 出 现在 相应 于 EE 
0 的 空间 区 域 ,故而 在 现在 情况 下 , 当 上 一 一 时 ,粒子 只 能 出 
现在 原点 附近 无 穷 小 的 区 域内 , 亦 即 ,粒子 坠落 向 中 心 点 。 

根据 上 述 分 析 , 粒 子 是 否 出 现 “ 坠 落 ” 到 中 心 的 现象 的 临界 值 
是 ”= 1/4。 这 个 结果 应 对 任意 / 态 均 成 立 ,特别 对 / = 0 态 也 成 立 ， 
因此 得 临界 场 是 


LU =— hi /8mr’ (2. 9.53) 
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当 y > 1/4, 对 1= 0 态 ,a 之 名 ,IU| 之 ID。1, 吸 引力 比 临界 的 吸 
引力 强 ,粒子 发 生 “ 朗 道 附 落 ”, 这 时 不 存在 真正 的 物理 的 基态 ,或 


者 说 ,相应 的 基 术 能量 已 为 负 无 限 大 。 反 之, 当 7 < 1/4,a < 区 
I01 < Il 时 ,不 发 生 朗 道 坠落 。 


32.10 所 原 子 


氧 原子 包含 原子 核 及 核 外 电子 ,是 个 二 体 问 题 . 它 的 苹 定 请 方 
程 是 


2 A? 
ee ra)) [Vr re) = 
2 


2m 2m 


(2. 10. 1) 


其 中 Ur 一 rz|) 是 库 仓 势 . 对 二 体 问 题 , 一 般 说 来 ,在 质心 坐标 
系 处 理 比 较 方便 。 它 可 以 将 二 体 问 题 简 化 为 一 个 粒子 在 势 场 中 运 
动 的 单 体 问题 ,因为 质心 的 运动 相当 于 自由 粒子 的 运动 .引入 相对 
坐标 r 和 质心 坐标 R, 今 

r=r—r, 
es (2. 10. 2) 


R= 
mi 二 m2 


及 M = mi 十 ms 表示 体系 的 总 质量 ,m= 二 一 -表示 折合 质量 ， 


mm 
记 r 及 R 的 三 个 分 量 分 别 为 (x,y,z) 及 (X,Y,Z) ,直接 通 过 微 商 运 
算 可 证 明 


9 Xi aX 1 Ba Xl M 3x oz 
397 /mm 9 9 \/m: 9 3 
本 轩 阁 + 闫 儿 妖 丫 + 兖 
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mm’ 9 | 2m 9? a 
M’: 9 M dXar 97’ 


同 理 , 有 
9 ms gps 9 3 
dx M:3X? M 3Xar 9z 
得 
es 
二 vi= 从 十 前 | 有 +3955 + 929: 二 
lo My 2 2 Ch 各 3- 十 工 vs 
xj "2 1 M\I9dXdx ayray 9392Z3x 12 
上 两 式 相 加 后 得 
= 2 1 WY 2 2 2 
pe Te AA 上 本 Vv (2. 10. 3) 


将 (2. 10. 3) 式 代 入 (2. 10.1) 式 后 ,得 质心 坐标 系 中 的 蔷 定 记 方 程 
为 


| - 四 wa hn wa 十 UC ) Yr R) = EV(lr,R) 
MYR 7 g , 一 Lb, ， 
(2. 10. 4) 
今 
Wr,R) = PCR)OCr) (2. 10. 5) 
将 (2.10.5) 式 代 入 (2. 10.4) 式 后 ,分 离 R 及 r 变量 ,得 
2 
三 ZV APR) — E.R) (2. 10. 6) 
[= Le UG) lg) = Bo (2. 10. 7) 
二 .10. 


由 (2.10.6) 式 看 出 ,质心 运动 相当 于 质量 为 M 的 自由 粒子 的 运 
动 ,相应 的 能 量 为 E.; 相 对 坐标 部 分 的 运动 相当 于 一 个 质量 为 折 
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合 质量 m 的 粒子 ,在 势 场 U(r) 中 运动 .总 能 量 五 为 
E=E.+E (2. 10. 8) 


由 于 质心 运动 是 自由 粒子 运动 ,KR) 是 平面 波 ,方程 (2.10. 6) 式 
的 解 完 全 清楚 。 因 此 对 于 一 个 二 体 问题 ,关键 是 求解 相对 运动 的 方 
程 (2. 10.7) 式 .特别 对 毛 原 子 ,原子 核 的 质量 mw 远大 于 核 外 电子 
的 质量 m., 质心 的 位 置 就 在 核 上 ,从 而 有 M 一 mn,m 六 my 由 
(2. 10. 7) 式 可 见 , 核 内 电子 的 运动 和 电子 在 原子 序数 Z = 1 的 库 
仑 场 中 的 运动 完全 一 致 。 

现在 讨论 库仑 场 中 径 向 部 分 的 苹 定 请 方程. 取 势 场 为 吸引 库 
仑 势 


2 
U(r) 一 一 人 (2. 10. 9) 


r 


由 (2. 9. 7) 式 , 得 径 向 部 分 的 方程 为 


1 d dR 2m Ze’ 二 1) 
直面 | 十)+ at + 学) 一 | 


(2. 10. 10) 


在 (2. 10. 10) 式 中 ,折合 质量 m 在 数值 上 可 视 为 电子 质量 .引入 代 
换 


RG) 一 <0 (2.10.11) 
以 化 简 (2. 10. 11) 式 左 端的 微 商 项 ,xX(r) 所 满足 的 方程 是 
于 [加 | 十 | re = |x = 0 (2.10.12) 
对 于 和 氢 原子 ,2 = 1. 引 入 无 量 纲 变数 代 换 , 令 


r 


2 
P 二 字 '40 一 二 一 0.529 X10 ?cm, 称 为 第 一 玻 尔 半 径 


Wo 


E me e? 要 
一 2 瑟瑟。 一 2 -一 Za 一 13. 625eV ,表示 氢 原 子 电 离 电势 。 


(2. 10. 12) 式 变 为 


d2X L(C 十 1)1， 
dz 十 | 2 ee Ix 一 0 (2. 10. 13) 


当 p 一 oo 时 ,(2. 10. 13) 式 的 渐 近 形式 是 


a 十 26 一 0 (2. 10. 14) 


当 e 0 时 ,XxX 的 解 是 
X= Csin(V2ep) + Ccos(l v2ep) (2. 10. 15》 


(2. 10.15) 式 有 两 个 常数 C1,C;, 因 此 总 可 使 它 和 有 限 远 处 的 方程 
(2. 10.13) 式 的 解 光滑 连接 , 保证 波 函 数 连 续 和 波 函 数 微 商 连续 
这 两 个 方程 式 成 立 , 因 此 对 的 取 值 无 限制 ,这 表示 e > 0 的 一 切 
值 都 是 允许 的 值 ,构成 连续 谱 。 

当 e< 0 时 ,(2.10.14) 式 的 解 是 


X= Ce i 十 De 人 zi (2. 10. 16) 


向 由 于 波 函 数 有 界 ,p 一 ce 时 ,X 一 oo 的 解 应 去 掉 , 因而 应 取 
二 0。 于 是 解 X = Ce- “2 只 有 一 个 常数 C。 要 使 波 函 数 及 其 微 
We 10. 13) 式 的 解 在 有 限 远 处 光滑 连接 ,由 于 有 波 函 数 
连续 和 波 函 数 微 商 连 续 两 个 方程 .因此 需要 两 个 可 调 参数 。 但 现在 
的 解 X 中 只 有 一 个 可 调 参 数 C, 因 而 必须 对 e 加 以 限制 ,使 e 不 可 能 
连续 取 值 ,出 现 分 立 谱 。 
另 一 方面 , 当 2 一 0 时 ,(2.10. 13) 式 的 浙 近 形式 是 
dx iQU+1) 
dp’ pr 


令 = Pp',(2.10.17) 式 的 指标 方程 是 
5 一 1)o-2 一 CC 十 1)or2 一 0 (2. 10. 18) 


(2. 10. 18) 式 有 两 个 解 :s = 一 (及 一 /十 1。 但 对 * 王 一 /的 解 ,由 
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X 一 0 (2. 10. 17 ) 


于 X= 2 “ 当 2 一 0 时 发 散 ,应 舍 去 .只 存在 ”形式 的 解 . 综 合 上 
述 , 当 e 二 0 时 ,根据 “ 抓 两 头 , 带 中 间 ” 的 原则 , 作 代 换 


X= ptle™ ru(p) (2. 10. 19) 
B= v 一 2s (2. 10. 20) 
将 (2. 10. 19) 式 代 入 (2. 10. 13) 式 后 得 x(o) 的 微分 方程 式 是 
# 十 [20 十 1) 一 习 请 2 一 | C+D 一 方 | 本 = 
* 生 B 
(2. 10. 21) 


式 中 二 28o。(2.10.21) 是 合流 超 比 方程 .其 解 是 合流 超 比 函 数 
TO ye We 享 '7 二 2(L 十 1)。 同 样 可 证 明 为 得 出 
一 oo 时 收敛 的 解 ,必须 切断 合流 超 比 函数 使 它 变 成 多 项 式 。 即 

ww 一 下 (ay7,E) 


ala+ De aat+ Dat2) 鱼 
77 十 1) 2 77 二 17 十 2) 31 


aa 十 1)…(a 十 & 一 1) ws 二 
一 TT DO TR EE & 一 C0:é (2. 10. 22) 


递 推 关系 是 


一 1 十 了 6 十 


十 


42 十 & 一 1 
二 
当 E-~> ce 时 ,由 (2.10. 23) 式 取 有 一 oo 后 可 见 ,F(a,7,&) 在 无 
穷 远 处 的 渐 近 行为 与 e: = e** 相同。 代入 (2.10. 19) 式 后 , 当 $ 一 
co 即 o 一 co 时 ,X 将 发 散 。 为 求 得 收敛 的 解 , 须 将 下 Ca,y,) 切断 为 
多 项 式 。 取 


Ci 一 《2, 10. 23) 


& 一 1 一 & 一 一 (zz 一 0,1,2，…) (2. 10. 24) 


由 于 级 数 (2. 10. 20) 式 中 无 负 寡 ,Ce 中 的 取 值 最 小 为 1, 因 此 
的 取 值 为 0,1,2,… ,由 a 的 定义 ,得 
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i (2. 10. 25) 
今 

有 一 Mr 十 1 十 1 (n=1,2,…) (2.10.26) 
称 为 主 量子 数 , 其 取 值 范围 是 ”= 1,2,… ,于 是 有 


1 _ 名 


| 
wi 

| 

| 


(n = 1,2,3,..) 


(2. 10. 27) 


E 表示 氧 原子 的 束缚 态 能 级 ,基态 能 级 是 已 一 一 E。 一 一 站 
二 一 13. 625eV 。 由 (2.10. 26) 式 还 可 见 , 角 动量 量子 数 ! 的 取 值 是 
{= 0,1,2,°* ,nn 1 。 


氢 原 子 的 束缚 态 径 向 波 函数 是 


及 (YY 二 < = Ee-¥F(— n.,20 + De) 


归 一 化 后 ,得 
Rr) = Nae ‘2EF(— 1 十 ! 十 1 ，27 十 2,€) 
(2. 10. 28) 
式 中 
a 2 |_ 二 +D! 
Ma Cos2122(2 十 1)1AV Ca 一 2 一 1)1 0 
£=2pp= 和 (2. 10. 30) 
2 .10. 
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R,(r) 满足 的 归 一 化 条 件 是 
| IR) dr = 1 (2. 10. 31) 


最 低 的 几 个 Ru(r) 的 表示 式 如 下 : 


1 3/2 zy 
n=1, Ri(r) = 和 Se 
Uo 
[WA 372 QZ7; Br 
1 一 2， 下 20(0r) 一 | | Gl 2a0 
1 mm 3/2 Zr 
R, (7) 一 | -2 ee 族 (2. 10. 32) 
2a0 | a 3 
a 本 
GE da | 3 | 上 
0 
7r) 一 | -一 > —-@€ 3 
> | 27V3 81V3aoja 
pA 3/2 ] ( 拉 ) zr 
R = 2 eh au 
和 


对 氧 原子 ,可 在 上 式 中 取 Z = 1 而 得 出 相应 的 Rw(7)， 
问题 1 写 出 类 所 原子 (库仑 势 场 U(r) = 一 <) 的 能 级 
问题 2 ”验证 对 于 类 氨 原 子 , 径 向 波 函数 Ru(r) 在 n= 1,2,3 
时 确实 满足 (2. 10. 32) 式 。 


由 于 库仑 场 是 球 对 称 的 场 , 按 8 2.9 的 讨论 ,其 角度 部 分 的 波 
函数 为 球 谐 函数 Yum(0,P。 因 此 氢 原 子 的 波 函 数 是 


Gun F009) = Rr)Y,, (0,9) (2, 10. 33) 
现在 对 氨 原 子 的 物理 图 象 和 -- 些 主要 结果 作 一 些 讨论 : 
(1) 氢 原 子 的 束缚 态 能 级 满足 (2. 10. 27) 式 ,已 与 | 一 二 | 成 


正比, 因此 它 与 一 维 谐 振子 不 同 , 氢 原子 的 能 级 是 不 等 间距 的 ,能 
量 越 大 ,能 级 越 高 ,能 级 间距 越 小 ,能 级 越 密 。 另 外 ,对 于 库仑 场 , 能 
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级 上 ,只 与 主 量子 数 x 有 关 , 与 角 动 量 量子 数 /及 磁 量 子 数 m 无关， 
但 流沙 数 gm 与 a,l,m 三 个 量子 数 有 关 ,能 级 是 简 并 的 。 注 意 到 ”， 
/zt 的 取 值 是 

n= 二 1,2,3,. 

[=0,]1,2,…,n— 1 (2.10. 34) 

m= 二 0, 土 1,…, 土 / 


因此 简 并 上 度 是 
n—1 
= >)(20 十 1) = (2.10. 35) 
t=0 


《2) 利用 和 氢 原子 的 能 级 公式 可 解释 毛 原 子 光谱 ,并 给 出 里 德 
伯 常 数 . 电 子 由 能 级 E, 跃迁 到 E, 时 辐射 出 光 , 它 的 频率 为 


2xrh driln nt 


-= | | 


这 正 是 (1.3.8) 式 。 由 此 可 见 , 量 子 力学 比 玻 尔 理论 更 成 功 , 它 可 
以 直接 从 求解 氢 原 子 的 薛 定 兽 方程 给 出 氢 原 子 光 谱 , 而 无 须 依赖 
于 玻 尔 原子 论 中 的 各 种 假设 ,因此 ,整个 理论 显得 更 自然 和 更 严 
密 。 

(3) 径 癌 分 布 函数 。 

在 空间 一 点 (r,0,9) 附近 ,体积 元 dr = rzdrsingdbdgp 内 找到 处 
于 量子 态 pr 的 电子 的 几率 为 

wan rT 0,PDdr = [fm 0 02)|2r2drsin0dbdp 
对 0,9 积 分 后 ,得 出 电子 出 现在 半径 为 > 到 十 dr 中 的 几率 为 
waur)dr = [RCr) Nridr = |X,(r) ldr (2.10. 36) 


vw (7) 称 为 径 向 几率 分 布 画 数 。row 在 不 同 的 nl 值 时 对 r/ao 的 曲 

线 如 图 2. 10. 1 所 示 ,。. 图 中 ,曲线 上 的 数字 表示 ,/ 的 值 .由 图 可 见 ， 

?1 一 7 一 一 1 是 KR, 的 节点 数 。 例 如 ,Ra(r) ,或 者 说 Twa0 (7 ) 有 
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3 一 0 一 1 一 2 个 节点 。 


n, 


图 2.10.1 ww(7) 与 r 的 函数 关系 
由 图 中 我 们 还 看 到 , |x | 存在 极 值 .比方 对 s 态 来 说 ， 
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a d | Xo 2 
Ms 一 |Ralz2 一 入 e-em， 由 极 值 条 件 | 二 0 得 ro 


二 ao, 即 第 一 玻 尔 半径 a。 是 基态 电子 的 最 可 几 半 径 。 在 量子 力学 
中 ,不 存在 电子 在 某 一 根 轨道 中 运动 的 概念 ,电子 出 现在 空间 各 处 
的 几率 用 波 函 数 模 的 平方 表示 。 与 玻 尔 量子 论 不 同 , 电 子 可 以 出 现 
在 非 玻 尔 轨道 , 即 出 现在 r 关 a。 处 ,电子 在 空间 的 分 布 像 “ 电 子 
云 ”。 但 基态 电子 云 最 可 几 人 处 正好 在 玻 尔 半径 上 ,这 也 说 明了 为 什 
么 玻 尔 理论 能 解释 许多 原子 现象 ,因为 玻 尔 理论 实际 上 抓 住 了 一 
些 最 核心 的 东西 。 

(4) 角 分 布 函数 。 

电子 出 现在 角度 为 (9,9) 处 立体 角 d0 二 sinbdbdgy 的 几率 是 


win (0,P dN = | [RC7) |2ridr |Y,, 6,9) 12d0 
0 
二 |Y,, (0,9) |*d0 = Ni |BPi™ (cos0) | “qd 人 12 
《2. 10. 37) 


对 ss 电子 ,|Yo|? = 去 ,对 记 电子 ,/ 一 1, | Yo| 一 coszg， [Yi |? 
= 训 sin'0, 它 们 都 对 = 轴 旋 转 对 称 .d 电子 和 了 电子 的 角 分 布 函数 
也 可 由 (2. 9. 39) 式 求 得 .s,p,4d,f 电子 的 角 分 布 图 如 图 2. 10. 2 所 
示 。 由 图 可 见 , 除 * 电 子 , 如 roo(2,7 外 ,其 他 的 zwm 均 有 极 大 值 .但 
极 大 值 所 处 的 角度 位 置 与 1,m 所 取 的 值 有 关 。 

(5) 电流 分 布 和 磁 矩 。 

电流 密度 矢量 j 是 

j= fim’ go — fr VYnin") (2.10. 38) 
上 式 中 为 区 分 磁 量 子 数 m 和 电子 质量 ,我 们 记 电 子 质量 为 m.. 根 
据 8》2. 3 中 所 提出 的 关于 动量 算 符 的 惯例 ,在 直角 坐标 中 写 出 梯 
度 算 符 后 再 作 坐 标 变换 ,得 出 在 球 坐 标 中 的 梯度 算 符 是 
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3d m= 1 3d nm 


5d mm 5d ”= 3s m=0 
图 2. 10. 2 ” 转 力 场 波 函 数 的 角 分 布 当 ! = 0,1,2,3 时 的 图 象 
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可 ee 
y= er + ge 


其 中 eese 分 别 是 7,0,89 方 向 上 的 单位 矢量 ,。 由 于 R07)， 
Y,《0,9) 中 关于 6 部 分 的 函数 均 为 实 函 数 , 因 此 


ee 


9 
十 epg Fg (2.10. 39) 


sk /sk 
ief | 9 Prum _ 9 frim _ ehim 1 2 
7 Drm, rsing nr 99 Prim ap |) me Fn 
《2. 10. 40) 


取 ds 为 垂直 于 电流 方向 , 距 原点 为 > 处 的 面积 元 (图 2. 10. 3), 则 
通过 dS 圆周 的 电流 强度 是 


dl = jdS (2.10.41) 


2. 10.3 ”通过 小 面 元 ds 电流 强度 
相应 的 磁 算 是 
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en 
2m.c 


m 一 一 Masm 


Mz = |ar’sin’9jS =— 
C2. 10. 42) 


其 中 M， 三 了 二 5.788 X 10-sey 。T-1, 称 为 玻 尔 磁 子 。 


(2. 10. 42) 表明 , 氧 原子 的 磁 矩 是 量子 化 的 。 它 只 能 是 玻 尔 磁 子 
Ms 的 整数 倍 。 磁 和 矩 的 方向 沿 z 轴 。 它 与 轨道 角 动 量 忆 在 = 方向 的 分 
量 L. = m 扩 反 号 , 且 有 


M, ¢ 


(2. 10. 43) 


也 2m.c 


上 式 称 为 回 特 政 比 让 .车 取 57 为 单位 , 则 | 入 | =- 一 1. 对 于 
态 电子 ,由 于 /二 0, 因此 一 0, 无 微 箱 。 这 是 因为 对 于 态 电子 , 角 
分 布 函数 是 球 对 称 的 ,不 存在 一 个 特殊 的 = 方向 .从 而 也 不 存在 = 


方向 的 磁 矩 所 致 。 
32.11 三 维 可 解 势 


三 维 其 定 刘 方 程 可 严格 求解 的 中 心 球 对 称 势 场 不 太 多 , 除 氢 
原子 ,库仑 场 外 ,可 求解 的 重要 的 势 场 还 有 : 

1. 三 维 无 限 深 球 方 势 阱 

设 粒子 在 半径 为 a 的 球形 刚性 匣子 中 运动 , 势 场 为 


0 
UCr) -| CR (2.11.1) 


Co rr 之 a 


径 向 波 函 数 所 满足 的 边界 条 件 是 R(r)|1,-。 二 0, 引 入 变换 


Pp = kr, k= 


Yr 0 = RuYin(0,D, Ru = uP/V Po 
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可 证 明 x 所 满足 的 方程 是 (十 1/2) 阶 的 贝 塞 尔 (Bessel) 方程 ,R 
满足 边界 条 件 的 解 是 


Ru(r) 一 Cujilkr) (2. 11. 2) 


式 中 Cw 是 归 一 系数 ,ji(kr) 是 球 贝 塞 尔 函 数 ,满足 


(hr) = A 2h7 Td hr) (2. 11. 3) 


Js (hr) 是 /十 六 阶 贝 塞 尔 函 数 。 能 谱 , 或 者 说 的 值 由 条 件 
ji(ka)= 0 (2. 11. 4) 


决定 .将 jz) 的 根 依次 表示 为 Xn, 二 1,2,3,…, 则 能 谱 为 


2 
二 (n, 一 1, 2,3，……) 《2. 11. 5) 
r 27720 7 


Xn 的 数值 见 表 2. 11-1 o 
表 2.11-1 Xi 的 值 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


2， 有 限 深 球 方 势 阱 
势 场 为 
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0 r<a 


U(r) 一 - es 
可 以 证 明 , 相 应 的 径 向 部 分 的 波 函 数 是 


R(r) = Ajjilkr) r<a 
R(r) 一 一 Buhin (ik’'r) r > a 


(2. 11. 6) 


式 中 ,hm (ik'r) 是 碟 宗 量 iv 的 球 汉 交 尔 惠 数 ,h 一 A/ 2 ， 


i 2m(U, 二 E) 
NV hi . 
利用 在 > = a 处 波 函 数 对 数 微 商 连续 的 条 件 可 得 
hi vika) PA (ka) 
hddpa) “ Nka) 
(2. 11.7) 式 是 决定 能 谱 的 方程 式 ，。 
当 !/ 一 0 时 ,由 于 7o(Cpo) = bsinp, ho Cp) 一 一 er 
(2.11.7) 式 对 /= 二 0 的 s 态 态 变 为 
kctgka 一 一 妈 (2. 11. 8) 
(2. 11. 8) 式 与 一 维 方 势 阱 具有 奇 宇 称 的 态 所 满足 的 能 级 方程 相 
同 .因此 与 一 维 方 势 阱 总 有 束缚 态 的 结果 不 同 , 三 维 方 势 阱 可 能 没 
有 束缚 态 , 因 为 (2.11. 8) 式 可 能 无 解 . 它 不 像 一 维 方 势 阱 , 除 奇 宇 
称 的 态 所 满足 的 能 级 方程 外 ,还 有 偶 宇 称 的 态 所 满足 的 能 级 方程 ， 
而 后 者 无 论 U0,,a 取 何 值 总 有 和 解 , 由 (2.11.8) 式 可 人 网 ,三 维 有 限 深 
球 方 势 阱 至 少 有 一 个 束缚 态 的 条 件 是 Uoa? 之 五 二 . 若 势 阱 过 浅 和 
过 狭 ,不 满足 上 述 条 件 时 ,无 束缚 态 。 
3. 三 维 各 向 同性 谐振 子 
三 维 各 向 同性 谐振 子 的 势 场 是 


ik'a (2.11.7) 


U(r) = Smarr (2. 11. 9) 
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在 直角 坐标 系 中 ,三 维 各 向 同性 谐振 子 的 波 联 数 显 然 是 

PTsy2) = PTIV IV) 《2. 11. 10) 
其 中 %Cz), Gy) ,plz) 分 别 是 以 zyz 为 宗 量 的 一 维 谐振 子 波 函 
数 (2.5. 18) ,三 维 谐振 子 的 能 量 是 


EE 一 


i 十 坦 |#w 十 [十 去 | 天 we 十 [十 二 | 
(2.11.11) 


其 中 nN 72 73 的 取 值 分 别 为 0,1,2,*.…。 
现在 用 球 坐 标 讨论 上 述 问题 ,在 球 坐 标 中 ,引入 变换 


a [me 过 二 [2mE 
和 A hi? 


R(r) = re $nu(r) (2. 11. 12) 


C= ar, s = k/20° 
则 zw = x(5) 所 满足 的 方程 是 


t+ 上 + 这 -+ 用 + [3 -=0 


de 2 
(2. 11. 13) 
(2. 11. 13) 式 是 合流 超 比 方程 ,满足 边界 条 件 的 解 是 
办 = 及 Cr)Ym(O9) (2. 11. 14) 


径 向 波 函 数 Re。 是 


242-w (97 十 2n, 十 | 
V rnlL2 十 1)11]: 


(Come 一 nsl 十 Sr 


| 


(n,,l = 0,1,2,.…) 


(2.11. 15) 
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能 谱 是 
3 
E=|N+3)he (2.11.16) 
ey (2.11.17) 


Rlr) 满足 的 归 一 条 件 是 | [R。(r)]*r?dr 一 1, 最 低 的 几 个 径 向 
波 函数 是 


= “| 1 1 
MU 


1+3 
R, = ee (arye | 2/ 十 3 二 


(2.11.18) 


让 
R,, 2 | 
VT (2 十 5)11 


x (are -二 士 3)(21 十 5 


各 个 量子 数 的 取 值 是 


一 (2 十 5)a2z72 十 or] 


AN 一 0,1,2，,… 


0 2 和 CA 为 偶数 ) 


(一 AN 一 27, 一 | 
1,3,°… ,lV (CN 为 奇数 ) 


因此 简 并 度 是 


关注 (N+ DN + 2) 


与 一 维 谐振 子 情 况 相 同 ,各 个 能 级 的 间距 仍 为 万 w。 
4. 克拉 策 尔 (Kratzer) 势 
为 研究 双 原 子 分 子 的 转动 - 振动 谱 , 克 拉 策 尔 采 用 下 述 势 场 
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00 Ps) ne (2.11.19) 
r 2 7 
D 和 a 是 常数 . 取 径 向 波 函 数 R 一 关 人 2 ,引入 无 量 纲 代 换 
一 工 , 床 一 一 WE, 7 一 me D (2.11.20) 


可 通过 求解 径 向 薛 定 兽 方 程 证 实 , 对 于 能 量 巨 < 0 的 束缚 态 , 其 波 
函数 为 


rz2 


X= e-emF|2 = 


，24， 2pz| = Xe FF(— n,2A4,2Br) 


(2.11.21) 


1 2 1 2 :a 
F 是 合流 超 比 级 数 ,4 二 过 十 7 | 由 一 万 一 一 2 


20 一 0,1,2,… ,能 量 的 本 征 值 是 


A? 2 Es 
-Bt+ + + 
(2.11. 22) 
对 大 多 数 分 子 说 来 ,Y 六 1, (2. 11. 22) 式 可 按 十 展开 ,化 简 后 得 


E =— Ow + 十 雪 | 十 兹 (二 二 | 


3 有 7 Le 3 1 je 
- 味 +- 问 [+ 划 + 直 + 
(2.11. 23) 


式 中 8 = ma' 是 转动 惯量 ,w = / 20 表示 振动 频率 。(2. 11. 23) 


式 右 端 第 一 项 是 常数 项 ,第 二 项 表示 谐振 动能 ,n 是 振动 量子 数 ， 
第 三 项 与 转动 有 关 , 第 四 项 表示 非 简 谐振 动 对 能 量 的 修正 ,第 五 项 
表示 振动 和 转动 的 耦合 。 
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s、 莫 尔 斯 (Morse) 势 
为 描述 双 原 子 分 子 的 振动 , 莫 尔 斯 引入 势 场 


rr— To 


U(r) = D(e “2e “), x= (2. 11.24) 


对 /= 0 的 s 波 ,可 求 得 其 径 向 方程 的 严格 解 . 引 入 变换 


2ME’r, 2MD’r, 


PF 一 > 0,，7? 一 
y= fe ,有一 一 (2.11. 25) 


R,(r) = Yar? 


其 中 M 表示 两 原子 的 折合 质量 ,可 证 明 本 征 函 数 是 


Xo 一 一 4e-Y2ypep(ac C,y) (2. 11. 26) 
确定 能 量 本 征 值 的 方程 是 
Fla,C, yo) -一 0 (2.11. 27) 


其 中 
C= 2B/a+1, a=C/2—7Y/a, yo = te" (2.11.28) 
4 是 归 一 常数 ,对 于 7 关 0 的 态 , 需 计 及 转动 能 的 修正 。 
6， 胡 尔 森 (Hulthen) 势 
胡 尔 森 取 势 场 为 


e/a 


Cn 


(2. 11. 29. 
对 7 二 0 的 s 波 ,可 求 出 此 势 场 下 醇 定 油 方程 的 严格 解 。 
引入 变换 


工 一 7/a，o 一 一 ea! > 0， B* 和 Sg 二 0 
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ye ” RT X= yw(y) 


可 证 明 w(y) 所 满足 的 方程 是 合流 超 比 方程 ,满足 边界 条 件 的 解 是 


X 一 er2(1 一 e )F(2a+1++nl—n,2a 十 1,e™)， 
nn 二 ] ,2,3,*" (2. 11, 30) 


本 征 值 是 
a B? 一 2213 
床 志 | 于 (2. 11. 31) 
只 在 应 宇 1 时 , 才 存 在 束缚 态 解 。 
7. 指数 势 
取 势 场 为 


U(r)=~— Ae™"” (2. 11. 32) 


Sm _ Bmba 
2 


Rir) = 站 一 er C= WAa, p= >0 
则 基态 波 函 数 可 证 明 是 
R(r) = STCe") (2. 11. 33) 
为 使 + 一 0 时 波 函 数 RC(r) 有 限 , 应 有 


Ji(C)=0 
即 对 基态 ,C 应 是 贝 塞 尔 函数 的 第 一 个 根 ,由 此 可 给 出 基态 能 谱 。 


3 2.12 拜 定 语 方 程 的 经 典 极 限 


先 回顾 一 下 经 典 分 析 力 学 的 形式 。 若 体系 的 经 典 作 用 函数 为 
oo 一 | eeat, 则 一 个 质量 为 mm 的 粒子 ,在 势 场 U (r,t) 中 运动 ， 
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其 哈密 顿 - 雅 可 伸 方 程 是 

Du。 

ot 

这 个 公式 可 由 瞪 二 一 956o/91,p 二 VSo 得 出 。 
另外 ,经 典 力 学 的 连续 性 方程 是 


2 (VS) + UCr,t) (2. 12. 1) 
mL 


2 +divv=0 (2. 12. 2) 


由 于 v = p/m 二 一 VSo, 上 式 可 改写 为 


1 
m 


| i 2 
F (Vp* VS pV’S,) (2. 12. 3) 


注意 ,在 经 典 力学 中 ,连续 性 方程 和 哈密 顿 - 雅 可 斧 方程 是 两 个 彼 
此 相互 独立 的 方程 式 。 
现在 讨论 薛 定 语 方 程 的 经 典 过 渡 . 取 体系 的 波 函 数 为 


Ss 


y=e (2. 12. 4) 
代入 醉 定 请 方程 
a0 加 2 
后 ,得 
3aS _ 1 _ 记 
过 全 CVO) mS 十 过 (2.12,5) 


要 使 量子 情况 过 渡 到 经 典 情况 ,应 将 普 朗 克 常 数 户 取 为 零 。 因 此 可 
将 记 视 为 小 量 ,看 醉 定 证 方程 在 太一 0 下 的 极限 情况 .为 此 ,将 S 按 六 
展开 ,得 


天 万 | 
S 一 So 十 主 S; 十 [全 | Br (2. 12. 6) 


将 (2. 12. 6) 式 代 入 (2. 12. 5) 式 并 比较 的 同 次 窒 系 数 后 得 
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EF 一 六 二 (CCVo9o) +U (2. 12.7) 


方 1 ， 2 一 本 (2VYSoVS， vA (2. 12. 8) 


比较 (2.12.7) 及 (2.12.1) 式 后 可 见 , 取 S 为 作用 量 后 , 莅 定 户 方 
程 在 零 级 近似 下 回 到 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 。 
为 研究 方程 式 (2. 12. 8) 的 物理 意义 ,注意 准确 到 一 级 近似 ， 


有 
六 (So 一 MnS1) 
p= |y|:= le | == 1 (2. 12. 9) 
Vp = 2Y Se (2. 12. 10) 
ap_ .95S 25, 
ns (2. 12.11) 


利用 (2. 12. 11) 式 可 将 (2. 12. 8) 式 改 写成 


a0 二 1 2Q 7 
Fy [2VpPY Sot 2pV So 


这 正 是 连续 性 方程 (2. 12. 3) 式 。 

由 此 我 们 得 出 下 述 结论 : 

(1) 天- 一 0 时 ,量子 力学 过 渡 到 经 典 力学 .准确 到 加 , 即 零 级 近 
似 , 薛 定 雇 方 程 过 渡 到 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 .准确 到 如, 即 一 级 近 
似 , 给 出 连续 性 方程 .这 说 明 , 杖 定 证 方程 比 牛 顿 方程 的 含意 更 广 。 
根本 原因 在 于 满足 酬 定 请 方程 的 波 函 数 , 还 满足 玻 恩 统计 和 解释 。 因 
而 由 薛 定 廖 方程 可 以 导出 几率 流 守恒 定律 .几率 流 和 守恒 定律 作 经 
典 近 似 后 ,就 给 出 连续 性 方程 。 

(2) 比较 (2.12.5) 及 (2.12.6) 式 可 见 , 经 典 近 似 所 必须 满足 
的 条 件 是 


VS, 有 2 VS, (2. 12. 12) 


或 者 写成 
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(2. 12. 13.) 


Oe 


2n 


六 
> 


即 动能 远大 于 动量 的 变化 ,为 进一步 说 明 (2. 12. 13) 式 的 物理 意 
义 , 以 一 维 情况 为 例 。 在 一 维 情况 下 , (2. 12.13) 式 化 为 


p> ge | 
由 pp 一 k 得 4 一 名 ,代入 上 式 后 得 
[天 | > . (2x#)| 一 六 全 | | 
即 
4 < 所 2X (2. 12. 14) 
2 大 


德 布 罗 意 波长 4 是 工 的 慢 变 函 数 .由 于 一“ ,入 -> 0 相当 于 
1-~ 0。 德 布 罗 意 波长 变化 很 慢 而 且 本 身 就 很 短 ,这 正 是 经 典 情 
况 。 


本 章 小 结 
1. 至 恩 统计 和 解释 ，|y(r,) 12dr 给 出 在 :时 刻 , 粒子 出 现在 r 一 r 十 dr 的 
几率 ， 和 态 友 加 原理 y= 2)C%: 在 y 态 中 ,出现 态 办 的 几率 是 
IGil?/ 半 IC 是 量子 力学 的 两 个 基本 原理 .利用 玻 因 统计 解释 ,可 算出 


力学 量 的 平均 值 。 
. 波 函 数 随时 间 的 变化 由 莅 定 请 方程 决定 : 


CS 


3 Se vy Wy 
当 势 场 U(r) 不 显 含 上 时 , 解 是 定 态 解 VCr, 一 yl(r)e-™%y(r) 满足 定 态 
苹 定 谓 方 程 
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Hy = |- 2 十 vn | = Ey 
Pe 


3， 在 给 定 边界 条 件 后 ,可 以 求 一 维 或 三 维 定 态 苹 定 证 方程 的 解 , 当 U(r) 连 
续 ,或 者 有 非 奇 性 的 有 限 个 间断 点 时 ,yy 和 连续 , 当 U(r) 具有 一 阶 奇 点 
时 ,在 奇 点 处 连续 ,yy 不 连续 ; 当 VCr) 具有 高 于 一 阶 的 奇 点 时 ,在 奇 点 
处 ,和 几 均 不 连续 。 

4. 求解 醉 定 户 方 程 一 般 步 又 为 :将 方程 无 量 纲 化 ; 写 出 各 个 区 间 相 应 的 苹 定 
刘 方 程 ; 研 究 它 的 渐 近 行为 并 引入 适当 的 变换 ;级 数 求 解 , 并 考察 求 得 的 
级 数 解 是 否 满足 波 函 数 不 发 散 的 自然 边界 条 件 : 求 能 量 本 征 值 和 本 征 函 
数 , 归 一 化 。 最 后 考察 所 求 得 的 解 的 物理 意义 。 

5. 一 维 定 态 薛 定 兽 方程 和 三 维 定 态 薛 定 齐 方程 各 具有 一 些 一 般 的 性 质 ,如 
波 函 数 的 图 象 , 朗 道 坠 落 等 ,利用 这 些 性 质 有 利于 求解 苹 定 弯 方 程 。 


6， 一 维 宽度 为 24 的 无 限 深 势 阱 的 能 谱 是 玉 一 z 开 考 ， 


是 


(n= 1,2,，…); 波 函数 


1 . NX 
一 一 -sin {ZX 十 a) 
下 a 2a | 淹 2 
0 |zi 守 a; 


一 维 方 势 阱 总 有 东 缔 态 解 ,一 维 谐振 子 能 谱 是 ,一 (十 十) 加, (n 一 0， 


we TC : — 寺 7 a a 
1,2，…), 波 函数 是 | 2 |】 。- 拉 H.Car),o 一 人/ me ,所 原子 的 能 谱 


秀 
是 下 .= 一 2 一 1,2,3…); 波 函数 是 wm 二 Ru(r)Yin(0,9) ,三 维 无 限 
n 


深 球形 势 阱 的 能 谱 是 E,, 一 2 , 波 函 数 是 CujiChr)Yia(0, 纺 ,三 维 有 限 
深 球 方 势 阱 可 以 不 存在 束缚 态 , 至 少 有 一 个 束 缮 态 的 条 件 是 ia: 之 
开 
8m ° 

7. 在 非 相对 论 量 于 力学 中 , 除 无 穷 势 鱼 外 ,粒子 总 可 以 贯穿 势 全 . 势 全 高度 
越 高 ,宽度 越 大 ,贯穿 系数 越 小 .透射 系数 和 反射 系数 之 和 为 1. 

8. 由 于 波 函 数 统计 解释 ,几率 流 守 全 定律 自动 包含 在 葵 定 读 方 程 中 。 当 -0 
时 ,在 稚 级 近似 下 , 葵 定 请 方程 过 渡 到 经 典 力学 中 的 哈密 顿 方程 在 一 级 
近似 下 ,给 出 连续 性 方程 。 
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pr eas 
Ee ee et Ee 


2. 2. 


2. 3. 


= 
. 设 粒 子 的 能 量 EE > 0, 求 粒子 在 势 阱 UCz) 一 人 


习 题 


ze 当 xr 守 0 


、 一 维 运动 的 粒子 处 在 少 = | 的 态 , 求 ， 


0 当 z<0 ee 
(i) 粒子 的 动量 分 布 函 数 ， 
(ii) 动量 的 平均 值 。 
设 在 上 = 0 时 ,粒子 的 状态 为 


$= Al sin2kZ 十 二 coskz 


求 粒 子 动量 的 平均 值 。 


粒子 在 势能 为 
Ui 当 z 声 0 
re- 当 0<z<a 


U。 当 工 之 a 
的 场 中 运动 ,证 明 对 于 能 量 五 < Zi < U, 的 状态 ,能 量 由 关系 式 


， 髓 _， 记 


ka = nx — sin™ 


决定 ,其 中 = V 2mE/ 育 。 


. 粒子 处 在 势能 


0 当 0 达 ZX 世 a 和 a 十 5 志 TX 芝 24 十 5 


co 当 z 二 0 和 x 这 24a 二 6。 
ow- 
LT， 当 ce<z<a 十 2 


的 场 中 运动 , 求 在 能 量 小 于 U。 的 情况 下 ,决定 能 量 的 关系 式 。 


. 证 明 对 于 任意 势 刍 , 粒 子 的 反射 系数 尺 和 透射 系数 刀 之 和 等 于 1。 


二 0 
>0 
壁 z = 二 0 处 的 反射 系数 。 


. 一 维 谐振 子 处 在 yz) 二 人 / -5e- 学 -各 状态 , 求 ， 


104 


2. 8. 
2. 9. 


Co 


(i) 势能 的 平均 值 ， 

(ii) 动量 的 几率 分 布 函数 ; 

(Gi) 动能 的 平均 值 。 

求 一 维 谐振 子 处 在 第 一 激发 态 时 几率 最 大 的 位 置 。 

设 粒 子 在 势 阱 宽度 为 4 的 一 维 无 限 深 势 阱 中 运动 ,如 果 粒 子 的 状态 由 波 
函数 


4 . XAT 2 AT 
stn 一 CO0S ”一 
过 a a 


描述 , 求 粒 子 的 能 量 的 可 能 值 和 相应 的 几率 。 


yr) = 


.10. 在 势 阱 宽度 为 a 的 一 维 无 限 深 势 阱 中 运动 的 粒子 ,如 果 粒 子 的 状态 由 


波 函 数 %z) = 4z(a 一 z) 描述 ,4 为 归 一 化 常数 , 求 粒子 能 量 的 几率 
分 布 和 能 量 的 平均 值 。 


. 设 两 个 方 势 允 的 形状 分 别 是 ， 


0 Z< 0 0 a<<Zz<<p: 工 二 
U(r) 一 ,U(x) 一 
U! Oxzea U, brIRe 
求 粒 子 连 续 贯 穿 两 个 方 势 侄 的 贯穿 系数 。 


. 证 明 对 于 一 维 谐振 子 ,无 论处 在 那个 本 征 态 , 它 的 动能 平均 值 恒 等 于 


势能 平均 值 。 
U, 


. 求 势 场 U(z) = 2 二， 入 射 粒子 能 量 已 > 0 时 的 反射 系数 。 
. 设 氢 原子 处 在 少 一 


ea 为 玻 尔 半径 , 求 : 


NAa 


(Gi) > 的 平均 值 ; 
(ii) 势能 一 ez/r 的 平均 值 ; 
(ii) 动量 几率 分 布 函 数 。 


. 设 粒 子 在 一 维 势 健 宽度 为 a 的 无 限 高 势 人 中 运动 , 求 粒子 作用 在 势 鸡 


壁 上 的 平均 力 。 


. 设 氢 原子 处 在 基态 , 求 : 


(i) 它 在 动量 表象 中 的 表示 式 ; 
(ii) ps 和 pz? 的 平均 值 ; 
(iii) z 和 x? 的 平均 值 。 


. 利用 所 原子 的 能 谱 公 式 , 写 出 : 
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2.18， 


2.19. 
2. 20. 


2. 21. 


2.22. 


2. 24. 


(i) 电子 偶数 (Positronium), 即 e+ -e- 形成 的 束缚 态 的 能 级 ; 
Gi) 以 p75 介子 代表 核 外 电子 所 形成 的 上 介 原 子 的 能 级 ; 

(ii) w+ 和 e- 形成 的 束缚 态 (Muonium ) 的 能 级 。 

设 势 场 为 U(r) 一 一 4 十 乞 (a,4 > 0), 求 粒子 的 能 量 本 征 值 。 

设 势 场 为 U(r) = Br? 十 4/r:,(4,B >> 0), 求 粒子 的 能 量 本 征 值 。 
一 个 质量 为 m 的 粒子 被 限制 在 半径 为 r 一 a 和 7 二 6 的 两 个 不 可 穿 透 
的 同心 球面 之 间 运 动 ,不 存在 其 他 势 场 。 求 粒子 的 基态 能 量 和 基态 波 
函数 。 

证 明 在 非 相 对 论 量 子 力学 中 ,在 圈 力 场 V(r) 中 运动 的 粒子 ,其 束缚 态 


满足 
A 

式 中 y(0) 是 原点 波 函 数 , 志 是 角 动量 平方 ( 选 六 = 1 为 单位 )， 

一 个 质量 为 m 的 粒子 在 一 个 三 维 方 势 阱 V(r) 中 运动 。 

证 明 : 

(a) 对 于 一 个 半径 RR 一 定 的 阱 ,只 有 阱 深 至 少 有 一 个 极 小 值 时 , 才 可 能 
有 束缚 态 ,计算 这 一 极 小 值 。 

(b) 在 一 维 情 况 下 ,类 似 问 题 的 结果 和 三 维 的 有 何不 同 ? 

(c) 上 述 (a), (b) 结果 中 的 一 般 性 质 对 任意 形状 的 势 阱 是 否 仍 然 成 
立 ? 例 如 在 一 维 情况 下 , 若 


Af(7z) <0,a 委 工 志 0 
U(rz) 一 
0,T 二 a 或 Xx 记 5 


保持 f(z) 不 变 , 讨 论 不 同 的 4 值 。 


. 一 电子 在 一 无 限 大 接地 平面 导体 的 上 方 运动 , 它 被 自己 的 象 电荷 吸 


收 , 但 电子 不 能 穿 透 导 体 表面 。 试 写 出 电子 作 三 维 运动 的 哈密 顿 量 和 
它 满足 的 边界 条 件 , 并 求 出 电子 的 能 级 和 在 基态 时 ,电子 和 导体 表面 
之 间 的 平均 距离 。 

一 个 质量 为 m 的 非 相 对 论 粒子 在 一 势 场 中 运动 , 势 场 是 U(x,y,z) 一 
4(zz 十 妈 十 2Ary) 十 B(z2z 十 2pz), 其 中 4> 盖 0, 瑟 > 0,|4| < 二 1,4 是 
任意 的 , 求 : 

(i) 能 量 的 本 征 值 
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2. 25. 


2. 27. 


2. 28. 


2. 29. 


(ii) 现在 使 势 变 成 Uoow ,对 于 zz 放 > 一 pp 及 任何 xz,yUww 二 VU; 对 于 z 
二 一 闷 及 任何 X,y,Unew 二 十 co, 求 基态 能 量 。 

一 个 刚体 具有 惯性 矩 1., 可 以 自由 地 在 zx-y 平 面 中 转动 . 令 9 为 xz 轴 与 

转动 轴 之 间 的 夹 角 , 求 : 

(Gi) 能 量 本 征 值 和 相应 的 本 征 函 数 ， 

(ii) 车 在 t = 0 时 ,转子 由 波 包 J(0) = 4sinzp 描 述 , 求 在 上 二 0 时 的 
yt), 


。 考虑 一 维 波 函数 p(X) 一 4| | er 其 中 人 ,ayTo 是 常数 ， 


(i) 利用 醉 定 谓 方程 , 求 势 场 U(z) 和 能 量 五 。( 这 时 YCz) 可 视 为 当 开 一 
ce 时 V(rz) > 0 的 苹 定 谓 方 程 的 本 征 函 数 )。 

(ii) 比较 你 所 给 出 的 势 场 和 轨道 角 动 量 为 7 的 氧 原子 态 的 有 效 径 向 势 
的 异同 。 

通常 在 量子 力学 薛 定 泗 方程 中 , 若 已 知 全 部 能 谱 和 全 部 本 征 函 数 , 可 

以 反 过 来 推出 相互 作用 势 . 这 称 为 反 散 射 问 题 . 若 只 知道 部 分 能 谱 和 

波 消 数 , 有 时 也 可 给 出 关于 势 场 的 一 些 性 质 .证明 : 


(i) 若 势 场 满足 9 5 之 0, 则 零点 波 函数 满足 1go(0)1 之 15.(0) 1。 


(让 ) 记 势 场 V(r) 中 粒子 的 状态 为 | 二 加 1, 则 若 


dz? Zi(L 十 1) 
a 人 


dy 盖 0, 必 有 IgouC0)| 二 1gu(0) 。 


(提示 :参阅 ,A. Martin, Phys. Lett. 70B(1977)192， 苏 汝 狼 ,周子 翔 ， 
高 能 物理 与 核 物理 ,9(1985)625) 。 

对 于 2P 和 3D 能 级 ,定义 二 Ezp 一 区 pz 一 bapyo 一 rnpo 势 场 满足 
V = XV (Xr) ,是 小 参量 ,证 明 : 

(i) 在 (0,ese) 区 间 中 ,好 一 吧 有 且 仅 有 一 个 零点 。 


Qi) 邻 W(r) 一 z| 2V 十 ro , 则 车 满足 W(0) 一 宁 全 人 


217 ~ 
dz? 乏 0, 相 


应 地 必 有 至 入 0， 
(提示 :参阅 : 苏 汝 镍 , 梁 俊 :高 能 物理 与 核 物 理 5(1981)694)。 
A. Martin, Phys, Lett. 67B(1977)330, H. Grosse ,Phys ，Leti. 
68B (1977) 343) 。 
粒子 在 势 壁 附近 的 行为 ,可 从 下 面 近似 模型 出 发 考虑 。- 一 粒子 在 一 维 
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2. 30. 


2. 31. 


2. 32. 
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势 场 UCz) 一 | _ £2 ee “中 运动 , 求 ， 

(GD 当 势 壁 离 粒 子 很 远 时 ,对 束缚 态 能 量 的 修正 值 .并 据 此 说 明 “ 远 离 ” 

(ii) 至 少 存在 一 个 束缚 态 时 ,Ze 和 < 应 满足 的 条 件 。 

一 维 薛 定 请 方程 的 本 征 值 谱 可 依次 排列 成 :后 二 Ei 过 … < 过 EE 过 …。 

GD 若 势 场 CiCz) 给 的 本 征 值 为 到 CazCz) 给 出 的 本 征 值 是 五 且 
U(x) 三 U(Xz), 证 明 必 有 Ei 二 Es; 


1 
一 Az2 ,zl =a 
(i) 考虑 势 场 U(Cz) = 求 这 个 势 所 能 具有 的 最 大 的 
了 ka ， Ix| 宇 a 
束缚 态 的 数目 N。 
放射 性 同位 素 s: Bi?* 衰变 成 Tl*”, 同 


Vo 
时 放出 能 量 为 6. 1MeV 的 a 粒子 到 
GD 为 了 计算 寿命 , 首先 讨论 如 图 


2.31 题 有 限 高 势 又 ,计算 一 个 质 4 4 
量 为 1 的 粒子 从 左边 入 射 的 透射 2.31 题 


系数 了 ,粒子 的 能 量 为 瑟 , 并 设 了 < 六 1( 见 图 2.31 题 ) 
(ii) 利用 上 面 的 结果 ,选择 敏感 的 势 垒 参数 来 近似 e 粒子 势 , 对 ss Bi 
的 寿命 作 一 个 粗略 的 数值 估计 。 
一 东单 一 能 量 五 的 非 相对 论 中 子 打 到 
一 个 厚度 为 1 的 平板 平面 上 ,在 这 平板 
中 ,中 子 在 一 吸引 的 均匀 势 阱 中 运动 ， 
势 阱 的 深度 为 V ,中 子 束 与 平面 的 法 线 
的 夹 角 为 &( 如 图 2. 32 题 ); 
(i) 如 果 一 co, 有 多 少 中 子 被 反射 ? 
(ii) 如 果 V 是 排斥 势 , 且 V = 二 ,但 1 是 
有 限 的 ,有 多 少 中 子 被 反射 ? 图 2. 32 题 


第 三 章 ”矩阵 力学 基础 (1I) 
一 一 力学 量 和 算 符 


在 上 一 章 中 我 们 条 统 地 介绍 了 波动 力学 。 它 的 着 眼 点 是 波 肖 
数 V(xzoi)。 薛 定语 从 粒子 的 波动 性 出 发 ,用 波 画 数 J(X,t) 描述 粒 
子 的 运动 状态 。 通 过 在 波 函 数 随 时 间 的 变化 即 其 运动 方程 中 引入 记 
的 方法 ,在 一 定 的 边界 条 件 下 ,求解 定 态 巷 定 语 方 程 , 证 明 对 于 来 
缚 态 , 会 出 现 量 子 化 的 、 分 立 的 本 征 谱 。 在 本 章 和 下 一 章 中 ,我 们 将 
介绍 另 一 种 量子 化 的 方案 。 它 是 海 森 堡 \ 玻 思 , 约 丹 、 菊 拉克 提出 和 
突现 的 。 着 眼 点 是 力学 量 和 力学 量 的 测量 。 他 们 将 力学 量 看 成 尊 
符 。 通 过 将 经 典 力 学 运动 方程 中 的 坐标 和 动量 都 当 作 算 符 的 方法 ， 
引入 rr 和 pp 的 对 易 关系 ,将 经 典 的 泊 松 括号 改 为 量子 的 泊 松 括号 ， 
实现 量子 化 ,这 种 量子 化 ,通常 称 为 正则 量子 化 。 在 选 定 了 一 定 的 
“坐标 系 ” 或 称 表 钊 后 , 算 符 用 矩阵 表示 。 算 符 的 运算 归结 为 矩阵 
的 运算 。 本 章 将 首先 讨论 力学 量 的 算 符 表 示 和 算 符 的 算 阵 表示 ,证 
实 量子 力学 中 的 力学 量 必须 用 线性 厄 米 算 符 表示 。 在 选取 特定 的 
表象 即 “ 坐 标 条 ”后 ,这 些 算 符 对 应 线性 厄 米 算 阵 。 然 后 进一步 讨 
论 力学 量 的 测量 , 它 的 可 能 值 \ 平 均值 以 及 具有 确定 值 的 条 件 。 我 
们 将 证 实 算 符 的 运动 方程 中 含有 对 易 子 ,出 现 娘 ,在 算 阵 力学 中 , 算 
符 的 运动 方程 起 着 和 波动 力学 中 波 函 数 的 运动 方程 一 一 薛 定 请 
方程 一 一 同样 的 作用 。 


$ 3.1 力学 量 的 平均 值 


在 量子 力学 中 ,微观 粒子 的 运动 状态 用 波 函 数 描述 ,一 旦 给 
了 波 函 数 y, 就 确定 了 微观 粒子 的 运动 状态 ,于 是 自然 要 问 ,所 谓 
“确定 ”是 什么 意思 ,在 什么 意义 下 讲 “ 确 定 ”? 在 本 章 中 我 们 将 看 
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到 : 所 谓 “确定 ", 是 在 能 给 出 几率 和 求 得 平均 值 意义 下 说 的 。 一 般 
说 来 , 当 微 观 粒 子 处 在 某 一 运动 状态 时 , 它 的 力学 量 ,如 坐标 、 动 
量 、 角 动量 .能 量 等 ,不 同时 具有 确定 的 数值 ,而 具有 一 系列 可 能 
值 ,每 一 可 能 值 均 以 一 定 的 几率 出 现 . 当 给 定 描述 这 一 运动 状态 的 
波 函 数 y 后 ,力学 量 出 现 各 种 可 能 值 的 相应 的 几率 就 完全 确定 . 利 
用 统计 平均 的 方法 ,可 以 算出 该 力学 量 的 平均 值 ,进而 与 实验 的 观 
测 值 相 比较 .例如 处 于 基态 的 所 原子 ,其 电子 的 坐标 和 动量 不 同时 
具有 确定 的 数值 但 电子 坐标 具有 某 一 确定 值 x。 的 几率 ,或 电子 
动量 具有 某 一 确定 值 pe 的 几率 , 却 完全 可 由 氧 原子 的 基态 波 函 数 
给 出 ,相应 地 ,坐标 x 的 平均 值 和 动量 p 的 平均 值 也 完全 确定 。 既 
然 一 切 力学 量 的 平均 值 原则 上 均 可 由 少 给 出 ,而 且 这 些 平均 值 就 
是 在 少 所 描述 的 状态 下 相应 的 力学 量 的 观测 结果 ,在 这 种 意义 下 
一 般 认为 , 波 函数 撕 写 了 粒子 的 运动 状态 。 

在 $ 2. 3 讨论 莽 定 谓 方 程 时 曾 指出 ,力学 量 动量 用 算 符 来 表 
示 的 对 应 关系 是 :一 一 二 ,动能 是 个 一 亏 V*, 定 态 薛 定 调 方 
程 就 是 能 量 算 符 的 本 征 方程 .现在 问 :这 种 力学 量 用 算 符 来 表示 的 
对 应 关系 ,是 否 仅 是 -- 种 类 比 , 其 中 是 否 还 存在 着 更 深刻 的 物理 内 
湖 ? 另外 ,是 否 任何 力学 量 , 均 可 用 算 符 表示 ?而 且 除 能 量 算 符 外 ， 
其 他 算 符 是 否 也 有 相应 的 本 征 方程 ? 如 果 一 切 力学 量 均 可 用 算 符 
表示 的 命题 成 立 , 其 逆 命 题 , 即 一 切 算 符 均 对 应 力学 量 是 否 也 成 
立 ?比方 说 , 开 方 就 是 个 算 符 , 它 是 否 也 对 应 力学 量 ?量子 力学 中 能 
对 应 力学 量 的 算 符 是 否 有 某 种 限制 ?本 章 将 回答 这 些 问题 。 

为 此 , 先 讨论 力学 量 的 平均 值 .对 以 波 函 数 yr,t) 描述 的 状 
在 ,按照 波 函 数 的 统计 解释, |r,t)|dr 表 示 在 1 时 刻 在 r 一 7 十 dr 
中 找到 粒子 的 几率 ,因此 坐标 的 平均 值 显然 是 


( 广 ) 一 : 上 Jpglr,£) jrdr = | pr rglr,idr 
(3.1.1) 


坐标 r 的 函数 f(r) 的 平均 值 是 
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en | pr fr dr (3. 1. 2) 


这 里 已 经 假定 , 波 函数 VCr,z) 满足 归 一 条 件 (2.1.6) 式 。 

现在 讨论 动量 算 符 的 平均 值 ,显然 ,p 的 平均 值 (p) 不 能 简单 
地 写成 | 1gCr,t) |?pdr, 因 为 19Cr,4) 1*dr 只 表示 在 r 一 r 十 dr 中 
的 几率 而 不 代表 在 p 一 p 十 dp 中 找到 粒子 的 几率 .要 计算 (Cp), 应 
该 先 找 出 在 上 上 时刻, 在 一 了 十 dp 中 找到 粒子 的 几率 
ICCp,t) lsdp。 按 82.2 的 讨论 ,这 相当 于 对 Yr, 作 传 里 叶 变 换 ， 
而 Clp,t) 由 公式 


C(Op,t) 一 mars), eneendr (3. 1. 3) 
给 出 ,动量 p 的 平均 值 可 表示 为 
二 le (ppCCpst)dp (3. 1. 4) 


这 里 已 经 用 了 若 yCr,t) 归 一 , 则 CCP,z) 也 归 一 的 条 件 。 

但 是 上 面 这 种 作法 , 却 不 但 间接 ,而 且 麻 烦 . 应 该 找 出 一 种 直 
接 从 ylx,z) 计算 动量 平均 值 的 方法 .为 此 ,我 们 先 计算 动量 p 在 x 
方向 的 分 量 p; 的 平均 值 .由 (3. 1.4) 式 得 


1 人 
〈( 户 -)》 一 |ap| 二 和 站 yg CDdr | 
] bs F > 
> .| ca]e 2 | 


一 Jary: Gri) ar'ger ,t) | |pseie® dp | 
(3. 1.5) 


利用 公式 


es iA Or 2 (3. 1. 6) 
可 将 (3. 1.5) 式 改 写 为 


(p,) = |ay (r,t) 


1 [ar'yer ,Dr 一 | 


> je | 到 二 gr,t)dr (3. 1.7) 


同 理 有 


(pp 一 | 和 Cr 


. 
a ih pr tdr (3. 1.8) 


‘ps.) 一 jy | 一 i 二 plr ,tdr (3. 1.9) 


由 此 得 出 结论 :要 在 状态 J(r,t) 中 求 动量 p.,p,,p. 的 平均 值 , 只 
需 以 相应 的 微分 算 符 一 i 和 ,一 i， 一 i， 作用 在 pCrst) 


上 ,然后 乘 以 J' 《r,t), 再 对 全 空间 积分 就 可 求 得 ,将 (3.1.7)， 
(3. 1. 8) 及 (3. 1. 9) 式 写 成 矢量 式 , 得 


站 人 DC 一 过 yridr (3.1.10) 
记 动 量 算 符 为 
p=— iiy (3.1.11) 
可 将 (3.1. 10) 式 写 成 


全 | Cd DD dr (3. 1. 12) 
同 理 , 不 难 证 实 , 当 为 正 整 数 时 pr: 的 平均 值 可 写成 
a 四 co| 一 ha ) rar (3. 1. 13) 


同 理 还 可 给 出 ,pp: 的 平均 值 .对 于 任何 动量 p 的 解析 函数 fp)， 
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总 可 将 f(p) 按 p 作 泰 勒 展开 并 逐 项 积分 ,然后 利用 平均 值 公 式 
(3. 1.12) 和 (3. 1. 13) 式 求 得 它 的 平均 值 , 从 而 有 


(flp)) = jy Cr FOG, dr (3. 1.14) 


比方 ,动能 的 平均 值 是 


(T) = 《去 > = jy (一半 vg zy (3.1.15) 
角 动 量 工 的 平均 值 是 
A = | 人 x (一 iav)]ypdr (3.1.16) 


(3. 1. 10) 式 表 明 :动量 的 平均 值 依赖 于 波 函 数 的 梯度 Vy。 这 
正 是 波 粒 二 象 性 的 反映 。 按 德 布 罗 意 关系 (1.4. 3) 式 ,波长 人 越 短 ， 
动量 越 大 .显然 , 若 Vy 越 大 , 则 4 越 短 ;因而 动量 的 平均 值 越 大 。 
综合 上 述 我 们 得 出 ,在 求 平 均值 的 意义 下 ,力学 量 可 以 用 算 符 
来 代替 。 在 用 坐标 表象 中 的 波 函 数 %r't) 计算 动量 平均 值 时, 需 
要 引进 动量 算 符 。 除 动量 算 符 p 二 一 ihy 外 ,能 量 算 符 和 角 动 量 算 
符 分 别 为 
=— Vv + UC) 
(3. 1.17) 
L=r x (—inhy) 


J yh iy 
-zz 一 -iz 六 一 < 及 (3. 1. 18) 
J 
粒子 的 任何 一 个 力学 量 O 的 平均 值 总 可 以 表示 为 
(O) = | O ydr (3. 1. 19) 
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六 是 与 力学 量 O 相 应 的 算 符 . 在 本 章 中 , 算 符 在 它 的 顶 上 用 “入 ” 表 
示 。 在 对 算 符 比较 熟悉 以 后 ,为 避免 书写 麻烦 ,我们 将 略 去 记号 
A 
在 $ 2. 2 中 曾 指出 ,同一 量子 态 既 可 用 坐标 表象 中 的 波 函数 
ylr,t) 表示 ,也 可 用 动量 表象 中 的 波 函 数 CCp,t) 表示 。 与 在 坐标 
表象 中 ,动量 用 算 符 来 表示 相似 ,在 动量 表象 中 ,坐标 也 必须 用 算 
符 来 表示 ,可 以 证 明 ,在 动量 表象 中 的 坐标 算 符 是 


二 ihs = 1 万 V ， (3. 1. 20) 
平均 值 是 
ys [cw hv CCp,t)dp C3. 1. 21) 


(Fr)) = le (pFGAT Cp dp 3.1.22) 
相应 地 ,在 动量 表象 中 的 定 态 醉 定 计 方 程 是 
去 池 UGav，) |com) = EC(p) (3. 1. 23) 
请 读者 自己 证 明 动量 表象 中 的 这 些 结论 。 
》3.2 算 符 的 运算 规则 
和 若 某 一 运算 将 函数 v 变 为 函数 x, 记 作 
人 (3. 2. 1) 
则 表示 这 - -运算 的 符号 有 称 为 算 符 , 若 算 符 满足 
六 (Cv 十 Cv ) = CO 六 2 十 人 5 [a Uy (3. 2. 2) 


其 中 vv 是 任意 函数 ,C1,C, 是 常数 , 则 FF 称 为 线性 算 符 , 动 量 算 
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符 、 积 分 算 符 等 均 为 线性 算 符 。 若 算 符 》 满足 
Ti (3.2.3) 


w 为 任意 函数 , 则 称 7 为 单位 算 符 。 

在 数学 上 ,车 存在 映照 人 ,将 集合 . 中 的 元 素 zz .多 1)， 
映照 到 集合 多 ， 中 的 元 素 Xs (Ts C7 ,) , 记 作 ,zz ”12 或 人 Z| 一 
Zi, 行 集 合 六 和光， a pe 为 肖 数 ;车 多 是 一 般 的 集 
合 而 -于 2 是 数 集 , 则 称 人 为 沁 艺 ;车 : 沪 7 a 这, 均 为 一 般 集合 5 则 称 
为 算 子 或 算 符 。 

1， 算 符 的 运算 规则 

算 符 的 一 般 运 算 规 则 如 下 : 


算 符 之 和 算 符 A 和 名 之 和 (CA 十 记 ) ,定义 为 
Ca By dg Bw (3. 2. 4) 
4 为 任意 函数 ,显然 , 算 符 之 和 满足 交换 律 和 结合 律 
本 及 二 和 七 和 


大 放下 
而 且 , 线 性 算 符 之 和 仍 为 线性 算 符 。 
算 符 之 积 算 符 各 和 B 之 积 4 定义 为 


入 


大 A 人 
(AB)y = ABY) (3. 2.5) 


算 符 4 名 对 任意 函数 5 的 运算 ,等 于 先 用 和 对 运算 ,得 出 By, 处 


后 再 用 算 符 4 对 By 进行 运算 得 到 的 结果 ,一般 说 来. 算 符 之 积 与 
算 符 的 前 后 次 序 有 关 ,不 满足 交换 律 
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b. zg =— ihs Czy) = 一 ihy 一 i 坟 z 3 
因此 有 
CA 
由 于 是 任意 函数 ,从 (3. 2. 7) 式 得 
rh.— pr=inh 
从 (3. 2. 8) 式 可 见 z pp 才 工 。 
记 4 台 各 入 之 差 为 


[4, 约 三 48 一 全 4 


(3.2.6) 


(3. 2.7) 


(3. 2. 8) 


(3. 2. 9) 


称 为 算 符 4,8 的 对 易 关 系 或 对 易 子 . (3. 2. 8) 式 表明 ,z 与 六 的 对 
易 子 [全 ,pp.] == 议 。 若 算 符 和 4 各 的 对 易 子 为 零 , 则 称 算 符 和 各 对 
易 .这 时 4,8 之 积 4 名 满足 交换 律 :和 B= 各 ,例如 ,人 与 y 就 是 


相互 对 易 的 算 符 。 


利用 对 易 子 的 定义 (3. 2. 9) 式 ,容易 证 明 ,存在 下 列 恒等式 ， 


[A,C] =0 (车 C 为 常数 ) 
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A A A 


(3. 2. 10) 


[A, LA, + C8,CC,A]] + Ce,[L4,8] =0 


最 后 一 式 称 为 雅 可 比 恒 等 式 。 


作为 例子 ,我 们 讨论 角 动量 算 符 人 = r Xx》$, 它 的 三 个 分 量 分 


别 是 
b= yA th iy -= 翅 | 
记 - = 大 一 z 友 -一 = 沁 一 = 也 | 
b= zh yb-—ihlr 一 y 车 ， 
它们 和 坐标 算 符 的 对 易 子 是 


Bi 一 六 [六 5 人 一 一 1 丰 y 
A A A 
[Ly,7X] =—iftz,[L,,y)] = 0,LL,,z]=ifz 


oy my es 二 一 a oy 一 0 
(3. 2. 12) 式 可 表示 为 


ya 一 Eupyit 万 7 


(3. 2. 11) 


(3.2. 12) 


(3.2.13) 


上 式 中 ,a,B,7 一 1,2,3 表示 相应 的 分 量 ,eew 称 为 列 维 - 斯 维 塔 


(Levi-Civita) 记号 ,满足 
ez3 一 工 


Egy 一 一 Epay 一 一 6Eayp 


(3. 2. 14) 
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任意 两 个 相 邻 下 脚 标的 对 换 ,espy 改变 正 负 号 。 若 任意 两 个 下 脚 标 
相同 , 则 为 零 。 比 如 有 ea 二 ez = 0。 
同 理 ,可 以 证 明 角 动量 算 符 和 动量 算 符 的 对 易 子 是 


[bby] = epitt, (3. 2.15) 
角 动 量 算 符 各 个 分 量 之 间 的 对 易 子 是 
上 Wy (3. 2. 16) 


(3. 2. 16) 式 表 明 , 角 动量 算 符 的 三 个 分 量 亡 ,万 ,万 之 间 , 彼 此 互 
不 对 易 。(3. 2. 16) 式 中 不 为 零 的 等 式 也 可 写成 


LxL=int (3. 2.17) 
”而 坐标 和 动量 的 对 易 子 (3. 2.8) 式 也 可 写成 
[za pa] = ik 6 (3. 2. 18) 
其 中 
| a=p 
Gu 一 ey. (3. 2. 19) 


算 符 的 乘 宕 。 算 符 4 的 次 短 定 义 为 


A A A A 
A"*=A.:A.:……A4 (3. 2. 20) 
0 
n 


例如 ,车 和 = 让 , 则 各 = -全 , 算 符 之 乘客 显然 满足 
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A A A 
太一 大 十 天 十 在 (3. 2. 21) 
显然 有 
[入 [外 二 名 十 各 = Chs,f.+ chi,L.] 
二 
Eo 
由 于 坐标 轴 z,y,z 的 选择 本 来 就 是 任意 的 ;只 须 保 持 右 旋 坐 标 系 ， 
(z,y,z) 的 师 序 不 变 , 定 义 哪个 轴 是 z 轴 ,哪个 轴 是 y 轴 ,不 影响 计 
算 结果 。 因 此 有 
[如 ,人 ] 一 0， (Qa 一 XY,2) (3. 2. 22) 


即 角 动量 的 平方 算 符 与 任何 一 个 角 动 量 的 分 量 算 符 均 对 易 。 事 实 
上 ,(3. 2. 13),(3. 2.15) 和 (3. 2. 16) 式 中 的 eew, 正 是 表征 了 上 述 
右 旋 坐标 系 的 性 质 。 


算 符 的 函数 若 F(z) 是 开 的 解析 函数 , 则 算 符 和 的 函数 
F(A) 一 般 可 定义 为 


cA) = > 一 入 (3. 2. 23) 
例如 , 算 符 A 的 指数 函数 的 定义 是 
eA 一 到 (3. 2. 24) 
算 符 之 逆 ”车 算 符 生 满足 ， 
pi 


且 能 从 上 式 中 唯一 地 解 出 “来 , 则 定义 算 符 4 的 逆 算 符 A-: 为 
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A 
A iv=x (3. 2.25) 


并 非 所 有 算 符 都 有 逆 算 符 存在 .但 若 A4-! 存在 , 则 必 有 


A A A 人 A 
4-4=44- 一 7 (3. 2. 26) 


(3. 2. 26) 式 中 ,? 是 单位 算 符 。 

2， 算 符 的 矩阵 表示 

算 符 所 满足 的 上 述 运 算 规 则 使 我 们 想起 了 一 种 数学 工 
具 一 一 矩阵 ,因为 算 符 运 算 和 和 矩阵 运算 完全 一 样 ,为 了 解 算 符 的 
矩阵 表示 , 先 讨论 普通 的 矢量 空间 。 

(1) 矢量 空间 

以 二 维 矢 量 空 间 为 例 . 选 (el ,e:) 为 二 维 矢量 空间 中 的 一 组 正 
交 标 准 基 ,满足 


2i，elj) 一 0 
记 4 为 二 维 矢量 空间 中 的 一 个 矢量 
A= Ae A,e, 


-一 


入 (6) 为 二 维 矢量 空间 中 一 个 转角 为 9 的 转动 算 符 ,经 全 (9) 作用 
后 ,矢量 4 变 为 矢量 有， 
B= Re)A (3. 2. 27) 
或 写成 
B = Bie, + Be, = As R Ce, + A, R Oe, (3.2.28) 
(3. 2. 28) 式 中 的 久 (9) (e1,e,) ,就 是 将 坐标 系 (z1,zs) 中 的 基 矢 转 
动 9 角 后 变 成 新 坐标 系 (Xz'1 ,7'2) 中 的 基 矢 (el ye2 )， 由 图 3. 2. ] 可 


见 ， 
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3.2.1 二 维 矢量 空间 


el' 一 R (O)ei = cosbei; 十 sinbe， 
(3. 2. 29) 
e: = R (0)e, =— sinbe, 十 cosbe， 


式 中 :cos06 二 @1*e' 一 el， R (9)el 是 新 基 矢 e1 在 旧 坐 标 系 二 方 


向 的 基 矢 es 上 的 投影 ;sin6 = e, .el' 一 e， 和 (O)e; 是 新 基态 e,' 在 
旧 坐 标 系 zz 方向 的 基 矢 es 上 的 投影 .将 (3.2. 29) 式 代 入 (3. 2. 28) 
式 , 得 

B) = Aicos0 一 A,sing 


(3, 2. 30) 
B, = Aisin0 + A,cosl 
或 写成 矩阵 形式 
BI cos0 一 sin0 [A iy 
B, lsing cosb A, > 
因此 , 算 符 R (6) 可 以 用 矩阵 表示 
cos0 — sing 
R(0)=|. (3. 2. 32) 
VSsinO cos 
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me 于， NopSN 0 
pe room Te 


相应 地 ,新 、 旧 坐标 系 中 基 矢 的 变化 也 可 用 和 矩阵 表示 为 


加 本 — RT(O) “| (3. 2. 33) 
é2 


coso sin0 


一 sing cos0| le es 
RT™(0) 是 RC(0) 的 转 置 矩阵 。 由 (3. 2. 32) 及 (3. 2. 33) 式 , 有 
RIR=I 
即 
RT(O) = R-1(0) (3. 2. 34) 
R(9) 是 正 交 矩阵 。 


由 此 得 出 结论 :在 矢量 空间 中 的 一 个 转动 ,或 者 说 一 个 算 符 ， 
对 应 一 个 矩阵 .这 个 和 矩阵 的 列 向 量 为 


Rl ea R, 2 
| I 
分 别 由 新 坐标 系 中 的 基 矢 ev' 二 RR (9)e,, ez' = 尺 (9)e, 在 旧 坐标 


中 的 投影 排列 而 成 , 是 新 基 矢 在 旧 基 中 的 表示 。(3. 2. 31)》 和 
(3. 2. 33) 式 亦 可 写成 


B; = > Rd (3. 2.35) 
i 


cosO 一 sing 


sinO cose 


e: = Re (3. 2. 36) 
J 


(2) 希 尔 伯 特 (Hilbert) 空间 

现在 将 上 述 讨 论 推广 到 量子 力学 .将 描述 量子 体系 的 状态 的 
少 视 为 一 个 矢量 , 则 任何 一 个 使 y 变 为 y 的 算 符 运 算 , 均 相应 于 一 
个 矩阵 ,这 个 和 矩阵 和 原来 描述 矢量 y 的 矩阵 的 乘积 ,给 出 矩阵 。 
但 是 这 里 要 注意 ,由 于 一 般 说 来 ,Jy 是 复数 ,因此 描述 y 的 矢量 是 个 
复 矢量 ,这 个 矢量 所 在 的 空间 ,是 个 复 的 函数 空间 。 它 的 基 矢 是 个 
函数 .而 且 空 间 的 维 数 既 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 ,对 于 连 
续 谱 的 情况 ,甚至 可 以 是 不 可 数 的 .这 种 函数 空间 , 称 为 希 尔 伯 特 

122 


空间 。 
记 {e;}(i = 1,2,…) 为 希 尔 伯 特 空间 中 的 一 组 基 , 则 任 一 态 矢 
量 x 在 {e;)} 中 可 表示 为 


x 一 xie (3. 2. 37) 
以 算 符 台 作用 于 态 矢 量 x 后 得 
xX’ 一 Ox 一 O > zie; Ss yz0e 
一 > xOje; 一 Dz'je; (3. 2. 38) 
即 有 
z= Oh (3. 2. 39) 


《3. 2. 38) 式 可 写成 矩阵 形式 ,为 


Zi OO | {zi 
zz| 一 |O, Oz -| (3. 2. 40) 
综合 上 述 ,我 们 得 出 结论 : 


Q@ 体系 的 一 个 量子 态 , 在 希 尔 伯 特 空间 中 用 一 个 矢量 表示 ， 
这 个 矢量 称 为 态 矢 量 。 

@ 在 希 尔 伯 特 空间 中 给 定 了 一 组 基 矢 {ei} (i = 1,2,…) 后 ， 
态 矢量 可 以 用 它 在 基 矢 中 的 投影 , 即 用 分 量 表示 ,从 而 表示 为 一 个 
列 矩阵 | z; | , 即 波 函 数 。 在 量子 力学 中 , 给 定 了 一 组 基 矢 , 称 为 给 


Ty 


* 本 书 不 所 对 希 尔 伯 特 空 间作 严谨 和 系统 的 讨论 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 ;N. I. 
Akhiezer and I. M. Glazman, Theory of Linear Operators in Hilbert Space Vol. I. 1. 
Pub. Company, New York 1961,1963. 
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定 了 一 个 表象 .给 定 表象 后 ,量子 态 用 波 函 数 表 示 。 

G@) 算 符 是 在 希 尔 伯 特 空 间 中 从 一 个 矢量 到 另 一 个 矢量 的 运 
算 。 给 定 表象 , 即 给 定 一 组 基 矢 后 ,一 个 算 符 对 应 一 个 矩阵 ,表示 为 
Ou CO 
Oz O2 


其 它 的 矩阵 元 Os 丰 算 待人 用 后 的 新 绰 关 - 一 De 在 旧 基 矢 e; 上 
的 投影 给 出 。 
@ 一 般 说 来 ,在 量子 力学 中 的 希 尔 伯 特 空间 ,是 复 的 函数 空 
间 。 相 互 正 交 的 基 矢 的 数目 , 既 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 。 
关于 量子 态 和 算 符 的 矩阵 表示 ,我 们 在 下 一 章 讨论 表象 理论 
时 ,还 会 作 更 详细 的 阐述 。 


3 3.3 ” 厄 米 算 符 的 本 征 值 和 本 征 函 数 


为 说 明 量子 力学 中 能 表示 力学 量 的 算 符 的 性 质 , 本 节 将 介绍 
一 种 具有 非常 重要 性 质 的 算 符 一 一 厄 米 算 符 ,为 此 , 先 引 进 一 些 
定义 : 

1. 希 尔 伯 特 空间 中 矢量 的 内 积 

希 尔 伯 特 空间 中 的 两 个 态 矢 量 ,在 选 定 基 矢 后 的 两 个 波 函 数 
少 和 9 的 内 积 为 


lp 一 | 入 dr (3. 3.1) 

它 上 具有 下 述 性 质 ， 
gly) = Iphdr>0 (3. 3. 2) 
GD glp* = (gly) (3. 3. 3) 


Gii) 车 Ci,C;i 为 常数 , 则 有 
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‘ylCi9 十 Cp) 一 Cyl9) + Cy lp) (3. 3. 4) 


Citi 十 Cpil9) = Cr tl) + Ci (ysl9) (3. 3.4)! 
A 
2. 转 置 算 符 0 
从 
知 算 符 C 满足 
A A 
‘yO = (pIOyF) (3. 3. 5) 
即 
人 A | 
jy CO P dr = joydr (3. 3.5) 


则 称 为 转 置 算 符 . 转 置 算 符 O 具有 下 述 性 质 ， 
Gi) 转 置 算 符 O 所 对 应 的 矩阵 为 的 转 置 矩 阵 ,其 矩阵 元 满足 


一 


Ow = O- (3. 3. 6) 
(ii) 转 置 算 符 的 乘积 满足 


Pod 


AB8=BA (3. 3.7) 
因为 
(APB)。。 = (4B)。 = 2>74- B, = > B, A = (B A 
3. 复 共 辆 算 符 0 
将 算 符 O 中 的 所 有 复 量 均 换 成 它 的 共 生 复 量 , 称 为 O 的 复 共 
统 算 符 O' 。 例 如 算 符 多 一 一 i 的 复 共 思 算 符 和 = i 方 = 
一 一 名。 


_ 4. 厄 米 共 思 算 符 O+ 
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wp De 


定义 厄 米 共 索 算 符 O+ 为 


二 
(0 一 (人 (3. 3. 8) 


yop yO yor) 
= (gO% = (Oyly (3. 3. 9) 
容易 看 出 ,多 -的 厄 米 共 罗 算 符 多 -+ 就 是 它 自己 , 即 包 + = 多, 险 
密 顿 算 符 的 厄 米 共 轰 算 符 也 是 它 自己 , 即 让 + 一 .而 且 , 厄 米 共 
罗 算 符 的 乘积 满足 
(CABE...)+= .Cr Br 4+ (3. 3. 10) 
5. 厄 米 算 符 
若 D+ 二 驯 , 则 称 算 符 台 为 自 厄 米 共 生 算 符 ,简称 厄 米 算 符 .由 
(3. 3. 9) 式 , 按 定义 , 厄 米 算 符 满足 
‘GIOn = Oylp (3. 3.11) 
或 写成 
js oy PE |@ pdr (3. 3.12) 
厄 米 算 符 具有 下 述 性 质 ， 
(i) 两 厄 米 算 符 之 和 仍 为 厄 米 算 符 。 


di) 当 且 仅 当 两 厄 米 算 符 和 A 各 对 易 时 ,它们 之 积 才 为 厄 米 
算 符 . 因 为 


米 算 符 。 
Gii) 无 论 厄 米 算 符 和 ,名 是 否 对 易 , 算 符 志 (A 名 + 台 A) 及 


名 


坎 ( 和 名 一 各 4) 必 为 厄 米 算 符 ,因为 


A A _A 
O= O4+i0O- (3. 3. 13) 


$O: = 二 OO+ 人),0_ = 二 OO- 0), 则 0， 各 _ 均 为 厄 米 算 
符 


在 引进 厄 米 算 符 的 定义 后 ,现在 进一步 讨论 厄 米 算 符 的 本 征 
值 和 本 征 函 数 .在 第 二 章 中 讨论 的 主要 是 能 量 算 符 的 本 征 什 和 本 
征 函数 ,现在 把 它 推广 到 任意 算 符 。 


”任意 算 符 久 ,车 作用 于 一 函数 x 后 ,所 得 结果 等 于 一 常数 A 和 
的 乘积 


a (3. 3. 14) 


则 称 4 是 人 的 本 征 值 ,w 为 人 的 本 征 函 数 ,方程 (3. 3.14) 式 是 人 的 本 
征 方程 .一 般 说 来 ,本 征 值 + 既 可 以 是 实数 ,也 可 以 是 复数 . 它 的 个 
数 既 可 以 有 限 , 也 可 以 无 限 。 本 征 值 既 可 以 分 立 取 值 ,也 可 以 连续 
取 值 .因此 ,由 全 部 本 征 值 构 成 的 本 征 值 谱 , 既 可 以 是 连续 谱 ,也 可 


以 是 分 立 谱 . 本 征 值 和 本 征 函 数 除 决定 于 算 符 外 ， We 
方程 满足 的 边界 条 件 。 
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对 应 于 一 个 本 征 值 , 既 可 能 只 有 一 个 本 征 函 数 ,也 可 能 有 g 个 
相互 独立 ,彼此 线性 无 关 的 本 征 函 数 , 若 对 应 于 本 征 值 + 有 gg 个 本 
征 痛 数 ,是 不 能 找到 & 个 常数 CiyCz，… Cr, 使 等 式 


Cixi 十 Czzs 十 … 十 Cezy 一 0 
成 立 , 则 称 本 征 值 * 简 并 , 简 并 度 为 g。 
现在 证 明 , 厄 米 算 符 的 平均 值 \ 本 征 值 、 本 征 肖 数 等 具有 下 述 
重要 性 质 : 
Q@ 厄 米 算 符 的 平均 值 是 实数 ,因为 
5= jy en [Op ydr = cy Gyarm) = 05: 
《3. 3.15) 
© ee i a i 为 厄 米 算 符 。 
证 ; 由 万 = 得 
IOW= GO = Oy (3.3.16) 


但 由 (3. 3.16) 式 不 足以 说 明 算 符 厄 米 ,因为 是 同一 个 态 .要 证 


明 避 厄 米 ,必须 按 尼 米 算 符 的 定义 ,证 明 ( 罗 | 侣 如 ) = (全 如 |ys) 戌 
立 , 为 此 , 取 pi 为 两 个 任意 的 波 函 数 , 令 y 二 内 十 J， 利用 算 符 


O 在 任何 状态 ,包括 少 态 的 平均 值 为 实数 , 即 由 (3. 3. 16) 式 得 


CO OO Fy Op 
《3. 3. 17) 


又 因 和 在 图 , 几 态 中 的 平均 值 也 是 实数 ,因此 (3. 3. 17) 式 可 改写 为 


hl Oi) + tlOR) = 〈( 白 页 | 页 ) + OFlg) 
(3, 3. 18) 
对 和 yi 作 变 换 , 令 
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由 一 pie” ,Ye 一 ge (ab 为 任意 实数 ) 
代入 (3. 3. 18) 式 后 得 


ee-ofg | Of) 一 Olgs)] 
= ei-ofOplg) — gOn)] C3.3.19) 
因为 a,b 任意 ,(3. 3. 19) 式 成 立 的 充 要 条 件 为 
(pl Op) = On lp) 
A A 
(y, | O yg) 四 (O yg, |p1) 


因此 ,O 必 为 厄 米 算 符 。 得 证 。 

由 于 力学 量 的 观测 值 应 为 实数 ,而 一 般 地 ,力学 量 在 任何 状态 
下 的 观测 值 就 是 在 该 状态 下 的 平均 值 ,由 性 质 @、@ 得 .量子 力学 
中 , 可 观测 的 力学 量 所 对 应 的 算 符 必 为 厄 米 算 符 ,另外 ,在 量子 力 
学 中 还 必须 满足 态 释 加 原理 ,而 要 满足 态 秋 加 原理 , 算 符 必 须 是 线 
性 算 符 .综合 上 述 ,我 们 得 出 结论 :在 量子 力学 中 ,能 和 可 观测 的 力 
学 量 相对 应 的 算 符 必然 是 线性 厄 米 算 符 。 

® 厄 米 算 符 的 本 征 值 为 实数 。 厄 米 算 符 在 本 征 态 中 的 平均 值 
就 等 于 本 征 值 。 


由 本 征 方程 y= 好 得 
0= | Oydr = aly" gdr = 2 (3. 3. 20) 


因此 ,利用 性 质 中 ,@ 得 4 必 为 实数 。 
@ 无 米 算 符 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 正 交 。 


证 : OP- 0 
OY, = OY, 


且 0 关 O,lm 六 n), 因 为 是 厄 米 算 符 , 它 的 本 征 值 是 实数 ,O。 
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二 O。 。 本 征 方程 的 共 饭 方程 为 


人 
O* fn 一 Oo 


(Og jp) = Ou (paly.) 
及 0 的 厄 米 性 质 , (1) = 《gn| 侣 加) ,及 


(四 | Os) = O.g |.) 
得 
(O。 一 O.)( 加 | 加) 一 0 
又 因 O- 头 O,, 得 
(fal) = 0 (3.3. 21) 
得 证 。 若 本 征 函 数 是 归 一 化 的 , 则 有 


人 (3. 3. 22) 
0 mn 
厄 米 算 符 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 正 交 归 一 。 
@@) 厄 米 算 符 的 简 并 的 本 征 函 数 可 以 经 过 重新 组 合 后 使 它 正 
交 归 一 化 。 
假定 O. 本 征 值 有 g 度 简 并 


已 到 (3. 3. 23) 


前 面 的 证 明 不 适用 ,一般 说 来 ,这 些 简 并 的 本 征 函数 并 不 相互 正 
交 。 但 我 们 总 可 以 把 g 个 本 征 函 数 (i 二 1,2,…,g) 重新 线性 组 
合 为 g 个 新 的 函数 


Unj; 一 Dang (J = 1,2,..,g) (3. 3. 24) 
i=1 
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使 得 这 些 新 函数 ww 相互 正 交 。 的 确 ,wv 的 正 交 归 一 条 件 
[BR 二 > pr a gi grdr 


一 Oy (F797 = 1,2,°… ,2) (3. 3.25) 
中 , 归 一 化 条 件 j 一 广 有 g 个 , 正 交 条 件 7 尖刀 有 &CE 二 也 个 , 共 
有 g 十 8 二 一 如 8 二 个 ,但 待 定 系数 4; 有 g? 个 , 当 g > 1 


时 ,22> ES ,待定 系数 am 的 数目 大 于 ax 所 应 满足 的 方程 的 


数目 .因此 可 以 有 许多 种 方法 选择 az， 使 简 并 的 本 征 函 数 正 交 归 
一 化 。 

综合 性 质 全 ,@ 得 出 结论 :无 论 是 否 简 并 , 厄 米 算 符 的 本 征 函 
数 系 正 交 归 一 。 

@ 厄 米 算 符 的 本 征 函数 系 具 有 完备 性 。 

设 { 几 (7z)) 是 某 一 厄 米 算 符 的 本 征 函 数 系 ,” 取 值 既 可 以 是 连 
续 的 ,也 可 以 是 分 立 的 。 可 以 证 明 , 任 何 与 {g(z)} 满足 同样 边界 
条 件 且 在 同样 区 域内 定义 的 波 函 数 %z) ,都 可 按 {y.《z+)} 展开 。 由 
于 厄 米 算 符 的 本 征 函 数 系 具有 正 交 、 归 一 和 完备 性 ,因此 可 以 用 它 
作为 一 组 基 矢 ,以 构成 希 尔 伯 特 空间 .任何 在 这 个 空间 中 定义 的 波 
函数 ,都 可 按 {%(z)} 展开 ,得 


pz) 一 >) Clz) (3. 3. 26) 
车 本 征 值 n 连续 ,(3. 3. 26) 式 改 为 
Jr) = [c.g. 2)dn (3. 3. 27) 


车 n 的 取 值 部 分 连续 ,部 分 分 立 , 则 ylzx) 可 表示 为 (3. 3. 26) 及 
(3. 3. 27) 式 的 全 加 ,和合 加 系数 可 由 {yg.《zx)} 的 正 交 归 一 性 给 出 。 因 
为 以 如 (Cz) 乘 (3. 3. 26) 式 的 两 端 并 对 变数 的 整个 区 域 作 积分 后 ， 
得 
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me Mi 


全 copycpaz = BC, |g (2) Cz)dz 
= 9 Com = 0, (3. 3. 28) 


本 书 不 拟 对 厄 米 算 符 的 本 征 函 数 系 的 完备 性 作 严 格 的 证 明 , 有 兴 
趣 的 读者 可 参阅 有 关 专 著 。 

@ 厄 米 算 符 的 本 征 函 数 系 具有 封闭 性 。 

取 {t%Cz))} 为 某 一 厄 米 算 符 的 本 征 函 数 系 ,由 {g(r)} 的 完备 
性 ,利用 (3. 3. 26) 及 (3. 3. 28) 式 得 


#62) = Dc) = Df Ve Yd jo 
= jv [Ds Cx) Cz) dz C3. 3. 29) 
因为 y(z) 是 任意 函数 ,因此 当 且 仅 当 
和 家 (xl) = H(z — x) (3. 3. 30) 


(3. 3. 29) 式 才能 成 立 , 公 式 (3. 3. 30) 表示 本 征 函 数 系 具有 封闭 
性 。 当 本 征 值 为 连续 谱 时 ,(3. 3. 30) 式 可 改 为 


| (zr dA= Or 一 也 ) (3. 3. 30) 
若 本 征 值 婚 有 分 立 谱 ,又 有 连续 谱 , 则 封闭 性 表示 为 
Ds eV p20) + |g Cx) plz) dh = dz — x!) 


(3.3. 30)” 


龙 米 算 符 本 征 函 数 系 的 封闭 性 在 实际 运算 中 是 非常 重要 的 。 在 量 
子 力 学 、 量 子 统计 乃至 量子 场 论 的 实际 运算 过 程 中 经 常 要 插入 “中 
间 态 ”进行 运算 ,就 是 利用 (3. 3. 30) 式 ， 


* 例如 能 量 算 符 本 征 孙 数 系 的 完备 性 ,可 参阅 李 政 道 :《 场 论 和 粒子 物理 学 》, 科 学 
出 版 社 ,1980。 
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y 3.4， 连 续 谱 本 征 函 数 


鉴于 厄 米 算 符 的 本 征 函 数 系 具有 正 交 、 归 一 、 完 备 、 封 闭 等 极 
端 重要 的 性 质 ,可 以 用 它 作 为 希 尔 伯 特 空间 的 基 矢 ;而 且 在 量子 力 
学 中 ,可 观测 量 对 应 线性 厄 米 算 符 , 因 此 在 本 节 中 我 们 将 先 罗 列 一 
些 线性 厄 米 算 符 的 本 征 函 数 系 , 然后 再 讨论 若 本 征 函 数 为 连续 谱 
本 征 函 数 时 ,如 何 进行 归 一 化 。 

1. 线性 厄 米 算 符 的 本 征 函数 示例 

(1) 坐标 算 符 么 

由 本 征 方程 


X(T— 7x) = rH(r— 7) (3.4. 1) 
可 知 算 符 和 在 自身 表象 中 的 本 征 函 数 是 SCz 一 zx') .而 x' 连续 取 
值 ,是 连续 谱 的 本 征 函 数 。 
(2) 动量 算 符 和 一 一 i 
由 本 征 方程 


i et 一 户 -eipzz/h (3.4.2) 


可 知 在 以 的 本 征 函 数 为 基 矢 的 表象 中 , 算 符 的 本 征 函 数 是 
平面 波 e*”, 本 征 值 p: 也 连续 取 值 。 


(3) 角 动 量 算 符 L= rxXPp=frx(—iy) 
引入 球 坐 标 


工 一 ysinbOcosy 
y= rsin0sing 
Zz = 7cosO 


对 角 动 量 算 符 作 坐 标 变换 ,得 出 在 球 坐标 中 的 角 动 量 算 符 是 
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A : 9 9 
上 -一 ij| sinpa6 十 ctg Ocos ?六 | 


A 9 : 9 

L, 一 一 ih| cosp 5 一 ctegbsing 3 《3.4.3) 
A | 

J; 一 一 ih 


和 = 外 十 各 十 站 


到 这 如 | sp | sin 56 所 二 了] (3. 4. 4) 
相应 的 本 征 方程 是 
人 .6 = mh B,, B= ee (3. 4. 5) 
或 
LY (0,9) = mA Yi (CO 内 (3.4.6) 
而 上 的 本 征 方程 是 
和 yb, 内 = 1 + 1) HY 0,9) (3.4.7) 


多 与 多 有 共同 的 本 征 函 数 Y。(b,9, 球 谐 函 数 YC0,9) 是 正 交 归 
一 的 ,相应 的 本 征 值 ZC 十 1) 如 和 和 大 为 分 立 谱 。 

问题 1 求人 $, 和 4, 的 本 征 函 数 和 相应 的 本 征 值 。 

(4) 动能 算 符 


在 直角 坐标 系 中 ,动能 算 符 表示 为 
4 p? 一 真 ; 
2m 2m v 


9 a 
xz2z dy 9x? 


它 的 本 征 函 数 是 平面 波 , 在 球 坐 标 中 ,动能 算 符 为 
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(3.4. 8) 


R93 1 3 m3 1 ai 
人 ed + sing a0 lo) | 
A 
2 2 
EL (3. 4. 9) 
2m mr 


其 中 多 ? 一 一 生 攻 [7 过 ] ,多 是 动量 算 符 的 径 向 分 量 。 


2. 连续 谱 本 征 函数 的 归 一 化 
(1) 无 穷 空间 的 归 一 化 


, ep 
以 平面 波 为 例 。 儿 .的 本 征 函数 办 (z) A 不 能 用 
普通 的 方法 归 一 化 ,因为 它 的 模 不 是 平方 可 积 的 ， 


| gi.) Cz)dz = | wscepaz~ 本 
不 能 使 它 归 一 化 为 1. 在 数学 上 , 它 只 能 归 一 化 为 9 函数. 利用 公式 


OC 去 ”eur-z)dk (3. 4. 10) 


(pl) = 如 dz pA 
(3. 4.11) 
同样 ,和 的 本 征 函 数 SCz 一 zx') 也 可 用 同样 的 方式 归 一 化 ,2 的 
本 征 聘 数 yu(z) = SCz 一 zx') 满足 
ps [fm) = jac 一 Z)G( — rx)dzr = d(x’ — x"”) 
(3. 4. 12) 


事实 上 , 凡 连 续 谱 的 本 征 函 数 都 可 用 9 函数 的 方式 归 一 化 。 
(2) 箱 归 一 化 
如 果 我 们 仍然 要 求 按 通常 的 方式 对 动量 本 征 函 数 归 一 化 , 即 
仍然 要 归 一 化 为 一 而 不 是 6 函数 ,就 必须 放弃 无 穷 空 间 的 积分 , 采 
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用 箱 归 一 化 的 方法 。 先 以 一 维 情况 为 例 。 设 一 维 平面 波 只 能 在 
| 一气 ,如 | 的 区 间 中 运动 , 且 满 足 周期 性 边界 条 件 , 波 函 数 在 


一 三 和 地 处 的 数值 相同 
4| | = 外 了 | (3.4. 13) 


则 这 时 的 本 征 值 p; 将 分 立 , 且 相应 的 本 征 函 数 可 按 通 常 的 方式 归 
一 化 。 事 实 上 ,对 于 厄 米 算 符 ,周期 性 边界 条 件 是 最 自然 的 边界 条 
件 。 比 如 ,由 乡 .的 厄 米 性 ,有 


了 /2 。 五 9 Lf/2 
2 


长 / 办 
Li ydr= | 一 了 52 gadz 


1 dx —L/2\ 1 ax —L/2 ya 
有 
二 L/2 玉 ay | 态 8 
0 | 1 了 zdz 十 一 了 /2 1 azZ0dz 
页 (242 dCg”* yg) 广 L/2 
> 一 一 一 一 一 一 d 一 一 
站 —L/2 
得 


潜 | 芭 ， 
一 和 I = const. (3.4.14) 

人 | 
由 于 2 和 乡 任 意 , 因 此 (3. 4.14) 式 只 能 是 个 常数 。 考 虑 到 波 函 数 本 
身 可 以 差 个 常数 因子 ,不 失 普 遍 性 ,可 将 (3. 4. 14) 式 中 的 常数 选 


为 1, 这 就 是 周期 性 的 边界 条 件 (3. 4. 13) 式 。 
利用 (3. 4.13) 式 及 (Zz) = ex 得 


即 ee 一 1 
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pL 
六 


一 2nNA (7 一 0， 士 1…) 


~、 


2x hn n 


es (3. 4.15) 
因此 p. 分 立 取 值 ,构成 分 立 谱 。 取 分 立 谱 时 的 平面 波 为 
TT) 二 1 ei2xmz/ 工 
pp, CZ) 厅 (3. 4. 16) 
它 的 正 交 归 一 条 件 是 
dz = Cn。 (3. 4.17) 


显然 , 若 上 一 oo, 即 箱 的 体积 为 无 穷 大 时 ,由 (3. 4.15) 式 可 知 ,Ap。 
= 外 地 一 字 二 邓 一 0, 本 征 谱 变 成 连续 谱 , 回 到 无 穷 空间 归 
一 化 的 情况 .在 从 分 立 谱 过 渡 到 连续 谱 时 ,存在 如 下 对 应 关系 ， 


h 
Fe dp. (3. 4. 18) 

1 站 和 全 

Le 二 | ap (3. 4. 19) 


易 将 上 述 结果 推广 到 三 维 情况 。 取 体积 V = 姜 , 则 箱 归 一 化 
后 的 波 函 数 为 


bs = 人 (3. 4. 20) 


pz 一 np， 下 mo 三 fn, (ns ,n,n = 0 0) 
(3.4. 21) 


hi 
大 一 ~dP (3. 4. 22) 
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1 ol 
Sn 2 ss 2 记 | dp -| dp 
(3. 4. 23) 


从 (3.4. 23) 式 可 见 , 每 个 量子 态 在 以 粒子 的 动量 .坐标 为 基底 的 
相 空 间 ( 称 为 y 空间 ) 中 对 应 局 体积 元 .这 正 是 量子 统计 中 熟知 的 
结果 。 
三 维 情况 下 , 箱 归 一 化 的 正 交 归 一 条 件 是 
加 dz| d | dzyspy = 6, ,6,»,6,», (3.4.24) 
> 2 py 户 :pe 六 yp Pepy 。 和。 


一 蕊 /2 一 工 /2 


其 中 pp 及 p' 按 (3.4.21) 式 的 分 立方 式 取 值 。 在 连续 谱 情 况 下 , 正 
交 归 一 条 件 是 
z 让 eendp =6r—r) (3.4. 25) 


$ 3. 5 ”量子 力学 中 力学 量 的 测量 值 


在 量子 力学 中 ,力学 量 的 测量 是 个 比较 复杂 的 问题 . 它 不 仅 涉 
及 物理 学 ,而 且 涉 及 哲学 。 本 节 只 讨论 测量 过 程 中 的 物理 学 问题 ， 
1. 力学 量 有 确定 值 的 条 件 


记 与 某 一 力学 量 F 相应 的 算 符 为 站 . 按 § 3. 3,k 必 为 线性 捷 
米 算 符 .现在 问 :是 否 在 任何 一 个 状态 y 中 ,测量 力学 量 F 都 有 确 
定 值 ?为 回答 这 个 问题 , 先 看 一 个 特例 .例如 在 平面 波 所 描述 的 状 
态 中 ,测量 动量 p, 必 有 确定 值 ,因为 平面 波 具 有 确定 的 动量 .但 若 
测量 坐标 ">, 则 必 无 确定 值 ,因为 在 平面 波 描述 的 状态 中 , 粒子 出 
现在 空间 各 点 的 几率 相同 .因此 显然 不 可 能 在 任何 状态 中 ,测量 任 
何 力学 量 都 同时 具有 确定 的 值 。 问 题 的 关键 在 于 , 找 出 测量 特定 
的 力学 量 严 , 使 它 能 有 确定 值 的 状态 。 


， 参看 苏 汝 饼 ,“ 统 计 物 理学 ”第 四 章 第 196 页 复旦 大 学 出 版 社 ,1990 年 版 。 
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为 此 , 先 给 “确定 值 ”以 严格 的 定义 ,在 量子 力学 中 ,在 某 一 状 
态 少 中 测量 力学 量 五 具有 确定 值 的 充 要 条 件 是 在 该 状态 中 力学 量 
的 平方 平均 偏差 为 零 . 即 


‘(AF)*)=0 (3. 5.1) 


(CAF)?) = (FF))) = | 从- (F))gdr 


由 于 所 厄 米 , 信 的 平均 值 (F) 是 个 数 , 因 此 外 一 4F) 也 必 有 厄 米 , 利 用 
一 (F) 厄 米 的 条 件 可 将 上 式 写成 


((AF)z)》 = | (FG FB FGdr 


| 人- (FYldr 之 0 (3.5. 2) 


于 是 得 出 ;((AF):》= 0 的 充 要 条 件 是 (人 一 (F))y = 0, 即 
hy = Fy (3.5. 3) 


由 此 得 出 结论 : 当 上 且 仅 当 y 是 力学 量 f 的 本 征 态 时 ,在 久 的 本 征 检 
y 中 测量 全 才 有 确定 值 .而 且 这 个 确定 值 ,就 是 人 在 这 个 态 的 平均 
值 .(3. 5. 3) 式 实际 上 就 是 人 的 本 征 方程 ,人 在 态 y 的 平均 值 (F) 等 


于 它 的 本 征 值 . 正 因 为 人 相应 于 态 的 本 征 值 就 是 它 的 平均 值 , 也 
是 它 的 实验 测量 得 到 的 准确 值 , 因此 本 征 值 和 平均 值 都 必须 是 实 
数 。 


车 禾 和 是 属于 同一 本 征 值 的 两 个 不 同 的 简 并 态 , 则 显然 
在 它们 的 线性 组 合 给 出 的 态 y = Cip 十 Cp, 中 测量 所 ,也 有 确定 
值 .而 且 这 个 确定 值 就 是 它 的 本 征 值 ,也 等 于 人 在 y 态 中 的 平均 
值 。 
问题 1 若 几 和 几 是 属于 两 不 同 本 征 值 的 本 征 态 ,在 
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二 Ci 十 Cops(C1,Ci 是 常数 ) 中 测量 # ,结果 如 何 ? 
2. 在 非 人 的 本 征 术 中 测量 
设 所 所 满足 的 本 征 方程 为 
人 办 = Fg (3. 5.4》 
现在 在 一 个 非 公 的 本 征 态 $ 中 测量 多 .因为 丸 的 本 征 函数 系 { 几 ) 正 
交 归 一 完备 ,因此 总 可 将 $ 按 {办 } 展开 
$= DC (3. 5. 5) 


和 的 平均 值 是 
A A 
CF) = |8° Pgdr = SC:C, ps C7) Fy)dr 
= DCCF, [gs gr)dr = DICE CF 
| (3. 5. 6) 


因此 ,在 非 人 的 本 征 态 # 中 测量 力学 量 ,无 确定 值 ,但 有 平均 值 ， 


而 且 平 均值 是 由 从 的 本 征 值 F, 通过 统计 平均 而 得 来 ,在 (F) 中 出 
现 F. 的 几率 是 |C,|*,C, 是 将 态 $ 按 { 妈 ) 展开 时 出 现 y 态 的 几率 


幅 . 因 此 得 出 结论 :在 非 和 的 本 征 态 # 中 测量 下 ,虽然 无 确定 值 ,但 
有 各 种 可 能 值 . 这 些 可 能 值 就 是 入 的 本 征 值 ,而 且 可 能 值 F, 出 现 
的 几率 为 |C, |。 这 个 结论 无 论 对 的 本 征 谱 是 分 立 谱 、 连 续 谱 , 还 
是 既 有 连续 谱 又 有 分 立 谱 都 成 立 。 

问题 2 若 久 的 本 征 值 既 有 连续 谱 , 又 有 分 立 谱 , 任 一 波 函 数 
$ 按 和 的 本 征 函 数 系 的 展开 式 为 


$7) = DC tr) + [Clryda (3. 5. 6)' 
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试 在 这 种 情况 下 证 明 上 述 结论 。 
3. 不 同 力学 量 同 时 有 确定 值 的 条 件 
若 人 在 态 有 确定 值 , 则 必须 是 全 的 本 征 态 ,有 
Fy= /fy (3. 5. 7) 
同 理 ,车 另 一 力学 量 G 在 态 y 中 也 有 确定 值 , 则 必然 也 是 6 的 本 
征 态 , 有 
Gy= gy (3. 5. 8) 
J 必须 是 各 的 共同 本 征 函 数 ,由 
A A A A 人 
FGy=gPy=gfy= Ghy 
即 


AA 入 A 
(FG—GF))y=0 (3. 5. 9) 


但 (3. 5. 9) 式 并 不 能 说 明 全 和 他 对 易 , 因 为 少 只 是 一 个 特定 的 波 函 


数 而 非 任意 波 函 数 ,事实 上 ,两 个 不 对 易 的 算 符 , 如 人 和 2,, 固然 
在 一 般 状 态 下 测量 它们 ,不 同时 具有 确定 值 ,但 在 角 量 子 数 / 一 0 
的 状态 中 测量 它们 , 却 同 时 具有 等 于 零 的 确定 值 。 因为 Y。 


= 一 一 , 是 个 与 角度 gb,p 无 关 的 常数 。 虽 则 人 与 你 不 对 易 ,但 
V7 


Yw(0,9) = Yool9 ,YG) = 一 二 仍 是 它们 的 共同 本 征 函数 , 而 且 本 


i 
征 信 均 为 零 。 
关于 算 符 的 对 易 性 和 测量 的 关系 ,存在 下 述 定理 和 逆 定 理 ; 
定理 ”车 线性 厄 米 算 符 信 各 有 不 止 一 个 共同 本 征 函数 , 且 
这 些 本 征 函 数 构成 完备 系 , 则 信和 人 必定 可 对 易 。 
证 :为 方便 起 见 ,假定 这 些 共 同 本 征 函 数 构成 分 立 谱 本 征 函数 
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系 { 儿 } 。 任 何 一 个 波 函 数 % 均 可 展开 为 


由 于 $ 是 任意 波 函 数 , 因 此 必 有 人 F 台 一 台所 = [六 ,6G] = 0, 丸和 仑 对 
易 。 ”证 毕 

逆 定 理 ” 若 线性 厄 米 算 符 和 避 对 易 , 则 它们 必 有 共同 的 本 
征 函 数 系 , 而 且 这 共同 本 征 函数 系 必 为 完备 系 。 


证 : 先 讨论 无 简 并 的 情况 。 若 几 是 的 任 一 本 征 函数 , 满 足 
则 CF 


A A A 
下 CC 内 一 下 .CC 办 (3.5. 10) 


(3. 5. 10) 式 表明 , 避 也 是 人 的 本 征 函 数 ,而 且 相 应 的 本 征 值 也 是 
F,。, 由 于 的 本 征 函 数 无 简 并 ,对 应 于 本 征 值 F, 的 本 征 函数 只 有 
一 个 ,因此 Gy 与 办 必然 描述 同一 个 态 ,它们 之 间 只 能 相差 一 个 党 
数 ， 以 G, 记 这 一 常数 ,得 


ee (3.5. 11) 


(3. 5. 11) 式 表明 ,也 是 的 本 征 函 数 , 和 尼 有 共同 的 本 征 函 数 
.由 于 上 述 证 明 可 遍及 所 中 的 任何 一 个 本 征 函 数 , 而 且 厄 米 算 符 


人 的 本 征 函 数 构成 完备 系 , 于 是 得 出 对 易 算 符 人 各 具有 共同 的 完 
备 的 本 征 函 数 系 。 
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再 讨论 有 简 并 的 情况 : 
PF yg, = Fy (a = 1,2,°.…,7) (3. 5. 12) 
重复 上 述 证 明 , 显 然 有 


AA A 
FG ys = FG Yo (3. 5. 13) 


(3. 5. 13) 式 表明 , 尼 也 是 所 的 本 征 函 数 ,相应 的 本 征 值 也 是 F,。 
但 由 于 信 的 本 征 函数 有 简 并 ,我 们 不 能 直接 得 出 C y 与 多 。 只 差 


个 常数 的 结论 .但 由 于 (3. 5. 13) 式 ,Cy 的 最 一 般 的 表示 式 只 能 
是 pw 的 线性 组 合 。 即 


. f 
®, = > Co (3. 5. 14) 
现在 证 明 , 总 可 适当 选择 C., 使 8, 为 的 本 征 函 数 ,满足 


CD, = G.G. (3. 5. 15) 
的 确 ,如 若 (3. 5. 15) 成 立 , 有 


上 f 
CGD, 一 (CC = G, DC (3. 5. 16) 
在 (3. 5. 16) 式 后 一 个 等 号 的 两 边 同 时 乘 上 i 并 对 空间 积分 得 
f A 了 
DC pi | G [Gm) = G, DC 
记 (pw 1 |) = Gs。, 上 式 化 为 
f 
2 (Gus 一 G0)Cs= 0 (3. 5. 17) 


(3. 5, 17) 式 是 个 线性 齐 次 方程 组 。 方程 组 具有 非 零 解 的 条 件 是 它 
的 系数 行列 式 为 零 : 
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det|Cu。 — G0%s| = 0 (3. 5.18) 


这 是 个 f 行 f 列 的 行列 式 。. 由 于 台 厄 米 有 Gs 二 G% ,可 证 明 这 时 
这 个 了 次 的 代数 方程 的 根 存在 。 由 (3. 5. 18) 式 解 出 了 个 根 GsC8 = 
1,2,… ,了 f) ,并 将 之 代入 (3. 5.17) ~ 解 出 了 组 CC8 一 1,2，…， 
用 ,从 而 得 出 了 个 本 征 函 数 BD,s 一 Dc ,(B 二 1,2,…, 放 ,这 样 


给 出 的 本 征 函 数 , 必 然 满 足 (3.5. je 式 。 即 有 
让 DD, es FD,p 
CB, = Ga, 


G。 就 是 我 们 要 求 的 信和 避 的 共同 本 征 态 。 重 复 与 无 简 并 时 同样 的 
证 明 ,可 以 得 出 对 易 算 符 & 和 C@ 具有 共同 的 完备 的 本 征 函 数 系 的 
结论 。 ”证 毕 

上 述 定理 可 推广 到 多 于 两 个 算 符 的 情况 .如 果 一 组 算 符 具有 
共同 的 完备 的 本 征 函 数 系 , 则 这 组 算 符 中 的 任何 一 个 算 符 均 与 其 
他 所 有 算 符 对 易 。 反 之 , 若 这 组 算 符 彼此 相互 对 易 , 则 它们 具有 共 
同 的 完备 的 本 征 函 数 系 。 

问题 3 ” 若 和 和 人 的 本 征 值 既 有 连续 谱 , 又 有 分 立 谱 , 上 述 定 
理 和 逆 定 理 是 否 仍然 成 立 ? 

现在 对 上 述 定理 作 些 总 结 和 讨论 ; 

Gi) 虽然 两 相互 对 易 的 算 符 & 各 有 完备 的 共同 本 征 函 数 系 ， 
但 多 的 本 征 函 数 不 一 定 总 是 人 的 本 征 函数 .只 有 当 人 的 本 征 值 无 简 


并 时 ,及 的 本 征 函 数 才 -- 定 是 好 的 本 征 函 数 .在 有 简 并 时 ,一 般 说 
来 ,需要 将 属于 同一 个 本 征 值 的 不 同 的 本 征 函数 重新 作 线 性 组 合 ， 


才能 得 出 刀 的 本 征 函 数 ,以 角 动量 算 符 为 例 ; 算 符 名 与 人 对 易 , 它 


们 有 完备 的 共同 本 征 函数 系 Yi,(0,9) 。 儿 与 4, 也 对 易 , 它 们 也 有 
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完备 的 共同 本 征 函 数 系 Yw(2 ,gz ) .这 里 9 和 9 表示 选 工 轴 为 球 坐 
标的 极 轴 时 的 坐标 系 中 的 极 角 和 方向 角 。 由 于 了。 的 自 变量 不 同 ， 
因此 一 般 说 来 Yo(,p) 不 等 于 Ym(Y ,9 人 1)， 只 有 Yo0b0,9) 


RD -二 是 例外 , 即 全 和 人 -的 共同 的 本 征 函数 系 与 


和 上 ,的 共同 的 本 征 函 数 系 并 不 相同 。! 关 0 时 的 Y(0,9) 固然 是 2 
的 本 征 函 数 ,但 却 不 是 2, 的 本 征 函 数 , 比 方 说 Y11(0,9) 是 人 和 
的 本 征 函 数 ,但 不 是 2, 的 本 征 函 数 .但 车 将 YC9,9) ,Yo(0,9) 和 
Y,_1(0,9) 这 三 个 属于 妈 同一 本 征 值 2 如 的 本 征 函数 作 不 同 的 线 
性 组 合 ,一定 可 以 分 别 给 出 人 的 本 征 函 数 YC0 ,gp ) Yol0 sp ) 9 
及 Y，,(b ,9 ) 。 请 读者 直接 通过 坐标 变换 证 明 上 述 结 论 

(i) 当 妈 和 他 对 易 时 ,它们 的 共同 的 本 征 态 的 特性 显然 不 仅 由 
和 ,而 且 也 由 确定。 因此 ,要 完全 确定 体系 的 状态 ,需要 一 组 相互 
对 易 的 力 学 量 。 由 这 组 力学 量 的 本 征 值 或 量子 数 来 确定 体系 所 处 
的 状态 。 以 所 原子 的 状态 frm 为 例 , 它 由 一 组 量子 数 (x,l,m) 确定 ， 
这 组 量子 数 相 应 的 力学 量 为 能 量 豆 , 角 动量 L? 及 角 动 量 的 = 分量 
L.. 算 符 女 ,LZ ,过 相互 对 易 ,这 三 个 力学 量 完全 确定 了 氧 原子 的 状 
态 多 wm。 我 们 称 这 一 组 完全 确定 体系 状态 的 力学 量 为 力学 量 的 完 
全 集 ,完全 集中 力学 量 的 数目 与 体系 的 自由 度 的 数目 相同 三维 空 
间 中 ,自由 度 是 3, 决 定 体系 状态 需要 三 个 其 算 符 相互 对 易 的 力学 
量 .当然 ,对 不 同体 系 ,一 般 说 来 这 三 个 力学 量 可 以 有 不 同 的 选择 。 
如 对 自由 粒子 ,这 三 个 力学 量 可 选 为 多 ,多 ,多 .它们 可 以 不 同 于 氢 
原子 的 记 , 六 ,人 

(iii) 由 此 可 见 , 简 并 来 自 不 完全 测量 .确定 氧 原子 状态 需要 
同时 测量 女 ,2 及 忆 .如 果 只 测量 衣 , 只 能 确定 主 量子 数 n, 就 导致 
出 现 1 和 nm 的 简 并 .如果 同时 测量 右 和 上 ,但 未 测量 人 ,测量 仍然 
不 完全 , 简 并 仍然 不 能 完全 消除 ,仍然 有 关于 量子 数 x 的 2/ 十 1 度 
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简 并 。 
综合 上 述 ,我们 得 出 结论 : 当 两 个 或 多 个 力学 量 相互 对 易 时 ， 
它们 有 完备 的 共同 本 征 函 数 系 ,在 这 些 共同 的 本 征 函 数 中 测量 这 
些 力 学 量 ,它们 将 同时 具有 确定 值 。 


§ 3.6 不 确定 性 原理 


设 和 A 各 为 两 个 不 对 易 的 线性 厄 米 算 符 .如 8 3.5 所 述 ,在 和 4 
的 本 征 态 中 测量 力学 量 4, 有 确定 值 , 即 该 本 征 态 的 本 征 值 ,在 数 


值 上 也 等 于 和 在 该 态 的 平均 值 .现在 问 ,在 A 的 本 征 态 中 测量 另 一 
力学 量 名 ,会 出 现 什么 结果 ?进一步 ,如 果 在 任 一 个 既 非 4 又 非 名 的 


态 中 测量 4 和 B, 又 会 出 现 什么 结果 。 
不 确定 性 原理 (Uncertainty Principle)( 旧 译 测 不 准 关 系 ) 回 
答 了 这 个 问题 .我 们 先 来 对 这 个 原理 作 一 般 证 明 : 构 造 积分 


1@ = leAy—ibyldr>0 (3. 6. 1) 


式 中 ,是 实 参 数 ,y 是 任意 波 函 数 ,1(6) 之 所 以 大 于 或 等 于 零 是 因 
为 被 积 函数 不 小 于 零 .将 (3. 6. 1) 式 的 平方 项 展开 ,得 


A .A A .人 
1(é€) = | 和 十 1B*y*)(E Ay— iB ydr 
A A 
a | fdr 
i [CA yg) 1) — By Aldr 
A 人 
| By a 
由 于 ,8 厄 米 , 上 式 可 写成 
OD ee 的 人 apdr 一 ié|y (入 全 一 BA)yar+ | par 
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A A A 
二 人 (A?) 二 (CC) 二 + (B?) 宇 0 (3. 6. 2) 


式 中 算 符 C 满足 [4,8] = iC@,(3.6. 2) 式 是 关于 < 的 二 次 式 ,不 等 
式 (3. 6. 2) 成 立 的 条 件 是 


A bz) > 人 (3. 6. 3) 


即 


1)| 


[eA?) (By 1 之 > 


二 亏 1[A,B])| (3. 6. 4) 


(3. 6.4) 式 对 任 两 线性 厄 米 算 符 A,B 均 成 立 , 令 
AA= A— (A), AB= $B $8) 
显然 ,A 4,A 8B 也 是 线性 厄 米 算 符 , 它 们 的 对 易 子 满足 


[AA,AB]= [A,B] (3. 6. 5) 
由 (3. 6. 5) 及 (3. 6. 4) 式 得 


[TCA AY:) A BT > |<[A,B])| C3.6.6) 


取 算 符 和 A 二 zx, 和 B= ， ,由 [z, 包 ] = i 志 及 (3. 6. 6) 式 得 


页 2 
((Az)2)((4A 多 . )2》 之 Se (3. 6. 7) 


(3. 6. 7) 式 表明 , (CAz)?) 和 (CA 多 ,)?*) 不 能 同时 为 零 ,而 且 坐 标 zx 
的 方 均 偏差 越 小 ,动量 p, 的 方 均 偏差 越 大 ,反之 亦 然 。 
同 理 ， 取 和 4 二 Ee ih 坟 ， 放大 t， 由 [用 ， t| 一 [为 于, 一 ji 妃 及 


(3. 6. 6) 式 得 
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2 
(CA1)?) CA EY > (3. 6. 8) 


(3. 6.7) 和 (3. 6. 8) 式 称 为 不 确定 性 原理 ,通常 , (3. 6. 6),(3. 6.7) 
及 (3. 6. 8) 式 也 常常 简 记 为 


A A 
44 AB 之 六 ([4,8B]) (3. 6. 9) 
ArAp, 之 瑚 /2 (3. 6. 10) 
At + AE 之 有 /2 C3. 6. 11) 


式 中 A4 ,4B,Ax,Ap,,At ,AE 均 表 示 这 些 量 的 方 均 根 值 。 

现在 对 不 确定 性 原理 作 一 些 分 析 和 讨论 : 

(1) 不 确定 性 原理 是 微观 粒子 运动 的 基本 规律 .严格 说 来 , 它 
不 是 一 个 独立 的 原理 ,而 是 波 粒 二 象 性 和 波 函 数 统计 解释 导致 的 
必然 结果 .特别 要 强调 指出 ,在 (3. 6. 6) 式 的 证 明 过 程 中 ,根本 不 
涉及 测量 .只 要 有 波 函 数 统计 解释 和 力学 量 的 平均 值 公式 ,就 可 以 
严格 导出 不 确定 性 原理 .过 去 ,常常 容易 产生 一 种 误解 ,似乎 粒子 
本 身 具 有 确定 的 坐标 和 动量 , 只 不 过 我 们 不 能 同时 准确 测量 它们 
罢了 。 特 别 由 于 过 去 将 Uncertainty Principle 译 成 “ 测 不 准 关系 ”， 
更 易 引 起 这 种 误解 .实际 情况 是 ,由 于 波 粒 二 象 性 及 波 函数 统计 解 
释 ,粒子 在 客观 上 不 能 同时 具有 确定 的 坐标 和 相应 的 确定 的 动量 。 
正 因为 客观 上 不 同时 具有 确定 的 坐标 和 动量 ,当然 也 不 可 能 同时 
准确 地 测量 它们 。 

(2) 就 本 质 而 言 , 不 确定 性 原理 无 非 是 8 3.5 中 两 个 力学 量 
同 时 具有 确定 值 的 定理 的 一 个 推论 。 因 为 和 ,多 . 两 个 算 符 不 对 易 ， 


它 们 没有 共同 的 本 征 函 数 系 。 不 仅 如 此 ,事实 上 ,它们 没有 共同 的 


本 征 态 . 因 此 不 可 能 同时 准确 测量 和 和 多 .以 一 维 情况 为 例 。 具 有 

确定 动量 p = 乌 的 波 函 数 是 平面 波 几 (zx) ~ emrm, 而 它 在 空间 各 

点 的 几率 密度 , 15 (z)1* = 1, 是 个 与 空间 位 置 无 关 的 常数 ,因此 

粒子 的 位 置 完 全 不 确定 ,有 Ap = 0,Az > co。 同 样 , 具 有 确定 坐标 
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| 


3 不 VU | 


号 2 了 AN 


外 


ZX 二 Zo 的 波 函 数 是 6(z 一 zo) ,在 动量 空间 相应 的 波 函 数 是 


1 和 一 Lpz 
Colp) 一 mob] oz 一 Xo)e ? /所 六 


一 ipozo/ 办 


(2x #1)12 


几率 是 1C.(p)| 一 如 到 一 const, 因 此 粒子 的 动量 完全 不 确定 ,有 


4Az 二 0,4Ap 一 00. 这 正 是 不 确定 性 原理 。 算 符 玉 和 :也 是 如 此 ，。 
问题 1 试 就 高 斯 波 包 的 情况 ， 


C 

y(z) 一 ez” ,证 明确 实 满足 不 确定 0 

性 原理 。 C 

(3) 在 历史 上 ,不 确定 性 原理 是 

从 一 些 理 想 实 验 提出 来 的 .图 3.6.1 0 

是 一 个 理想 实验 的 示意 图 .4B 是 一 0 

个 有 狭 矣 的 屏 , 屏 的 宽度 为 4d,CD 是 4 

荧光 屏 。 粒 子 以 动量 p 从 缝 的 左边 沿 D 
y 方向 运动 粒子 在 穿 过 狭 锋 时 的 x 


上 本 图 3.6.1 狭 颖 衍射 图 
坐标 的 不 确定 度 是 


4Az 王 dd (3. 6. 12) 
由 于 波 粒 二 象 性 ,在 屏 CD 中 将 出 现 衍射 图 样 。 利 用 粒子 在 屏 CD 
中 的 衍射 图 样 ,可 以 求 出 p; 的 不 确定 度 . 设 由 狭 锋 中 心 到 第 一 个 
术 射 极 小 的 射线 与 y 轴 的 夹 角 为 ,粒子 的 德 布 罗 意 波长 为 4, 由 和 
射 公式 ,有 


. A 
dsina 一 本 (3. 6. 13) 


德 布 罗 意 波 主 要 集中 在 一 a 一 十 之 间 的 范围 内 。 在 这 范围 内 4Az， 
为 
Ap, = psina = 2 (3. 6. 14) 
149 


由 元 ,得 
(3. 6. 15) 
ps: = 24 . 6. 
由 (3. 6.12) 及 (3. 6.15) 式 得 
ArAp = 全 (3. 6. 16) 


若 把 次 级 衍射 也 考虑 进去 , 则 显然 Ap, 比 (3. 6. 14) 式 的 结果 要 大 ， 
即 有 Ap, 之 5 25 ,及 


AzAp, > (3. 6. 17) 


， 4z 越 小 ,由 (3. 6.17) 式 得 出 Ap, 越 大 ,这 正 是 不 确定 原 


给 出 的 结论 。 
(4) 量子 力学 中 零 点 能 的 出 现 可 以 用 不 确定 性 原理 来 说 明 。 
以 一 维 谐振 子 为 例 . 它 的 平均 能 量 是 


0 人 十 十 me Cz!) (3. 6. 18) 


坐标 的 平均 值 和 动量 的 平均 值 分 别 是 
《XxX) 二 N:| eHilaz)zdzx =0 (3.6.19) 


(3. 6. 19) 式 由 e-“*Hi(az) 是 z 的 偶 函 数 ,积分 的 宗 量 是 x 的 奇 
顺 数 而 得 出 .同样 
. i lz? d ze 
(p) =—ih Ni| eH(ar) Fe AH,cr) jr -0 
(3. 6. 20) 


最 后 一 步 是 注意 到 地 | e- 学 坟 ,(dz) 是 的 奇 函 数 而 得 出 ,事实 


上 ,(3. 6.19) 及 (3. 6. 20) 式 的 结果 在 物理 上 是 容易 理解 的 ,因为 
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多 区 


在 坐标 空间 一 维 谐振 子 波 函 数 对 原点 x == 0 对 称 , 所 以 人 z) = 0, 而 
谐振 子 的 哈密 顿 量 是 z 和 pp 的 二 次 齐 次 函数 , 除 z? 及 项 前 面 的 
系数 外 ,将 和 互 换 ,哈密 顿 量 作 为 z 和 的 二 次 齐 次 函数 的 形 
式 不 变 , 可 见 在 动量 空间 一 维 谐振 子 的 波 函 数 必然 也 对 原点 pz 二 0 
对 称 , 所 以 《p》 < 0. 由 
((Azx)) = (zx) — (7)?, (Ap)’) = (pp) ~— (pp) 
(3. 6. 21) 


及 (3. 6.18) 式 得 


十 于 maa2((Az)2) (3. 6. 22) 


六 (Ap) > 


按 不 确定 性 原理 , ((42z):》 和 (〈((4z)?)》 不 同时 为 零 ,因而 (E) 的 最 
小 值 必 不 为 零 , 这 就 出 现 零点 能 .为 求 ( 五 ) 的 最 小 值 ,在 (3. 6.7) 式 
中 取 等 号 得 


太 ? 
BY = 一 -一 
代入 (3. 6. 22) 式 
= 


将 (E)〉 对 CAz)) 变 分 , 取 极 小 值得 


SE) 大 | 一 1 eh 
| 7 网 人 
(3. 6. 25) 
太 
((Az) min 一 二 一 一 《3. 6. 26) 
2 
将 (3. 6. 26) 式 代 入 (3. 6. 24) 式 后 得 
如 2zrtw 1 2 Ah 1 

(Brn = gm om gm ™ Aw (3.6.27) 
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这 正 是 谐振 子 的 零点 能 。 
(5) 将 不 确定 性 原理 用 于 角 动量 算 符 ,由 [和 多, 亿 ] = ij 及 
(3. 6. 6) 式 得 


2 
((AF_)z)》 + (CAL,)?) > SL2) (3. 6. 28) 


若 所 处 的 状态 为 人 的 本 征 态 Y 6, 有, 则 (外 = m? 姑 ,在 Yi 态 中 
24, 和 上 ,两 算 符 的 不 确定 性 原理 为 


7722 ht 
4 


((AL.)°)((AL,)’) 之 (3. 6. 29) 

(6) 从 量子 力学 诞生 之 日 起 ,测量 问题 一 直 是 国内 外 物理 学 
家 和 哲学 家 争论 的 焦点 。 测 量 仪器 和 客体 的 关系 ,观测 者 的 作用 ， 
是 否 存在 着 粒子 和 测量 仪器 之 间 不 可 控制 的 相互 作用 , 甚至 有 人 
由 此 出 发 引伸 为 主体 和 客体 不 可 区 分 , 从 而 否定 物质 的 客观 存在 
等 等 。 关于 这 些 问 题 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 各 种 专著 。 

几乎 在 与 海 森 堡 提 出 不 确定 性 原理 的 同时 , 玻 尔 提出 了 互补 
原理 ( 亦 译 为 并 协 原理 )。 他 认为 ,既然 微观 客体 既 有 波动 性 ,又 有 
粒子 性 ,而 波动 性 和 粒子 性 又 不 会 在 同一 个 测量 中 出 现 ,因此 波 和 
粒子 这 两 种 经 典 概念 在 描述 微观 现象 时 是 互 斥 的 ;它们 不 会 在 同 
一 实验 中 同时 存在 ,互相 冲突 。 但 另 一 方面 ,在 解释 微观 世界 时 ,这 
两 个 概念 又 是 互补 的 ,并 协 的 , 缺 一 不 可 。 他 所 开创 的 哥本哈根 学 
派 还 提出 :测量 仪器 分 为 两 类 ,一 类 用 来 确定 粒子 运动 的 时 空 
性 , 另 一 类 用 来 确定 能 量 和 动量 属性 ,这 两 类 仪器 不 能 同时 使 用 ， 
是 互 斥 的 ,但 又 是 互补 的 ,因为 只 有 将 这 两 类 仪器 的 结果 和 这 两 类 
描述 结合 起 来 ,才能 给 出 完全 的 描述 .总 而 言 之 ,在 微观 世界 里 ,一 
些 经 典 概念 的 应 用 不 可 加 免 地 将 排除 为 一 些 经 典 概念 的 应 用 ,而 
这 另 一 些 经 典 概念 在 另 一 些 条 件 下 又 是 描述 现象 所 不 可 缺少 的 ; 
必须 而 且 只 须 将 所 有 这 些 既 互 斥 ,又 互补 的 概念 汇集 在 一 起 ,才能 
而 且 一 定 能 形成 现象 的 详尽 无 遗 的 描述 。 玻 尔 甚 至 把 互补 原理 作 
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为 解释 量子 力学 的 出 发 点 。 

本 书 不 拟 深 入 探讨 互补 原理 的 功 过 以 及 哥 本 险 根 学 派 的 对 
与 错 。 但 在 最 后 一 章 中 我 们 会 对 测量 问题 中 争论 最 多 的 爱 因 斯 
坦 - 潘 道 夫 斯 基 - 罗 逊 伴 廖 作 进一步 的 介绍 。 


$ 3.7 ”力学 量 随 时 间 的 变化 


在 第 二 章 波 动力 学 中 ,体系 状态 随时 间 的 变化 由 薛 定 谓 方 程 
描述 。 在 本 章 中 ,我 们 又 看 到 在 量子 力学 中 力学 量 用 算 符 表示 。 力 
学 量 随时 间 的 变化 可 以 归结 为 算 符 随时 间 的 变化 。 由 于 在 任何 一 
个 态 %r,i) 中 测量 力学 量 F, 除 是 的 本 征 态 外 ,一 般 只 有 平均 
值 .因此 我 们 将 先 讨论 平均 值 随时 间 的 变化 ,并 由 此 给 出 算 符 随时 
间 的 变化 规律 。 

在 任 一 态 少 中 的 平均 值 为 


‘人 = 位 后 二 Dr (3.7.1) 


当 体系 所 处 的 状态 随时 间 变 化 时 , <) 将 随时 间 变 化 .将 (3.7.1) 
式 对 时 间 微 商 得 


A A 
d( 天 ) [,.9F ag* A ,Aay 
(3.7.2) 
由 于 
Ch A sk 
故 有 


, A 人 和 
元 dr 一 去 |( 女 ) Pydr + | fH ydr 


153 


| 
一 
CC、 
SI 
~ [> 
十 


“< 


A 
注意 到 (多) 与 坐标 无 关 ,引入 算 符 5 ，, 令 


A 
Cy 


比较 (3.7.4) 式 和 (3.7.5) 式 ,由 于 少 是 任意 波 函 数 , 得 


A 
_ dlF,) 


dt 


= | di 


称 为 信和 胡 的 量子 泊 松 括号 , (3. 7. 6) 式 化 为 


A 
车 算 符 人 不 显 含 时 间 ,3 一 0,(3.7. 8) 式 又 可 改写 成 


A 
dF 
dz 


| 


人 
显然 , 泊 松 括号 具有 和 对 易 子 相同 的 运算 性 质 。 
问题 1 证 明 泊 松 括号 具有 下 述 性 质 ， 
a) (AB,E} = (A,C} B+ A (B,C) 
C2) (A,BE} = {AB} C+ $B {AC) 


(3.7.4) 


(3.7.5) 


(3.7.6) 


(3.7.7) 


(3.7.8) 


(3.7.9) 


(3) (A,(B,C}) + (B,C,A)} + (CE,A,8)} =0 
d 


A 
问题 2 证 明 若 和 A 一 名 + , 则 人 一 十 守 ; 若 A= 名 . 双 ， 


则 


$ 3.8 运动 积分 , 宇 称 算 符 


1， 运 动 积 分 和 守恒 量 
车 算 符 人 对 时 间 的 全 微 商 为 零 ， 


一 一 一 0 (3. 8. 1) 


则 称 算 符 人 所 表示 的 力学 量 为 运动 积分 .由 (3.7.5) 式 可 得 :运动 
积分 在 任 一 态 中 的 平均 值 都 不 随时 间 而 变化 , 是 守恒 量 。 由 


A 
(3.7.6) 式 , 若 信 不 显 含 i,37 = 0, 上 且 名 与 六 的 泊 松 括号 为 零 , 即 
与 哈密 顿 算 符 对 易 , 则 必 为 守恒 量 , 或 称 运动 积分 。 

在 量子 力学 中 , 守 便 量 很 多 。 例 如 对 自由 粒子 ,其 动量 与 哈密 
顿 算 符 对 易 ,因而 动量 守恒 。 在 转 力 场 中 运动 的 粒子 , 包 , 人 ,二 ,和 
均 与 亡 对 易 , 因 而 角 动 量 守恒 .对 氢 原 子 ,能 量 算 符 不 显 含 二, 训 ， 
包 ,. 这些 算 符 均 相 互 对 易 , 因 此 能 量 守 便 , 刀 守恒 ,人 守恒。 这 些 
守恒 量 提供 了 三 个 好 的 量子 数 za 和 和 m。 

体系 的 守恒 量 有 下 述 性 质 ， 

(i) 守恒 量 在 任何 态 下 的 平均 值 都 不 随时 间 改 变 而 改变 。 

ii) 在 任何 态 少 下 测量 守恒 量 色 ,其 几率 分 布 均 不 随时 间 改 变 
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而 改变 。 一 般 地 , 态 少 可 能 不 是 么 的 本 征 态 .但 由 于 [让 ,所 = 0, 女 


和 必 有 共同 的 本 征 函 数 系 { 办 } .将 少 按 { 几 } 展开 
Pt) 一 CC) Gil) 


Ce 人 lt) = (plr) ylr,t)) 


人 CC 二 A 


由 于 如 厄 米 , (3. 8.4) 可 写成 


1 
= 地 ( 灼 By 


d E, 
C0) = 直 Hy lg)) 一 (ply)) 
E 
一 AC lt) 
(3. 8. 5) 是 Ci(2) 的 一 阶 微分 方程 式 , 它 的 解 是 
Ct) = Ci(O)e-iEan 


故 有 
[C2) 1 = |C.C0) |? 


(3. 8. 2) 


(3. 8. 3) 


(3. 8. 4) 


(3. 8.5) 


(3. 8. 6) 


(3. 8.7) 


与 时间 无 关 。 因 此 在 任何 一 个 态 少 中 测量 守恒 量 人 , 测 出 各 种 可 能 


值 的 几率 分 布 1Cil 与 时 间 无 关 。 


由 此 可 见 , 若 在 t = 0 时 上 有 确定 值 , 则 在 以 后 任何 时 刻 t 二 + 
时 也 有 确定 值 .体系 在 + = 0 时 处 在 的 某 一 本 征 态 , 则 以 后 任何 
时 刻 均 处 在 同一 本 征 态 。 同 样 ,车 在 t = 0 时 人 无 确定 值 ,br,0) 并 
非 刀 的 本 征 态 , 则 在 以 后 由 薛 定 兽 方程 给 出 的 态 (r,t) 中 ,测量 人 


也 不 会 有 确定 值 .但 测量 得 出 各 种 可 能 值 的 相应 的 几率 分 布 不 
变 。 由 于 守恒 量具 有 上 述 性 质 , 描述 守 便 量 的 量子 数 称 为 好 量子 


数 。 
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(iii) 车 体系 有 两 个 或 两 个 以 上 的 守恒 量 ,而 且 这 些 守恒 量 彼 
此 不 对 易 , 则 一 般 说 来 ,体系 的 能 级 简 并 。 
以 两 个 守恒 量 为 例 。 设 这 两 个 守恒 量 为 信和, 且 [分 , 台 ] 二 0。 
由 于 人 A 是 守恒 量 ,[ 妈 , 记 ] = 0, 人 和 和 妇 有 共同 本 征 态 9 
全 (3. 8. 8) 
由 于 避 守 恒 ,[ 台 , 女 ] = 0, 则 
户 6J = 人 良和 = Ely (3.8. 9) 


(3. 8.9) 式 表明 如 少 也 是 丰 的 本 征 态 , 且 本 征 值 也 是 EE。 又 因 
[入 ,6 和 0, 故 一 般 地 ,除了 极 特殊 的 状态 之 外 ,有 


六 大 A KH 人 
FGy#zAzGFYy=f/GY (3. 8. 10) 


即 Gy 不 是 入 的 本 征 态 , 即 人 y 闫 const . J, 尼 y 与 是 两 个 不 同 的 
态 。 因 此 属于 本 征 值 眉 的 让 的 两 个 本 征 态 Cy 和风 简 并 。 

说 明 上 述 结果 的 一 个 最 直接 的 例子 是 氧 原子 .对 所 原子 体系 ， 
[加 ] = 0,[ 纪 让] = 0 但 [多 .,$.] 关 0, 因 此 能 级 必 有 简 并 。 

2. 维 里 定理 

利用 平均 值 随时 间 变 化 的 公式 ,可 以 导出 一 个 对 讨论 薛 定 刘 
方程 非常 有 用 的 定理 一 维 里 定理 。 

设 粒 子 在 势 场 V(r) 中 运动 ,其 哈密 顿 算 符 为 


人 
Ce (3. 8.11) 


讨论 (r ， Bp) 随时 间 的 变化 。 由 平均 值 公式 (3.7.4) 得 


dr »。 p) 本 


1 A 


= | < [名 |]> 这 ‘r+ hv) 
157 


_ 人 CEikh> 本 pr .« VV)) 
《E> = (3. 8. 12) 
在 推导 (3. 8. 12) 式 中 我 们 曾 利用 对 易 关 系 
A A 
[r,F (CDp)] =ifF'(p) (3, 8. 13) 
FG 0] == 4) (3. 8. 14) 
(3. 8. 13) 及 (3. 8. 14) 两 式 中 ,一 撤 表 示 对 宗 量 的 微 商 。 
对 于 定 态 ,所 (r，p) 一 0, 故 有 


p’ 
二 《r。VV) (3.8.15) 
mm 
或 
A 
2(7) = (r* VV) (3. 8. 16) 


式 中 个 是 动能 算 符 .C3 8. 16) 式 称 为 维 里 定理 。 
若 V(z,y,z) 是 xz,y,z 的 7 次 齐 次 函数 ,由 (3. 8. 16) 式 得 


2(7) = nlV) 《3. 8. 17) 


将 (3. 8. 17) 式 用 于 谐振 子 势 ,由 于 谐振 子 势 是 关于 r 的 二 次 齐 次 
函数 ,得 (T〉==(V)。 将 (3.8.17) 式 用 于 库仑 势 ,V(r) = e?/r， 
n 二 一 1, 得 (V) = 一 24T)。 

例 1 一 质量 为 m 的 粒子 ,在 对 数 势 V(r) = Cln(r/ro) 中 运 
动 ,ro 是 常数 ,证 明 : 

(i) 所 有 能 量 本 征 态 都 有 相同 的 方 均 速度 ， 

(i) 任何 两 个 能 级 之 间 的 能 量 间 隔 与 质量 mx 无 关 。 


解 :Gi) 由 (vw?) 二 (Pp*/m) 一 i(p) 
及 定 态 的 维 里 定理 (3. 8. 16) 式 , 有 
158 


全 亲人 
772 m2 m 


= 并 | 
nm 


od 
和 二 ydr 一 二 (3. 8. 18) 


r $Clnr/r]| yy 


(3. 8. 18) 式 对 任何 本 征 态 均 成 立 。 
(i) 由 及 = |gr 让 wdr, 得 


2 
ee 2 > es (3. 8. 19) 


(3. 8. 19) 式 右 端 与 无关, 因而 有 
{BE} 


dm 
任何 两 能 级 间隔 E, 一 已 _， 都 与 到 无 关 。 ”证 毕 
例 2 求 在 和 的 本 征 态 中 对 易 子 [ 女 ,A] 的 平均 值 。 


解 ” 令 |y) 为 厄 米 算 符 应 的 正 交 归 一 本 征 态 , 相 应 的 本 征 值 
为 五 , 即 


Hly) = Ely) 
而 
yh ,A = yh A- Ak iy) 


~ EY Alg — EY|A ly 


(3. 8. 20) 


在 应 的 本 征 态 中 [ 友 ,4] 的 平均 值 为 零 。 
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3. 宇 称 算 符 

在 量子 力学 中 ,能 量 ,动量 , 角 动 量 等 物理 量 都 能 在 经 典 力学 
中 找到 它们 的 对 应 量 ,而 且 和 经 典 力学 相同 ,这 些 量 的 守恒 对 应 于 
某 种 时 空 连续 变换 下 的 对 称 性 或 不 变性 .事实 上 ,在 经 典 力学 中 ， 
也 有 与 (3.7. 6) 式 相 似 的 公式 ,对 正则 变量 r,p 和 时 间 上 的 函数 
下 = Fr,pt)， 在 经 典 力学 中 有 


dF aF 
a gr tre (3.8. 21) 


aF aH aF 9H 


其 中 [F,Hl = | 5x 5 一 了 7 5 | 是 经 典 的 泊 松 括号 . 量 


子 力学 和 经 典 力 学 的 不 同 仅 在 于 将 五 看 成 算 符 ,将 经 典 的 泊 松 括 
号 改 成 量子 的 泊 松 括号 。 因 此 与 经 典 力学 相似 ,在 量子 力学 中 , 若 
体系 的 哈密 顿 量 或 拉 格 明 日 量具 有 时 间 平 移 不 变性 , 则 体系 的 能 
量 守 人 恒 ; 若 哈密 顿 量 或 拉 格 朗 日 量具 有 空间 平移 不 变性 , 则 体系 的 
动量 守恒 ;车 哈密 顿 量 或 拉 格 朗 日 量具 有 空间 旋转 不 变性 , 则 体系 
的 角 动 量 守恒 。 

除 上 述 这 种 与 经 典 力学 对 应 的 守恒 定律 外 ,在 量子 力学 中 ,还 
有 一 些 在 经 典 力学 中 找 不 到 对 应 关系 的 对 称 性 .这 主要 是 一 些 分 
立 对 称 性 。 例 如 时 间 反 演 上 一 一 上 变换 ,空间 反 演 r 一 一 "变换 ,电荷 
共 思 变 换 , 即 正 \ 反 粒子 互 换 的 变换 下 哈密 顿 量 的 不 变性 。 


以 空间 反 演 为 例 .引入 算 符 P, 令 
2 (3. 8. 22) 


或 记 作 P yz,y,z) = Y( 一 x 一 y, 一 z),P 称 为 宁 称 算 符 . 宇 称 
算 符 具有 下 述 性 质 
Gi) 字 称 算 符 是 将 坐标 通过 原点 反射 , 即 用 一 > 代替 > 的 算 
符 ,在 直角 坐标 中 ,相当 于 以 一 + 代替 xz, 一 > 代替 y, 一 = 代替 =， 
在 球 坐 标 中 ,相当 于 以 x 一 0 代替 0,9 十 x 代替 9 并 保持 |r| 不 变 。 
它 不 同 于 镜 式 反 演 , 镜 式 反 演 只 将 z 变 作 一 zx, 而 不 改变 y 和 z。 只 
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在 一 维 情况 下 ,空间 反 演 才 等 同 于 镜 式 反 演 。 
因此 ,在 坐标 表象 的 基底 |r) 中 ,由 于 P |r) 一 | 一 ry), 有 


‘riPlr = r=6r+r) (3.8.23) 


对 于 坐标 表象 的 任何 态 矢 量 1y) ,由 


Iy) = |arycr) I (3. 8. 24) 
作 变 换 r' = 一 r,(3. 8. 24) 式 可 写成 
|g) = jaryc— r)| 一 m) 
而 按 字 称 算 符 定义 , 台 I) = |dr%( 一 一 ) 1》, 故 有 
(3. 8. 22)， 


人 | 色 | 办 三 大 二 门 
(3. 8. 22)' 式 其 实 就 是 (3. 8. 22) 式 。 写 法 的 不 同 之 处 只 在 于 :| 少 
是 任意 态 矢 量 , 未 引入 表象 .%(r) 是 |y) 在 坐标 表象 中 的 表示 , 即 


Gi) 字 称 算 符 是 龙 米 算 符 。 
显然 ,PP 是 单位 算 符 ,因为 
Pyer) = Py(— 7) = VCr) (3. 8. 25) 
P:=1 (3. 8. 26) 
或 写成 
A A 
P= P- (3. 8. 27) 
另 一 方面 ,(3. 8. 22)' 式 可 改写 为 
(3. 8. 28) 


Ns 
由 于 (3. 8. 28) 式 对 任意 态 矢 量 |y) 都 成 立 , 有 
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Be (3. 8. 29) 
而 对 字 称 算 符 的 定义 式 P |r〉 = | 一 r+) 取 厄 米 共 堪 后 ,又 有 

人 | 和 (3. 8. 30) 
比较 (3. 8. 29) 及 (3. 8. 30) 式 后 ,得 


A A 
P= P+ (3. 8. 31) 
因此 PP 是 厄 米 算 符 , 而 且 由 (3. 8.27) 及 (3. 8. 31) 式 又 得 


A 人 
并 (3. 8, 32) 


满足 (3. 8. 32) 的 算 符 称 为 么 正 算 符 , 厄 米 算 符 也 是 乏 正 算 符 。 
(iii) 字 称 算 符 的 本 征 值 是 土 1。 


由 PP = 1 及 字 称 算 符 是 厄 米 算 符 , 其 本 征 值 为 实数 ,得 出 色 的 

本 征 值 为 士 1, 即 有 
Pp = (3. 8. 33) 
2 (3. 8. 34) 


波 函 数 办 经 了 作用 后 保持 不 变 ,我 们 称 这 种 波 函 数 具有 偶 宇 称 . 波 


函数 如 经 了 作用 后 变 号 , 则 称 这 种 波 函 数 具有 奇 宇 称 .无 论 是 奇 字 
称 波 函 数 还 是 偶 字 称 波 函数 ,都 称 为 具有 确定 字 称 的 波 函 数 。 


(iv) 若 体系 的 哈密 顿 算 符 大 在 空间 反 演 下 不 变 , 即 
opD=h(r,—p) (3. 8. 35) 
则 由 
A A A A 
PH(r pyrt) = H(—r,— pp)PYyr,t) 


= 0,p) P yor) (3. 8. 36) 
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可 得 宇 称 算 符 多 与 女 对 易 : 
[rpP,A1=0 (3. 8. 37) 


应 具有 空间 反 演 不 变性 , 字 称 守恒 .外 和 女 有 共同 本 征 态 . 例 如 一 
维 谐振 子 , 女 具有 空间 反 演 不 变性 , 它 的 能 量 本 征 函数 也 是 字 称 
算 符 的 本 征 函 数 ,满足 

Pi Cy L088 


字 称 的 奇偶 性 由 n 的 奇偶 性 决定 。 
问题 1 ”一 维 无 限 势 阱 和 一 维 方 势 阱 的 本 征 函 数 是 否 一 定 具 
有 确定 的 宇 称 ?什么 情况 下 才 具 有 确定 的 字 称 ? 
应 该 指出 ,即使 宇 称 守 恒 ,[ 户 ,应 ] -= 0, 也 并 不 意味 着 能 量 本 
征 函 数 一 定 有 确定 的 字 称 .只 在 无 简 并 的 情况 下 ,由 


y= Ey 
HPpy=Phiy=Eby 
才 可 以 断言 ,名 y 与 少 都 是 应 对 应 于 本 征 值 为 天 的 同一 个 态 ,两 者 
只 能 差 一 个 常数 ， 
A 
Py=%y 
我 们 才能 肯定 能 量 本 征 函 数 具有 确定 宇 称 ,在 有 简 并 情况 下 , 女 


的 本 征 函数 不 一 定 具 有 确定 的 字 称 ,例如 一 维 自由 粒子 , 廊 一 人 
a 了 2z, 具 有 空间 反 演 不 变性 入 (Cx) 一 主 ( 一 z), 宇 称 守恒。 
应 的 本 征 态 e ”及 e。 “对 应 的 本 伍 值 者 是 妊 , 除 户 =0 外 ,它们 
是 二 度 简 并 的 波 函 数 ,都 不 具有 确定 的 字 称 ,事实 上 ,这 个 结果 是 
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显然 的 ,注意 到 这 时 体系 除 宇 称 算 符 色 与 契 对 易 外 ,动量 算 符 p 
也 与 女 对 易 ， 


[P,A1= 0,[p., 81=0 

但 。 ”[ 台 ,p.] 关 0,p; 的 本 征 态 e ”及 e * 并 非 字 称 算 符 色 的 
本 征 态 ,它们 无 确定 宇 称 。 

因此 字 称 守恒 只 说 明 , 若 在 上 = 0 时 ,体系 的 初 态 具有 确定 的 
宇 称 , 则 在 以 后 任何 时 刻 t, 体 系 的 状态 都 具有 与 初 态 相同 的 字 称 。 
但 这 并 不 意味 着 ,空间 反 演 不 变 的 体系 一 定 具有 确定 的 字 称 ,因为 
可 能 有 简 并 , 宇 称 守 恒 只 保证 初 态 的 字 称 性 质 不 随时 间 而 改变 。 

(v) 任何 状态 均 可 分 解 为 奇 宇 称 态 和 侦 宇 称 态 之 和 。 

定义 算 符 


A 1 人 
4 二 人 1 士 上 ) (3. 8. 39) 
这 些 算 符 具有 下 述 性 质 : 
人 (3. 8. 40) 
A A A A 
2 (3. 8. 41) 
人 A 
P+P=1 (3. 8. 42) 


A A 1 A A 1 .A A 
Pri=T?7U1+f)=3P+D)=P (3. 8. 43) 


A A 1 A A 1 A A 
Pr-=3P? 了 (Qf)=37- 1) =— P_ (3.8.44) 
对 于 任意 状态 y, 定 义 
A 1 A 
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则 
A A A 
Py,= PP y=+ Priy=+ (3. 8. 46) 


即 y; ,yp_ 分 别 是 具有 侦 宇 称 和 奇 宇 称 的 状态 , 且 y 二 ;十 y-，, 任 
何 状态 少 均 可 分 解 为 奇 宇 称 态 J- 和 偶 宇 称 态 $; 之 和 。 
《vi) 任何 算 符 都 可 分 解 为 奇 宇 称 算 符 和 偶 宇 称 算 符 之 和 。 


若 算 符 A， 与 字 称 算 符 对 易 ,满足 
[4] =PA,— A, P=0 (3. 8. 47) 
则 和 称 为 偶 字 称 算 符 .由 于 P= -1,(3. 8.47) 式 亦 可 写成 
A:= PA,P (3.8.48) 
在 空间 反 演 rr 一 一 r 下 ,动量 p 一 一 p, 所 以 角 动 量 算 符 L 一 rxp 
是 侦 字 称 算 符 .动能 = p*/2m 也 是 偶 宇 称 算 符 。 
若 算 符 4_ 与 字 称 算 符 反对 易 , 满 足 


[BA =PA A $=0 (3. 8. 49) 


则 A， 称 为 奇 字 称 算 符 .(3. 8. 49) 式 亦 可 写成 
PA Po=— A (3. 8. 50) 
动量 算 符 是 奇 字 称 算 符 。 


任意 算 符 久 , 虽 则 不 一 定 具 有 确定 的 字 称 ,但 总 可 写成 全 ,加 _ 
两 部 分 之 和 ,其 中 


B- (3. 8. 51) 
A 1 A A A A 
Bs— (B+PBP) (3. 8. 52) 
A 大 A 


由 于 了 PB, 了 二 土 各, ,因此 名 ,8B_ 分 别 为 偶 字 称 算 符 和 奇 字 称 
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算 符 。 
(vii) 选择 定 则 。 
记 1p ) 和 |p”) 分 别 为 宇 称 为 p' 及 p” 的 态 ,由 


A A A 
<p'| 4 1p” = (p'IP A, PIp’) = p'p"(p' | A, 1p”) 
(3. 8. 53) 
再 注意 名 ,加 只 能 取 士 1 的 值 ,(3. 8. 53) 式 可 写成 


A 大 
‘p'| Ar 1p”) = Oy P| 4 1p”) (3. 8. 54) 


当 目 仅 当 p' = p" 时 ,矩阵 元 (p' | 和 Ai 1p") 才 不 为 零 , 于 是 得 出 选择 
定 则 : 偶 字 称 算 符 的 矩阵 元 只 在 初 态 和 未 态 具有 相同 宇 称 时 才 不 
为 零 。 偶 字 称 算 符 跃迁 前 后 的 态 不 能 具有 相反 的 字 称 。 


同 理 , 对 于 奇 宇 称 算 符 入 _, 由 


A A A A 
‘pliA. 1p =— (pIPA_PIpD)=6,_ pp | A. |1p") 
(3. 8. 55) 


可 得 , 当 且 仅 当 p' = 一 2 时 ,矩阵 元 (p'| 4. 1p”) 才 不 为 零 .于 是 
得 出 另 一 条 选择 定 则 ; 奇 宇 称 算 符 的 矩阵 元 只 在 初 态 和 未 态 具 有 
相 反 的 字 称 时 才 不 为 零 奇 字 称 算 符 只 能 在 具有 相反 宇 称 的 态 之 
间 跃 迁 。 


* § 3.9 ”对 称 性 和 守恒 律 


在 物理 学 中 ,对 称 性 有 特别 重要 的 作用 .特别 在 理论 物理 学 

中 ,一般 地 ,只 要 给 出 体系 的 拉 格 朗 日 量 或 者 哈密 顿 量 ,就 能 由 最 

小 作用 量 原理 ,通过 变 分 求 极 值 的 方法 给 出 运动 方程 .然后 在 给 定 

的 边界 条 件 .初始 条 件 下 求解 , 找 出 可 和 实验 对 比 的 可 观测 量 。 通 

过 实验 检验 理论 的 正确 性 ,而 要 给 出 体系 的 拉 格 朗 日 量 或 者 哈密 

顿 量 ,就 要 靠 对 称 性 .只 有 知道 体系 满足 的 对 称 性 后 ,才能 按照 这 
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种 对 称 性 的 要 求 写 出 体系 的 拉 格 朗 日 量 或 者 哈密 顿 量 。 

所 谓 对 称 性 ,是 指 的 体系 的 拉 格 朗 日 量 或 者 哈密 顿 量 在 某 种 
变换 下 的 不 变性 。 这些 变换 ,一 般 可 分 为 连续 变换 、 分 立 变换 和 对 
于 内 说 参量 的 变换 . 每 一 种 变换 下 的 不 变性 ,都 对 应 一 种 守恒 律 ， 
意 味 着 存在 某 种 不 可 观测 量 。 例 如 ,时 间 平 移 不 变性 ,对 应 能 量 守 
恒 , 意 味 着 时 间 的 原点 不 可 观测 ;空间 平移 不 变性 ,对 应 动量 守恒 ， 
意味 着 空间 的 绝对 位 置 不 可 观测 ;空间 旋转 不 变性 ,对 应 角 动 量 守 
恒 , 意 味 着 空间 的 绝对 方向 不 可 观测 ,等 等 。 

分 立 变 换 下 的 不 变性 的 最 典型 的 代表 是 空间 反 演 不 变性 ,对 
应 宇 称 守恒 ,我们 在 上 一 节 中 已 经 对 宇 称 守 恒 作 过 详细 的 讨论 。 现 
在 讨论 连续 变换 下 的 不 变性 。 有 限 的 变换 可 以 通过 一 系列 无 穷 小 
的 变换 实现 。 因而 只 需 讨论 无 穷 小 的 连续 变换 ，。 

设 体系 的 哈密 顿 量 或 柱 定 记 方 程 在 变换 荆 下 具有 不 变性 ,在 
变换 了 下 , 波 函 数 少 变 为 少 


多 一 光一 全 0 y=>Ty (3. 9.1) 
由 于 体系 对 于 变换 了 不 变 , 因 此 y 和 y 满足 同样 的 莅 定 户 方 程 . 

inad = hy, inas fy (3.9.2) 
于 是 有 


A A A 要 
Ty=HTy (3. 9. 3) 


y A A A 
i 方 < -THTY (3. 9. 4) 


即 


A A A A A A 
了 二 (3. 9. 6) 
这 说 明 , 算 符 了 与 五 对 易 。 另 外 ,由 几率 守恒 又 可 证 明 ,变换 了 满 
电 
A A A A A A 
他 他 + 二 个 + 个 二 1, + 二 全 一 (3.9.7) 
对 于 连续 变换 ,总 可 选择 一 个 连续 参数 a, 使 
他 (am 一 7 (3. 9. 8) 
7 是 单位 矩阵 ,对 应 于 恒 等 变 换 。 对 无 穷 小 变换 ,准确 到 ia 的 一 阶 
小 量 , 有 
(Ba) =1+i@8a (3. 9. 9) 
由 (3. 9.7) 和 (3. 9. 9) 式 , 得 
4+ 人 (ibm 二 i6iaw 
-1 一 i(6+-6)ic 一 1 (3. 9. 10) 


因此 


A 


B+=6 (3. 9. 11) 


白 是 个 厄 米 算 符 。 可 以 把 它 定义 为 与 变换 全 相 联系 的 力学 量 , 而 且 
由 (3. 9.6) 式 , 可 得 
[8, H] =0 (3. 9. 12) 
力学 量 8 守恒。 
设 在 变换 全 (3a) 下 ,力学 量 4 变 换 为 4 十 84, 在 下 一 章 中 我 们 
将 证 明 , 在 变换 了 下 ,入 变 为 
/= A 二 54 三 T+ 及 全 
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A A 
一 (1 一 1g6a)44G 十 1G9sa) 
AA AA A 
> 4 一 isae[@4 一 4g]=4 一 isaL@,4] (3.9.13) 


有 
人 A 
8A = — ida[O,A] (3. 9. 14) 
[@,21 -i154 (3. 9.15) 


对 于 一 个 给 定 的 变换 了 (3a) ,给 是 已 知 的 ,可 由 (C3. 9. 15) 式 定 出 
9. 

考虑 一 个 粒子 沿 z 轴 作 平 移 。 记 沿 z 轴 平移 一 个 距离 < 的 平移 
变换 为 了-(a), 除 z 外 所 有 其 他 的 变量 都 保持 不 变 。 对 于 工 一 工 
一 a 的 无 穷 小 变换 ,a = 二 一 6x = 一 Sa,(3. 9.15) 式 变 为 


. 6 
[8,,z] =—is =——i (3. 9. 16) 
LO,,y] Tn [8,,z] = [8,,p, | = [8,,p, | > [6,, p,] = 0 
(3.9. 17) 


由 此 推出 ,准确 到 一 个 任意 常数 ,可 取 


~ 
6, 一 和 (3. 9. 18) 


于 是 无 穷 小 平移 变换 个 . (8a) 是 


ic) = 1 一 peda (3. 9. 19) 
有 限 平移 变换 了 ,(a) 可 选择 为 
T,(a) = exp| 一 | (3. 9. 20) 
1 


显然 T,(a) 满足 
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T-(a)T-() = TT a) 一 Ta 十 0 (3.9.21) 

容易 将 上 述 结 果 推 广 到 任意 方向 的 平移 变换 .这 时 有 
T(a) = exp(— ip* a/h) (3. 9. 22) 
T(e)T() = TW)T(a) =T(at+b) (3.9.23) 


同样 的 方法 可 以 用 于 讨论 时 间 平 移 不 变性 和 空间 转动 不 变 
性 ,给 出 能 量 算 符 ,能 量 守恒 ; 角 动 量 算 符 , 角 动量 守恒 。 

问题 1 利用 无 穷 小 的 时 间 平 移 变换 ,证 明 哈 密 顿 量 的 时 间 
平移 不 变性 对 应 能 量 守 人 恒 。 

任何 一 种 对 称 性 ,或 者 说 一 种 拉 格 朗 日 量 或 哈密 顿 量 的 变换 
不 变性 ,都 对 应 一 种 守恒 定律 和 一 种 不 可 观测 量 。 表 3. 9. 1 给 出 了 
”这 种 相互 联系 。 表 3. 9. 1 中 的 重子 数 守恒 、 轻 子 数 守恒 和 同位 旋 守 
恒 在 粒子 物理 学 和 核 物理 学 中 有 重要 作用 。 


表 3. 9.1 对 称 变换 同 守恒 定律 


从 r 一 rr 的 转动 角 动 量 守 便 
绝对 速度 洛 伦 兹 变换 洛 伦 兹 群生 成 元 


(x 


全 同 粒子 之 间 的 区 别 粒子 交换 和 
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本 章 小 结 


. 在 量子 力学 中 ,力学 量 用 算 符 表示 后 ,可 以 直接 计算 平均 值 .在 坐标 表象 
中 ,平均 值 公 式 是 


(f(p)) = 他 Cr,t) 太 (一 ip pr dr, | lylzar 一 1 
在 动量 表象 中 ,平均 值 公式 是 
(Fl(r)) = fe: (pF hv Cp dp, IC, lzdp 一 1 


. 选 定 表象 后 , 算 符 用 和 矩阵 表示 。 
. 量子 力学 中 的 力学 量 , 用 线性 厄 米 算 符 表示 。 厄 米 算 符 满足 + = 0， 
|» Opdr = [Oppar 
厄 米 算 符 的 平均 值 是 实数 ,本 征 值 是 实数 . 厄 米 算 符 的 本 征 函 数 系 满 足 正 
交 、 归 一 ,完备 ,封闭 等 条 件 ,可 以 用 它 作 为 希 尔 伯 特 空间 的 一 组 基 矢 , 构 - 


成 一 个 表象 。 
. 连续 谱 的 本 征 郴 数 可 归 一 化 为 9 函数 ,或 采用 箱 归 一 化 。 


. 在 力学 量 全 的 本 征 态 中 测量 人 ,有 确定 值 , 等 于 它 的 本 征 值 . 在 非 人 的 本 征 
态 $ 中 测量 和 ,有 可 能 值 和 平均 值 ,可 能 值 是 的 本 征 值 .将 $ 按 fF 的 正 交 
归 一 的 本 征 态 { 色 } 展开 

$= DC 
tc. 表示 出 现下 的 第 个 本 征 值 F, 的 几率 ,有 


Te 


. 若 | 和 ,6] = 0, 则 算 符 人 和 避 有 共同 本 征 函 数 系 ,反之 亦 然 在, 尼 的 共 问 
本 征 函 数 系 中 测量 和 和 他, 有 确定 值 。 
若 算 符 区 ,@] 天 0, 则 必 有 [((AC)27(C4 人 2 > 也 HG ,和 ?1, 特 
别 是 有 Ap-Az 之 M2,AE: At 之 2 等 等 。 
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7. 力 学 量 随时 间 的 变化 满足 


当 力 学 量 人 不 显 含 1, 且 与 女 对 易 时 ,守恒 ,任何 守恒 定律 ,都 和 对 称 性 ， 
即 拉 格 朗 日 量 或 哈密 顿 量 的 一 种 变换 不 变性 相 联系 ,都 对 应 一 种 不 可 观测 
量 。 


3.1 若 算 符 和 ,名 满足 和 BB- BA 1, 求 证 : 
ANA A A A A A A A A 
(AB BA 28,Apb:— BA 3b: 
4 A A A A 
(ii) 用 数学 归纳 法 证 明 :A B* 一 B"* A 一 nB”- 
3. 2 若 算 符 e 满足 et 一 1 人 + 站 二 a 十 …, 直 接 通过 对 易 关 系 证 
明 : 
efae ?一 二 族人 十 下 [ 帮 ,[ 和 和] 十 寺 [ 外 [全 ,[ 和 全]] 十 … 
3.3 设 [z,z] 二 i#,f(z) 是 过 的 可 微 函 数 , 证 明 ， 
GD[zypzFCz)] = 2iipf 
Gz,pf rp = ih(fp + ph) 
Gii)[z, f(r)p’] = 2ihfp 
GYLp pf (2)] = ps7 


WLppf pI— Lpf'p 


(vD[p ,fp’] = fp 
3.4 证 明 : 

A A _ A A A A .A 
Lxr+i+rx LL=2ifrLx pi+pXi= 2ihp 
A A . A A 
Lr— r=iMdCr Xx TL),— (Lxr),) 

A A A A A A 

Lip: 一 pz L’: =it[(pX 5) — (LX p):] 
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3.5 志 是 粒子 的 角 动 量 ,已 是 另 一 力学 量 , 证 明 ， 
[L,F]=—ihr x VF~ VF Xp) 


3.6 设 4 是 一 个 小 量 , 求 算 符 (A4 一 48)-! 按 4 的 睾 展开 式 ， 
3.7 求 在 二 表象 中 的 算 符 | 二 | .以 及 在 p. 表象 中 的 算 符 | 二] 。 


SY 
_ 4xze-, 当 工 之 0 

3.8 一 维 运动 的 粒子 处 在 yz) 一 1” 一 0Q > 09) 求 

((Az)’) (Ap)?). | 
3.9 粒子 处 在 Yh 态 , 求 ; 

(DL 和 工 , 的 平均 值 ( 忆 =-?，( 工 ,> 。 

CGD (CAL,)’) , (CAL,)’) 
3.10 利用 不 确定 性 原理 估算 氨 原 子 基态 能 量 。 
3.11 设 体系 处 在 少 == CP 十 CoYwo 态 , 且 |C1|? 十 |C21? 二 1, 求 : 


Gi) 力学 量 L, 的 可 能 值 和 平均 值 ; 


(ii) 力学 量 f 的 本 征 值 ， 
(iii) 力 堂 量 ,和 工 , 的 可 能 值 。 

3.12 设 体系 处 在 某 一 状态 ,在 该 状态 中 测量 力学 量 L? 得 到 的 值 是 6 天 ,测量 
力学 量 工 , 得 到 的 值 是 一 如 求 测量 上 和 工 , 可 能 得 到 的 值 。 


A A 
(P"z” + x PP") 
2 


3.13 证 明 算 符 O 一 》) 4,.， , (4,.n 为 实数 ) 是 厄 米 算 符 。 


于 ,内 一 0 


3.14 在 上 = 0 时 氢 原 子 的 波 函 数 为 
yr,0) 一 Wr + gao + 2 Yar + 3 to!] 

Gi) 求 体系 能 量 的 平均 值 ; 
(ii) 求 在 上 时 刻 体 系 处 在 ! == 1,m = 二 1 态 的 几率 ， 
(iii) 求 在 t = 0 时 ,电子 处 在 4 = 10-* 厘米 范围 内 的 几率 ; 
Giv) 假定 作 一 次 测量 后 发 现 L? = 2 六 ,LZ = 万 , 求 测量 后 的 瞬间 体系 的 
波 函 数 。 

3. 15 质量 为 mx 的 自由 粒子 作 一 维 运动 .在 t= 二 0 时 的 归 一 化 波 函 数 是 高 斯 波 
包 , 满 足 


~ 


ce Re 
yz,0, (7)) = rmsp| 4 ;| 
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(i) 求 4(Ap)2y172 二 W (加 )》 一 《 轧 )23 
(ai 证 明 在 上 > 0 时 ,粒子 的 几率 密度 满足 

[prs = pr,0, Cr) + (Ap) De/m) |? 
(ii) 用 不 确定 性 原理 解释 (i) 和 (ii 的 结果 。 


3.16 一 电子 处 在 一 维 谐振 子 的 基态 ,使 得 VEz 一 (x) 了 了 = 10-*m, 求 激发 
该 电子 到 第 一 激发 态 所 需 的 能 量 。 


3.17 在 t = 0 时 ,处 在 谐振 子 势 U 一 了 kz* 中 的 一 粒子 的 波 函 数 是 


sinp 
这 .0%S 交 “ese | eosBHo (oz) 到 Hor) | 
和 2V 2 


其 中 和 人 4 是 实 常 数 ,* 一 总 Yz, 且 尼 米 多 项 式 归 一 化 条 件 是 
W 元 ， 
2 


2”。72! 


er [H. (ar) fdx = 


GD) 写 出 J(z ,0)。 
(i) 求 在 gz,t) 态 中 测量 粒子 的 能 量 的 可 能 值 和 相对 几率 。 
(ii) 求 1 = 0 时 的 (zx) ,并 问 (z〉 是 否 随 时 间 上 变化 ? 

3. 18 考虑 -质量 为 m 的 粒子 在 一 维 势 场 U(z) = Du| 之 ] 中 运动 ,其 中 
是 正 整 数 ,Cr。 > 0, 定 性 讨论 能 量 本 征 值 的 分 布 和 相应 的 本 征 函 数 的 年 
称 .用 不 确定 性 原理 估计 基态 能 量 的 数量 级 ,并 讨论 = 1 和 7 -> co 两 
种 特殊 情况 。 

3. 19 考虑 一 维 对 称 势 阱 中 的 粒子 ,熟知 ,在 这 种 情形 下 至 少 有 一 个 能 级 , 现 
在 在 给 定 势 阱 深度 U。 的 情况 下 ,减少 势 阱 宽度 a 使 满足 不 等 式 :a? < 
大 /mt1u, 初 看 起 来 ,束缚 在 势 阱 中 的 粒子 的 空间 位 置 将 越 来 越 精确 (Arz 
~ a), 然 而 在 任何 情况 下 ,动量 的 不 确定 度 Ap 应 限制 在 数量 级 VmU。 
内 ,于 是 有 不 等 式 ApAzr 所 VmUoa 安 和 这 个 结果 显然 和 不 确定 性 原理 
矛盾 . 试 指出 上 述 论 证 中 的 错误 。 并 求 出 粒子 坐标 和 动量 不 确定 度 的 乘 
积 . 

3. 20 用 8 3.9 的 方法 证 明 空间 转动 不 变性 对 应 角 动 量 守 便 。 

3. 21 一 粒子 的 波 孙 数 是 二 k(x 十 y 十 2z)e”, 式 中 rr 一 Vr? 十 YY 十， 
和 a 是 实 常数 , 求 : 
(i) 粒子 的 角 动 量 是 多 少 ? 
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(ii) 角 动 量 z 分 量 的 平均 值 。 
Kiii) 车 角 动 量 的 = 分 量 工 被 测量 , 问 测 得 工 . 一 十 闫 的 几率 是 多 少 ? 
(iv) 发 现 粒子 在 9,9 方 向 上 d9 立 体 角 内 的 几率 是 多 少 ?0,? 是 通常 球 坐 


标 中 的 方向 角 。 
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第 四 章 《矩阵 力学 基础 ( 工 ) 一 一 表象 理论 


在 上 一 章 中 我 们 讨论 了 力学 量 的 算 符 表 示 以 及 算 符 的 运动 方 
程 , 通 过 将 正则 共 轿 变量 + 和 pp 用 算 符 表示 并 引入 对 易 关 条 ,实现 
量子 化 。 在 给 定 表 和 象 , 即 给 定 希 尔 伯 特 空间 的 一 组 基底 后 , 算 符 用 
算 阵 表示 ,当然 , 若 选 取 的 表象 不 同 , 和 希 尔 伯 特 空间 的 基底 不 同 , 虽 
然 表 示 同 一 算 符 ,其 矩阵 也 应 该 不 同 。 本 章 将 讨论 各 种 不 同 的 表象 
以 及 它们 之 间 的 变换 关系 。 另 外 ,我 们 还 曾 指 出 ,一 个 量子 态 , 相 当 
于 一 个 态 “ 和 失 量 ”。 在 数学 中 ,一 个 和 拓 量 ,在 选 定 坐 标 休 后 ,可 以 用 它 
在 该 坐标 条 中 的 一 组 分 量 表 示 。 但 是 ,一 个 失 量 ,也 可 以 用 一 个 失 
量 符号 @ 表示 。 这 种 表示 并 不 依赖 于 坐标 条 的 选取 ,但 同样 可 以 进 
行 各 种 失 量 运算 。 同 样 , 在 量子 力学 中 ,一 个 态 失 量 也 可 以 用 类 似 
的 方法 表示 ,这 就 是 狄 拉 克 符 号 。 在 本 章 将 介绍 这 种 表示 法 以 及 运 
算 规则 。 
除 表 和 象 外 ,本 章 还 要 介绍 两 种 “图 景 ”, 即 蕉 定语 图 景 和 海 森 堡 
图 景 。 ; 


8 4.1 人 态 和 算 符 的 表象 表示 


在 量子 力学 中 , 态 和 力学 量 的 具体 表述 方式 称 为 表象 
(representation)。 为 表述 态 和 算 符 , 需 要 在 希 尔 伯 特 空间 中 选 定 
一 组 基底 ,这 组 基底 应 该 是 正 交 、 归 一 、 完 备 的 ,在 上 一 章 中 曾 指 
出 , 龙 米 算 符 的 本 征 函 数 系 具 有 正 交 、 归 一 、 完 备 、. 封 闭 性 .可 以 用 
厄 米 算 符 的 本 征 函 数 作 为 基底 ,将 任何 态 矢量 在 这 组 基底 中 展开 。 
用 展开 的 系数 , 即 态 矢 量 在 这 个 特定 的 “坐标 系 ”“ 即 这 组 基底 中 ” 
的 分 量 来 表示 态 矢 量 , 这 就 是 波 函 数 . 这 和 在 数学 中 一 个 矢量 的 表 
示 方 法 完全 相同 。 选 定 三维 空 间 中 一 组 相互 正 交 归 一 的 基底 (i,j， 
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a 一 Co 二 ac 十 4 天 三 (ayayyaz) 


表示。 所 不 同 的 ,是 现在 的 “基底 ”可 以 是 复 函 数 , 是 某 个 尼 米 算 符 
的 本 征 态 。 空 间 不 是 普通 的 矢量 空间 而 是 函数 空间 ,是 希 尔 伯 特 空 
间 。 
为 说 明 这 个 问题 , 举 几 个 例 ， 
(1) 坐标 表象 
”以 坐标 算 符 的 本 征 态 为 基底 构成 的 表象 称 为 坐标 表象 .以 一 
维 的 xz 坐标 为 例 . 算 符 ? 的 本 征 方程 是 
LI6(r— rz) = ror— ri) (4. 1.1) 


本 征 函 数 是 6(z 一 z')。 量 子 态 J(z') 总 可 按 么 的 本 征 函数 系 展开 ， 
得 


jx') = |wcaac 一 xX')dz (4. 1.2) 


展开 系数 y(zx) 就 是 该 量子 态 在 x 表象 的 表示 , 即 波 函 数 。 
(2) 动量 表象 
以 动量 算 符 的 本 征 态 为 基底 构成 的 表象 是 动量 表象 . 选 z 为 
自 变量 ,动量 算 符 的 本 征 函 数 是 平面 波 ,以 动量 算 符 p, 为 例 , 其 本 
征 态 为 


: 
7?” 


pp CT) 二 《4. 1.3) 


(27 1 
将 量子 态 y(z) 按 yp。_(z) 展开 


=|c PE I 
yx) | (pe) pp (x) pz 一 < Clp) dp 
(4. 1. 4) 
C(pz) 就 是 动量 表象 中 的 波 函 数 .这 正 是 第 二 章 中 已 熟知 的 结果 。 


动量 表象 也 可 以 用 动量 为 自 变量 表示 .在 p, 表象 中 ,粒子 具 
177 


有 确定 动量 分 量 p: 的 波 函 数 是 以 p; 为 自 变量 的 8 函数 
PAB6Cps — pi) = ps dp, — ps) (4. 1. 5) 
在 动量 表象 中 的 波 函 数 也 可 以 用 类 似 于 (4. 1. 2) 式 的 方式 给 出 。 
(3) 任意 表象 z 
以 线性 厄 米 算 符 为 例 .为 叙述 方便 起 见 ,假定 算 符 @ 具有 分 
立 本 征 值 谱 。 它 的 本 征 方程 为 


Qu,lr) = Qu (7) (4. 1. 6) 


将 波 函 数 g(r,t) 按 @ 算 符 的 本 征 函数 系 {w(r)} 展开 
prst) = Dan)ulr) (4.1.7) 


展开 系数 {a,(t)} 就 是 波 函 数 %r,z) 在 @ 表象 中 的 表示 , 它 可 由 
zx,(z) 的 正 交 归 一 性 推出 ,将 (4. 1.7) 式 两 边 分 别 乘 uw: (r) 并 对 空 
间 积分 ,得 


|gcr pu: (r)dr = Sl: (r)z (Cr)a lt)dr = a, (t) 


(4. 1. 8) 


a.(t) 的 物理 意义 是 : 当 体 系 处 在 以 y(r,t) 所 描述 的 状态 时 ,力学 
量 Q 具有 确定 值 Q. 的 几率 是 ja.(G)|, 它 具有 完全 和 波 函 数 
ylr,t) 统计 解释 相同 的 几率 解释 .因此 我 们 可 以 用 一 组 系数 
{a,(z)) 代替 VCrt) 来 描述 该 状态 。 将 数列 al (1) ,az (2),…,a.(t)， 
… 写成 一 个 列 矩 阵 , 则 VCr,t 在 QQ 表象 的 表示 为 
ailt) 
as(t) 
Ws (4. 1, 8) 
ar(t) 
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它 的 共 轿 矩阵 是 
yy*+ = (ar (£) a2 (£) ,°° ,a (1),**) (4. 1.9) 
归 一 条 件 是 
gy y=1 (4.1.10) 
(4.1. 8) 式 是 波 函 数 y 在 Q 表 和 象 中 的 表示 。 

现在 对 上 述 态 的 表象 表示 作 些 说 明 : 

(a) 对 比 (4.1. 8) 式 和 普通 矢量 空间 向 量 的 表示 可 见 ,它们 的 
表示 方法 是 完全 相似 的 .不 同 之 处 仅 在 于 :现在 的 空间 是 希 尔 伯 特 
空间 , 空间 的 维 数 等 于 完备 , 正 交 、 归 一 的 本 征 淫 数 系 中 本 征 函 数 
的 个 数 , 它 可 以 是 无 穷 维 的 .空间 的 基底 不 一 定 是 个 实 向 量 而 可 以 
是 个 复 孙 数 。 态 矢量 是 个 复 矢 量 。 


Cb) 若 yCr,t) 刚好 是 外 的 本 征 态 , 满 足 
pr,t) = alt)u lr) (4.1.11) 


由 于 xu(r) 已 归 一 , 故 有 |a()|? = 二 1, 代入 (4.1.8) 式 ,得 


a,(t) = jw (r)uilr)dr 一 CC 《4. 1. 12) 


Q 的 本 征 态 在 Q 表象 中 的 波 函数 是 一 个 人 符号， 
(c) 若 算 符 @ 的 本 征 谱 连 续 , 则 相应 的 表示 式 为 


pe empdi (4.1.13) 
a = [ger ,Du dr (4.1.14) 
| yg i C4. 1. 15) 


波 函数 y(r,z) 在 @ 表象 中 用 相应 的 连续 的 列 矩阵 表示 。 
Cd) 总 结 上 述 ,可 以 给 出 下 述 对 应 关系 
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量子 态 2 希 尔 伯 特 空间 中 的 态 矢 量 ; 
波 函 数 -> 态 矢量 在 特定 基底 中 的 分 量 ,可 用 列 矩 阵 或 用 函数 
表示 ; 

任意 算 符 包 的 本 征 函 数 系 ** 包 表象 的 基 ; 

不 同 表象 不 同 基 , 不 同 坐标 系 ; 

本 征 函 数 -。 基 矢 。 

对 于 不 同 表象 , 波 函 数 的 表示 不 同 ,物理 意义 不 同 , 比 如 既 可 
表示 rr 一 r 十 dr 的 几率 ,也 可 表示 p 一 p 十 dp 的 几率 。 但 正如 同 
数学 中 同一 矢量 既 可 在 这 个 坐标 系 表示 ,也 可 以 在 另 一 个 坐标 系 
表示 一 样 ,同一 个 量子 态 , 也 可 以 用 不 同 的 ,但 相互 等 价 的 表象 表 
述 。 

问题 1 ”车 & 的 本 征 谱 既 有 连续 谱 , 也 有 分 立 谱 , 写 出 波 函数 
Y(r, 在 @ 表象 中 的 表示 。 


在 已 经 成 功 地 用 包 表象 表示 量子 态 后 ,现在 讨论 算 符 在 名 表 
象 中 的 表示 。 

为 方便 起 见 , 仍 以 一 维 束缚 态 分 立 谱 为 例 。 这 时 无 简 并 。 假 定 
在 原来 的 < 表象 中 , 波 函 数 %(r,D) 经 算 符 全 | x, 车 江上 作用 后 变 
为 男 一 波 消 数 B(xz,z), 即 
万 


Dr,t) = Fk [= = 


9 
。 六) (4. 1..16) 


现在 讨论 在 @ 表 象 中 ,方程 (4. 1. 16) 式 的 表示 。 设 算 符 久 的 本 征 谱 
Q, 是 分 立 谱 , 其 本 征 方程 为 
Qu,lz) = Quuslz) .SO WE 
zx 只 是 zz 的 函数 .将 JCz,t) 及 B(x,t) 分 别 按 {u.《zx)} 展开 
zt) = an un lz) (4. 1.17) 


180 


BLL) = Db, (tu,z) (4. 1.18) 


则 在 @ 表象 中 , 态 瑟 和 几 分 别 由 人 { 亿 GD)) 及 {a,(1)}) 这 两 个 列 和 矩阵 表 
示 。 将 (4.1. 17) 及 (4.1. 18) 式 代 入 (4, 1. 16) 式 , 得 


we = [zt BE) Den uk) 
(4. 1.19) 


以 xz: (Zz) 乘 (4. 1.19) 式 两 端 并 对 xz 作 积 分 ,得 


Don le (Xun CT) dz = 二 | Cx) [z 汪 元 | ZU (ZJ)dza (t) 


即 
b(t) = > Fnan lt) (4. 1. 20) 
其 中 z 
Re je Cz)f E24 汉 jece)dz (4.1.21) 


(4.1. 20) 式 也 可 直接 用 和 矩阵 表示 为 


b(t) Fi Fs 2 Fy, °°) {falt) | 
Do (t) Fo Fz oe Fo, | las(t) 

: ed p (4.1. 22) 
b(t) Fn Fz oe Fn | |a,lt) 


(4.1. 21) 式 是 算 符 人 在 所 表象 中 的 表示 ,在 选 定 表象 后 , 算 符 对 应 
一 个 矩阵 ,这 个 矩阵 的 第 4 行 第 m 列 的 矩阵 元 .是 算 符 f 作用 在 


第 m 个 基 矢 xsCz) 后 得 出 的 函数 人 wz) 与 第 n 个 基 矢 (x) 的 
内 积 。 
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容易 将 上 述 结果 推广 到 连续 谱 的 情况 .假定 & 算 符 就 是 动量 
算 符 , 则 么 在 动量 表象 中 的 矩阵 元 是 


ji | (zx) PF [3 了 jcz)dz (4. 1. 23) 
式 中 ,加 (Cz) 是 动量 乡 的 本 征 函 数 , 即 平面 波 .对 于 坐标 表象 , 由 于 


算 符 z 的 本 征 函数 为 6 函数 ,名 在 坐标 表象 中 的 矩阵 元 是 


9 
9 TT 


F,, 一 Be -六 人 js 一 zodz 


吧 了 | (4.1.24) 
1 ya 


车 人 是 厄 米 算 符 , 则 它 在 他 表象 所 对 应 的 矩阵 必 为 厄 米 矩 阵 ,的 
确 ,对 (4.1. 21) 式 取 复数 共 厄 并 由 所 的 厄 米 性 得 
下， = ju.)0h Un (Xx) dz 一 | 2 Sh 
(4. 1.25) 
这 说 明和 矩阵 与 它 的 共 思 e 矩 阵 + 二 六 * 相等 
F=F+ (4. 1.26) 


因此 下 是 厄 米 矩 阵 。 


如 果 选 择 的 表象 就 是 算 符 自身 的 表象 ,在 @ 表象 中 , 算 符 Q 对 
应 的 矩阵 元 是 


A 
Qn 一 ja (Z) QunT)dz 
= Q， | dC O60 C127) 


(4. 1. 27) 式 表 明 : 算 符 在 自身 的 表象 中 对 应 对 角 和 矩阵 ,对 角 线 上 
的 元 素 就 是 算 符 的 本 征 值 。 
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8$4.2 和 抢 阵 力学 表述 


在 引入 特定 表象 后 ,量子 力学 中 的 所 有 公式 都 可 用 矩阵 表述 ， 


从 而 构成 矩阵 力学 。 仍 以 @ 表象 为 例 , 量 子 力学 公式 可 通过 下 述 公 
式 表 示 : 
(1) 波 隔 数 y 


Ql (2) 


yg J = (ar (2) sa2 (£) ,°° ,a (1) ,***) 


a,(t) 


(4. 2.1) 


(2) 算 符 妈 


由 公式 B(z,t) = 了 g(x,t), 及 在 外 表象 中 的 (4.1.17) 及 
(4. 1. 18) 式 得 


balt) = > Frmmanlt) Gm = 1,2,.") (4. 2. 2) 
A 
F.. = [区 (Xx) F ux)dr (4. 2. 3) 


算 符 用 和 矩阵 表示 ,其 矩阵 元 满足 (4. 2. 3) 式 。 
(3) 平均 值 公式 


《fF) = jy (ZX,t) F Pz,t) dz 


De ry 
一 Da @ fa: CTF ER 一 |z(Z)dza(t) 
< 1 9 


(4. 2.4) 式 表明 , 信 的 平均 值 可 写成 三 个 矩阵 的 乘积 ， 
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(F)=yt hy 


Fi Fi 2 PF, 
= ye sO (FD) ,oe Ee 
(ar (#) a (£) ,***) F, F, .we 下 


(4) 归 一 条 件 


ailt) 
an(t) 


(4. 2.5) 


将 波 函 数 y 及 其 共 炙 复 数 式 J" 按 @ 表象 的 基 矢 展开 ,即将 


(4.1.17) 式 代 入 归 一 条 件 后 ,得 


人 opcpdz= [Bas Ou (0 Bau)dz 


= Da (ta, Ct) 6 
= Da: (Gat) 一 


(4. 2. 6) 式 用 和 矩阵 形式 表示 为 


Ql (£) 
C2z (ED) 
(ar (£) az (ECG CE) | : 过 
an(t) 
或 记 为 
久 俏 一 
(5) 本 征 值 方程 


设 算 符 人 | 总 | 的 本 征 值 方程 为 


信 [< 入 臣 | wz， es Wb 


1 9 
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(4. 2. 6) 


(4. 2.7) 


(4. 2. 8) 


(4. 2. 9) 


其 中 4 为 本 征 值 .只 须 将 hf 及 少 均 在 @ 表象 中 表示 出 来 ， 就 可 得 出 
(4. 2. 9) 式 的 矩阵 形式 : 


Fy Fs oo Fl a1i(z) a1(t) 
Fa Fs oo Fs, a2 (zt) as(t) 
4 一 4| : (4. 2. 10) 
Fs Fa) CQ (£) 
(4. 2. 10) 式 可 改写 成 
Du Pd (4. 2. 11) 


下 证 用 Fi F, ee ai(t) 
FF, F,, 一 人 人 。。 F,, 0. a,(t) 
9 : 一 0 (4. 2.12) 
Fl | 


方程 (4. 2. 12) 式 是 一 个 齐 次 线性 代数 方程 组 ， 
Fr — Mm)ar = 0, m= 1,2,° ov) 
| (4. 2. 13) 
这 个 方程 组 具有 非 零 解 的 条 件 是 它 的 系数 行列 式 为 零 , 即 
Fuad Fs OF, 
Fy Fss—A …， F,, 


det|F,s — MB 吧 
下 下 四 FF, Se 从 


(4. 2. 14) 
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《4. 2. 14) 式 称 为 久 期 方程 . 解 久 期 方程 得 到 一 组 A 的 值 : yp 9 


入 ,…, 它 们 就 是 算 符 信 的 本 征 值 .以 求 得 的 本 征 值 丸 代入 (4. 2. 12) 
式 , 解 出 一 组 对 应 的 本 征 函 数 {al 《zt) Qiz (ZE) Qin Ct) 9 } (7 一 下 5 


2,…,n,…) ,进行 归 一 化 后 ,就 得 出 了 的 本 征 值 和 本 征 函 数 。 

于 是 ,在 矩阵 力学 中 提供 了 另外 一 种 求 本 征 值 和 本 征 函 数 的 
方法 。 它 将 求 泉 征 值 的 问题 归结 为 求 久 期 方程 的 根 ,在 波动 力学 
中 , 求 本 征 值 和 本 征 函 数 的 问题 ,归结 为 在 初始 条 件 和 边界 条 件 下 
求解 微分 方程 .在 矩阵 力学 中 , 求 本 征 值 和 本 征 函 数 的 问题 简化 为 
求解 线性 齐 次 的 代数 方程 组 (4. 2. 13) ,表面 上 看 来 ,求解 代数 方程 
组 似乎 比 求解 微分 方程 容易 ,实际 情况 并 非 完 全 如 此 。 因 为 在 求解 
(4. 2. 13) 式 之 前 ,还 要 算 许多 矩阵 元 FCmsn = 1,2,…) 。 算 每 个 
矩阵 元 都 要 算 一 个 积分 (4.2. 3) 式 。 有 和 多少 个 矩阵 元 就 要 算 多 少 
个 积分 。 解 代数 方程 再 加 上 算 许 多 积分 ,事实 上 并 不 比 解 微分 方 
程 方便 多 少 。 当然 积分 的 方便 与 否决 定 于 所 取 的 表象 ,或 者 说 , 决 
定 于 基 矢 (xz)}Ga 一 1,2,…) 的 选取 ,在 下 一 节 中 将 证 明 , 本 征 
值 与 所 选取 的 表象 无 关 ,但 本 征 函 数 与 表象 有 关 。 因 此 如 果 只 算 本 
征 值 ,可 以 尽量 选取 适当 的 表象 以 简化 ,矩阵 元 的 计算 。 


问题 1 ”如 果 选 择 的 表象 就 是 F 自身 的 表象 , 写 出 它 的 本 征 
值 方程 .本 征 值 .本 征 函 数 系 。 


当然 ,如 果 信 是 厄 米 算 符 , 则 人 对 应 的 矩阵 必 为 厄 米 和 矩阵, 这 
时 , 求解 线性 方程 组 (4.2.13) 式 给 出 的 本 征 值 必 为 实数 ， 
(4. 2. 14) 式 将 给 出 实 根 。 如 果 讨 论 三 维 的 情况 , 则 大 还 可 能 出 现 
重 根 , 因 为 这 时 体系 可 能 有 简 并 。 

(6) 薛 定 谓 方 程 

将 (4.1. 7) 式 代入 薛 定 谓 方 程 i54 = 应 Y 中 ,可 得 出 在 @ 表 
象 中 的 薛 定 刘 方 程 ,为 


ed 
ihD) Pm = Da Hu (4. 2. 15) 
二 下 
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在 (4, 2. 15) 式 两 边 堪 乘 刀 ,并 对 空间 积分 ,得 
i5c 一 2 Hae ( 一 1,2,…) (4. 2. 16) 


其 中 
Hi = ja uidz Be (4. 2. 17) 


(4. 2.16) 式 用 矩阵 形式 写 出 来 是 “> 
Ca) Hi Hi 1 Hi: | [alt) 


d ° 申 四 申 oue 9 
九 一 - 和 4. 2. 18) 
di aj(t) Hx Hz '% HH; ***| |a;(t) | 


如 果 选 取 的 表象 就 是 能 量 表象 , 即 算 符 包 就 是 产 。(4. 2.17) 
式 中 的 ww 就 是 丰 的 本 征 函 数 , 则 显然 有 


Hi 一 Elu; uidzx 一 Ed (4. 2. 19) 


这 说 明 是 个 对 角 和 矩阵 ,其 对 角 线 上 的 元 素 就 是 能 量 本 征 值 . 因 
此 , 求 能 量 本 征 值 的 问题 也 就 是 使 友 算 符 对 应 的 矩阵 对 角 化 的 问 


题 。 如 果 应 不 显 含 时 间 ,求解 定 态 的 苹 定 启 方 程 就 是 求解 哈密 顿 
算 符 的 本 征 值 方程 , 按 前 面 的 讨论 ,在 矩阵 力学 中 可 把 它 归结 为 算 
矩阵 元 HH 及 求解 一 组 线性 齐 次 代数 方程 组 ,用 它 代 震波 动力 学 
中 的 求解 偏 微分 方程 ,这 里 又 看 到 求解 薛 定 谓 方 程 的 第 三 种 方案 
如 果 只 涉及 求 薛 定 刘 方 程 的 能 谱 , 即 让 的 本 征 值 ,也 可 以 用 矩阵 
运算 的 方法 ,使 右 所 对 应 的 矩阵 对 角 化 而 求 得 。 
将 (4. 2. 19) 式 代 入 (4. 2.16) 式 , 得 
1A 一 PEs = Ea) (4.2.20) 
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(4. 2. 20) 式 的 解 是 
aj(t) = aj(0)e EA (4. 2. 21) 


在 能 量 表 象 中 定 态 波 函 数 的 振幅 随时 间作 简 谐振 动 , 这 正 是 波动 
力学 中 我 们 熟知 的 结果 。 


问题 。 车 算 符 不 显 含 时 间 z, 则 算 符 人 f 的 运动 方程 是 


d fp,H 
dt = 9 } (4. 2. 22) 


试 写 出 算 符 运动 方程 在 @ 表象 中 的 矩阵 表示 。 
$4.3 人 么 正 变换 


和 一 个 矢量 可 在 不 同 坐标 系 中 表示 相似 ,同一 个 量子 态 或 者 
同一 个 算 符 也 可 在 不 同 表象 中 表示 。 在 高 等 数学 中 ,这 些 不 同 的 表 
示 可 通过 坐标 变换 把 它们 联系 起 来 .在 量子 力学 中 ,这 些 态 或 算 符 
的 不 同 表 示 也 可 以 用 表象 变换 把 它们 联系 起 来 .而 且 ,物理 规律 应 
当 具 有 协 变性 ; 即 物 理 规 律 与 所 选择 的 用 以 描述 它们 的 坐标 系 无 
” 关 . 同 样 , 在 量子 力学 中 , 算 符 的 本 征 值 也 应 与 所 选用 的 表象 天 
关 , 因为 本 征 值 就 是 在 相应 的 本 征 态 中 观测 该 算 符 所 对 应 的 力学 
量 时 的 观测 值 , 是 实验 测量 所 得 到 的 值 . 乍 一 看 来 ,本 征 值 似乎 应 
与 表象 有 关 , 因 为 选用 不 同 表象 时 ,本 征 值 方程 (4.2.12) 式 的 气 
阵 元 Fa 不 同 ,从 而 导致 方程 组 (4. 2. 13) 式 的 根 也 不 同 实际 上 并 
非 如 此 。 本 节 将 证 明 ,在 表象 变换 中 , 算 符 的 本 征 值 不 变 。 我 们 将 看 
到 ,和 在 高 等 数学 中 选用 适当 的 坐标 系 可 大 大 简化 计算 过 程 相似 ， 
在 量子 力学 中 ,选用 适当 表象 ,或 通过 表象 变换 变 到 适当 的 表象 ， 
可 使 计算 过 程 大 大 简化 ,甚至 直接 得 出 所 要 求 的 结果 。 

设 算 符 4 的 本 征 函数 为 办 (z), 加 (z),，…; 算 符 各 的 本 征 函 数 


为 加 (Cz) ,各 (z),…。 算 符 人 在 4 表象 中 的 矩阵 元 为 
188 


Fn 一 人 (x) fy cr)dz (m,n = 1 2 ) (4. 3. 1) 
在 瑟 表 和 银 中 的 矩阵 元 为 
F's 一 | on .es 


为 找 出 A 表象 和 B 表 象 之 间 的 关系 ,将 和 表象 中 的 本 征 函 数 (x) 
及 如 (z) 按 4 表象 的 本 征 函数 系 展开 


FAC 一 DS sags (7) (8 > 1,2,…) (4. 3. 3) 
7) = PITSS (a=1,2,) (4.3.4) 


(4. 3.3) 及 (4. 3. 4) 式 中 的 展开 系数 Se 及 S*% 满足 


js Ca (4. 3. 5) 
i 
Si 一 | (zx)b (zr)dr (4. 3. 6) 


(4. 3.3) 式 和 (4. 3. 4) 式 可 写成 矩阵 形式 : 


页 ( 工 ) Sl Sa 9 fiz) 
p27) Sl 2 0 Sr pz(T) 


人 : (4. 3.7) 
BT)) |S So … Sm …| [bz) 
C$ C7) $2 Cz) so Br (TL) ,oe) 一 
Sn 
3 Si 
Cr GE C7) sp C7) ) | (4. 3. 8) 
S34 55 Se 
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或 简写 为 
$= Sy (4. 3. 9) 


全 + 一 Vt + (4. 3. 10) 


由 (4. 3. 7) 式 及 (4. 3. 8) 式 可 见 ,S 矩 阵 是 个 变换 矩阵 ,通过 S 矩阵 
可 以 将 4 表象 中 的 基 矢 变换 为 B 表象 中 的 基 矢 。(4. 3.9) 和 (4. 3. 
10) 式 中 必 是 $ 矩阵 的 转 置 矩 阵 .S+ 是 S 的 共 红 e 和 矩阵 . 算 符 $ 是 联 
系 两 个 不 同 表象 A 和 B 之 间 的 变换 。 

现在 讨论 变换 S 所 满足 的 条 件 。. 利 用 公式 (4. 3. 3) 和 (4. 3. 4) 
式 , 及 本 征 函 数 系 {加 (zx)}(a = 1,2,…) 的 正 交 归 一 性 ,有 


Go 一 人 (xz)¢elx) dz 


= Dg: C2) C2)Sadr 
Ssesed, 
Ssrs, = (4. 3. 11) 
或 写成 
S+S=I (4. 3. 12) 
了 是 单位 矩阵 。 
不 但 如 此 ,还 可 以 证 明 
Ss+=7 (4. 3.13) 
的 确 , 由 


DS 一 > 
= Sy gc dz fp) Ce dz 


(4. 3. 14) 
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再 将 ylz') 按 {#5&(zx')} 展开 
: paz') = DCungo (7') (4. 3. 15) 


将 (4. 3.15) 式 代入 (4. 3.14) 式 , 得 
之 0 于 Sly: Cz)$.(z)dzr DC |# (TP Cx dr 


= Sy: $C)dzCe, = [6 (2) 2)dz 
一 0 (4. 3. 16) 
这 正 是 (4. 3.13) 式 。 


利用 (4. 3.12) 和 (4. 3. 13) 式 ,我们 得 出 结论 ,两 个 表象 之 间 

的 变换 矩阵 5 满足 
St+= S$-! (4. 3. 17) 

满足 (4. 3. 17) 式 的 矩阵 称 为 么 正直 阵 。 从 一 个 表象 到 另 一 个 表象 
之 间 的 变换 是 么 正 变 换 。 必 须 强调 指出 ,一般 说 来 , 么 正和 矩阵 的 条 
件 S =S -不同 于 厄 米 矩阵 的 条 件 4+ = 4, 因 为 一 般 S 并 不 等 于 
S71, 

现在 讨论 在 么 正 变 换 下 , 算 符 、 波 函数 和 本 征 值 的 变化 以 及 乏 
正 变换 的 性 质 : 

1. 算 符 的 变换 

在 8 表象 中 , 算 符 人 的 矩阵 元 是 F's, 在 A 表象 中 , 算 符 人 的 矩 
阵 元 是 ,它们 两 者 之 间 的 关系 是 


F's = | fF godz = 5D) |g: Ss. P Sndz 
= DS: ys bf ydzs, 
Dn So (4. 3. 18) 


(4, 3. 18) 式 写 成 矩阵 形式 是 
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F'=St+FS= S FS (4. 3. 19) 


F=SF'S-! (4. 3. 20) 
2. 波 函 数 的 变换 


考察 波 函 数 生 (zx,t) 从 A 表象 到 B 表 象 的 变化 .将 于 (x,t) 分 
别 按 4 表象 和 B 表象 的 本 征 隔 数 系 {8.(7)) 及 {#8(7x)} 展开 : 


Vr,t) = jan) Ylz) (4. 3. 21) 
更 (zt DAGLACY (4. 3. 22) 
(zr,t) 在 4 表象 和 B 表象 的 表示 分 别 为 两 个 列 窍 阵 : 
a,(t) b,(t) 
a=|; ， 2 一 | : (4. 3. 23) 
aa Ct) b(t) 


利用 (4. 3. 4) 式 、(4. 3. 21) 式 、(4. 3. 22) 式 和 本 征 函 数 系 {和 (xz)) 


bs.(t) = | (xT)Vr,t) dr 


= Sy: (Tz)S* Vr,i)dz = > (£) 


we (4. 3. 24) 

或 用 矩阵 形式 写作 
b=Sta=S la (4. 3. 25) 
a 一 90 (4. 3. 26) 


(4. 3. 19)、(4. 3. 20) 式 表 明 在 表象 变换 下 算 符 的 矩阵 形式 要 改 
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变 .(4. 3.25) 和 (4. 3. 26) 式 又 表明 ,在 表象 变换 下 , 态 失 量 的 矩阵 
表示 形式 也 要 改变 。 这 个 结果 正如 同 在 高 等 数学 中 ,选择 不 同 的 坐 
标 系 ,同一 个 矢量 有 不 同 的 分 量 , 如 果 作 坐标 变换 ,分 量 要 有 所 变 
化 一样 .如果 再 作 一 个 转动 ,使 原来 的 矢量 转变 为 另 一 个 矢量 ,这 
个 转动 矩阵 (相当 于 算 符 ) 也 依赖 于 坐标 系 的 选择 。 在 作 坐 标 变换 
时 , 转动 矩阵 也 要 变化 。 就 本 质 而 言 ,表象 变换 可 看 成 希 尔 伯 特 空 
间 中 的 “坐标 变换 ”。 
3. 么 正 变换 不 改变 算 符 的 本 征 值 


算 符 么 在 4 表象 中 的 本 征 方程 是 
Fa= Aa (4. 3. 27) 


4 为 相应 的 本 征 值 . 作 表象 变换 ,使 得 从 4 表象 经 过 一 个 么 正 变换 
S 换 到 B 表象 ， 由 于 到 二 .STFS,b = 二 S$ ia, 因此 在 BB 表象 中 , 算 符 


A 
F 相应 的 矩阵 严 满足 
F'b= SFSS-a= SFa= -la=p (4.3.28) 


(4. 3. 28) 式 正 是 算 符 在 B 表象 中 的 本 征 方 程 ,相应 的 本 征 值 仍 


为 4. 因此 ,表象 变换 不 改变 的 本 征 值 。 

利用 这 个 性 质 ,又 找到 了 另 一 个 求 算 符 的 本 征 值 的 方法 ,在 
$ 4. 2 中 曾 证 实 , 算 符 在 自身 表象 中 对 应 对 角 和 矩阵 ,而 且 对 角 线 上 
的 元 素 就 是 它 的 本 征 值 .现在 又 证 明了 表象 变换 不 改变 算 符 的 本 
征 值 .因此 如 果 通 过 表象 变换 ,使 算 符 变 回 到 自身 的 表象 ,或 者 说 ， 
通过 一 个 乏 正 变换 5S, 使 得 并 不 对 角 化 的 下 矩阵 , 变 成 对 角 化 的 FF 
和 矩阵 , 则 F' = S71FS 和 矩阵 对 角 线 上 的 元 素 ,就 是 相应 的 本 征 值 .于 
是 , 求 本 征 值 的 问题 就 归结 为 使 矩阵 对 角 化 的 问题 .特别 是 ,如 果 
我 们 想 求 定 态 苹 定 启 方 程 的 能 谱 , 既 可 不 通过 波动 力学 的 求解 在 
特定 的 边界 条 件 下 的 偏 微 分 方程 ,也 可 不 通过 求解 线性 齐 次 的 微 
分 方程 组 (4. 2. 13) 式 及 其 相应 的 久 期 方程 ,而 直接 通过 么 正 变换 
使 哈密 顿 算 符 的 矩阵 对 角 化 而 求 得 .表面 上 看 来 ,这 个 方法 非常 简 
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捷 易 行 ,实际 上 是 否 真 的 非常 方便 呢 ? 
为 此 ,必须 探讨 一 下 要 使 F' 对 角 化 的 么 正 变换 S ,到 底 如 何 
选取 ?为 使 Fr 对 角 化 ,必须 
Fu 一 (9 FS = (St FS), = AOr (4. 3. 29) 
或 写作 
DD (4. 3. 30) 


在 方程 (4. 3. 30) 式 的 两 边 同 时 乘 上 Sm 后 ,再 对 & 求 和 得 


> SmSt) Fandw 一 > NS = MS (4.3.31) 
站 


?87 


利用 S 的 乏 正 性 SS+ = 二 1, 即 ,Sm5 = 9 代入 上 式 后 得 
DD (4. 3. 32) 


将 (4. 3. 32) 式 用 矩阵 形式 写 出 , 即 
Fl Fl, Su 
Fz 天 zz 2 Sz 


S1 
Sz 


二 7 (4. 3. 33) 


(4. 3. 33) 式 表明 ,S 和 矩阵 的 第 ! 列 正 是 算 符 太 对 应 于 本 征 值 为 丸 的 
本 征 函数 。 因 此, 一般 说 来 ,要 使 算 符 & 对 应 的 矩阵 对 角 化 ,就 要 求 


出 从 对 应 的 本 征 函 数 系 ,然后 把 对 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 按 
列 排 好 以 构成 乏 正和 矩阵 5, 则 S-:FS 必 为 对 角 和 矩阵 ,由 此 可 见 , 除 
我 们 很 容易 找 出 么 正 矩 阵 5 的 一 些 特殊 情况 之 外 ,一 般 说 来 ,这 种 
方法 并 未 带 来 太 多 好 处 ,因为 如 果 我 们 能 求解 方程 (4. 3. 33) 式 以 
给 出 相应 于 ， 的 本 征 函 数 ,自然 也 就 得 出 了 相应 的 本 征 值 .这 种 求 
本 征 值 的 方案 ,与 其 说 提供 了 一 种 新 的 方案 , 毋 宁 说 找到 了 一 种 可 
以 验证 原来 求解 本 征 方程 是 否 正确 的 行 之 有 效 的 方法 。 
例题 !” 设 算 符 F 在 某 一 表象 4 中 的 矩阵 为 
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,re 一 一 一 


其 中 60 为 常数 , 求 : 


GD) 信 的 本 征 值 和 在 4 表象 中 的 正 交 归 一 本 征 函 数 。 
(ii) 求 使 矩阵 下 对 角 化 的 乏 正 变换 5。 


解 :(i) 在 4 表象 中 的 本 征 方程 为 


即 
eia， ai 
eA 
e ia， Ca 
或 写成 
一 Mai 十 eta, = 二 0 
上 
eval 一 Ma 一 0 
ayaz 不 同时 为 零 的 条 件 是 上 一 方程 的 系数 行列 式 为 零 
一 人 eg 本 
二 0 (2) 


即 术 一 1 ==0, 有 两 个 4= 十 1 和 一 1 的 根 ,将 4 二 十 1 代入 方程 
(1) 得 al = e*as, 这 个 条 件 和 归 一 化 条 件 一 起 , 可 决定 对 应 于 4 
二 十 1 的 归 一 化 本 征 函 数 为 


(3) 


将 4 二 一 1 代入 方程 (1), 重 复 上 述 手 续 , 得 出 对 应 于 4 二 一 1 的 归 
一 化 本 征 函 数 为 


(4) 


(ii) 为 找 出 能 使 矩阵 下 对 角 化 的 乏 正和 矩阵 S, 我 们 将 本 征 函 
数 a 和 a 按 列 排列 ,得 


(5) 


通过 么 正 抢 阵 5, 可 将 和 从 4 表象 变换 为 人 自身 的 表象 ,使 成 为 
对 角 和 矩阵 .的 确 ,在 乏 正 变换 S 下 , 亚 变 为 


F'=S FS = St FS 


| (6) 
(6) 式 是 对 角 和 矩阵 , 对 角 线 上 的 元 素 是 本 征 值 .这 正 是 希望 得 到 的 


结果 .。 它 也 验证 了 我 们 在 (i) 中 求 本 征 值 和 本 征 函 数 的 计算 的 正 
确 性 。 

问题 1 ”在 表象 变换 下 , 萃 定 请 方程 的 形式 是 否 改变 ? 

问题 2 ”在 表象 变换 下 , 算 符 的 运动 方程 是 否 变化 ? 若 么 正 变 
换 的 矩阵 8 显 含 二 ,情况 如 何 ? 

4. 矩阵 的 阵 迹 在 么 正 变换 下 不 变 

矩阵 的 阵 迹 在 物理 上 常常 和 物理 量 的 观测 值 联系 起 来 .比方 
说 在 统计 物理 学 中 * ,自由 能 就 和 正则 系 综 的 配 分 函数 联系 在 一 


起 ,而 在 能 量 表象 中 ,正则 配 分 函数 实际 上 就 是 分 布 函 数 p 一 e- 狂 
的 迹 : 


。 例如 可 参看 苏 没 僚 ;统计 物理 学 ”复旦 大 学 出 版 社 ,1991 年 
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Z = ye- 加 = Dyes"hm ~ tre-th ~ trp (4. 3.34) 


式 中 |n) 记 自 的 第 个 本 征 态 ,可 以 证 明 , 和 信 的 本 征 值 相似 ,的 
阵 迹 在 表象 变换 下 不 变 , 的 确 ,在 表象 变换 下 , 算 符 下 变 为 F" = 
9 1FS ,而 


trF' 一 tr(S-LFS) = tr(FSS -II) 一 trR (4. 3. 35) 


入 的 阵 迹 trF 与 所 取 的 表象 无 关 。 

s. 含 时 间 的 么 正 变换 

一 般 说 来 , 乏 正 变换 的 么 正和 矩阵 5 可 以 是 时 间 z 的 函数 。 本 节 
将 证 明 , 波 函数 随时 间 的 变化 可 以 用 一 个 含 时 间 的 么 正 变换 给 出 。 
决定 波 函 数 %(r,z) 随时 间 变化 的 薛 定 刘 方 程 是 


i53 = hy (4. 3. 36) 


车 已 知 初始 时 刻 t 二 0 时 的 波 函 数 为 0C0) ,原则 上 可 以 通过 求解 
(4. 3. 36) 式 给 出 以 后 任何 时 刻 的 波 函 数 2), 设 gt) 和 (0) 可 
以 通过 一 个 算 符 U (2) 联系 起 来 , 即 


Ji = (00) (4. 3. 37) 


尽 (4) 称 为 演化 算 符 。 现 在 来 求 UG) 满足 的 条 件 。 将 (4. 3. 37) 式 代 
入 (4. 3. 36) 式 ,注意 到 %(0) 是 任意 波 函 数 , 可 以 得 出 U() 所 满足 
的 方程 为 


A 
. .90U 人 
1 ~ HU (4, 3. 38) 
算 符 心 (t) 所 满足 的 初始 条 件 是 
U(0)=1 (4. 3. 39) 


若 让 不 显 含情 满足 U(0) = 1 条件 的 方程 (4. 3. 38) 的 解 为 
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ji 大 


A ——Hi: 
UC)=e * (4. 3. 40) 


显然 洲 () 是 乏 正 算 符 , 因 为 避 + GQ) 一 e+ 一 U-1G).UCD) 所 对 应 
的 矩阵 是 乏 正 和 窍 阵 。 


$4.4 狄 拉 到 符 号 


前 面 曾 指出 ,一 个 量子 态 相当 于 一 个 态 矢 量 。 在 希 尔 伯 特 空间 
中 选 定 一 组 基 矢 , 即 选 定 表象 后 , 它 可 以 用 在 这 组 基 矢 上 的 投影 即 
矢量 的 分 量 表示 , 这 就 是 波 函 数 .与 高 等 数学 中 表示 一 个 矢量 ,可 
以 不 用 它 的 分 量 而 直接 用 矢量 e 表示 相似 , 在 量子 力学 中 表示 一 
个 量子 态 也 可 以 不 引进 具体 的 表象 ,不 用 波 函 数 ,直接 用 矢量 的 符 
号 表示 。 而 且 , 还 可 以 直接 引进 矢量 运算 ,例如 标量 积 等 等 .这 就 是 
狄 拉 克 符 号 。 

以 符号 |) 表示 一 个 态 矢量 , 称 为 丸和 失 , 或 简称 刃 (ket) 。 为 表 
示 某 一 个 确定 的 刃 矢 4, 常 将 4 写 在 |) 中 ; 即 14). 由 于 量子 力学 
中 的 波 函 数 可 以 是 复数 , 或 者 说 , 希 尔 伯 特 空间 是 复 空间 , 因 此 相 
应 的 态 矢 量 是 个 复 矢量 。 故而 除了 刃 矢 | 外 ,也 可 以 用 它 的 共 亏 
复式 来 表示 , 记 作 (| , 称 为 刁 失 ,或 简称 刁 (bra) .表示 一 个 确定 刁 
矢 B 的 狄 拉 克 符 号 是 (B| .如 同一 个 复数 的 实 部 和 虚 部 (或 取 为 复 
数 和 它 的 共 亏 复数 ) 是 两 个 独立 的 部 分 一 样 ,丸和 撩 和 刁 矢 也 是 两 
种 性 质 不 同 的 相互 独立 的 矢量 。 选 定 表象 后 ,它们 在 同一 表象 中 的 
相应 分 量 互 为 共 堪 复数 .例如 选 定 Q@ 表 和 象 ,14) 在 Q 表 象 中 的 分 量 


Ql 
为 (avaz，…a…)， 可 将 它们 排 成 一 个 列 矩阵 | “ | 。 这 就 是 波 郴 


数 .(4| 在 @ 表象 中 的 分 量 为 (ar ,a; ,…-,ar ,…), 可 将 它们 排 成 
一 个 行 矩 阵 。(4| 是 14) 是 共 罗 矢 量 。 
现在 讨论 用 狄 拉克 符号 对 态 矢 、 算 符 等 的 表示 和 进行 态 矢 量 
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(1) 标量 积 
在 同一 表象 中 ,|4〉 和 《CB| 相应 的 分 量 的 乘积 之 和 称 为 |4》 
与 (8| 的 标量 积 , 简 称 标 积 . 记 作 


(BIA) = > ab (4. 4.1) 
显然 ,标量 积 满足 ， 
(Bi14) 一 (41B) (4. 4. 2) 
若 (B14) = 0, 则 称 态 和 失 量 |4》 和 18) 正 交 。 归 一 条 件 为 
(4l4) = 1 (4. 4. 3) 


若 14),1B) 为 某 一 算 符 名 对 应 于 本 征 值 ?和 7 的 本 征 态 ,将 14) 和 
18B) 分 别 记 为 |i) 和 | 说 , 则 其 正 交 归 一 条 件 为 


(2|7) = 5,, (4. 4. 4) 


若 能 谱 为 连续 谱 ,比方 在 z 表象 中 ,x 的 本 征 函 数 的 正 交 归 一 条 件 
是 


(zx|z') = (ro— x') (4. 4.5) 
在 p 表象 中 ,p 的 正 交 归 一 条 件 是 
‘plp') = 6(p— pp") (4. 4. 6) 


(2) 完备 系 和 态 矢 量 的 狄 拉克 符号 表示 


由 于 厄 米 算 符 扩 的 本 征 函 数组 成 完备 系 , 因 而 表示 这 些 本 征 
滑 数 的 思拓 (或 本 和 拓 ) 也 组 成 完备 系 , 记 为 {|&)}( 或 {|}), 态 矢 
量 IJ) 可 用 这 套 刃 矢 展开 ， 


1%》 = > arlk) (4. 4.7) 
天 


展开 系数 ag 为 
199 


Ud: 一 《< [9) 《44， 4. 8) 
代入 (4. 4.7) 式 得 
[1y) = > gyY) (4. 4. 9) 
3 
由 (4. 4. 9) 式 可 见 ,定义 算 符 Pi, 令 
已 ,三 |k) (| (4. 4. 10) 


它 对 任何 矢量 的 运算 ,相当 于 把 这 个 矢量 投影 到 基 矢 | 上 去 ,使 
它 变 成 在 基 矢 |) 方向 上 的 分 量 , 即 


Pily) = |8) (1g) = ailk) (4. 4. 11) 
已 称 为 投影 算 符 .由 (4. 4. 9) 式 还 可 看 出 ,由 于 1% 任意 ,有 
2 = 1 (4. 4, 11)" 
(4.4.11) 式 就 是 本 征 函 数 的 封闭 性 ,如 果 是 坐标 表象 , 本 征 孔 数 
是 连续 谱 本 征 函 数 ,封闭 性 可 写成 
Jaz [zr |=1 C4. 4. 12) 
如 果 是 动量 表象 ,封闭 性 可 写成 
|aelatz < (4. 4. 13) 


如 果 在 某 一 本 征 函 数 系 既 有 分 立 谱 又 有 连续 谱 , 封 闭 性 表示 为 
Stl + jie el =1 (4.4. 14) 
在 Q@ 表 和 象 中 , 态 |y) 和 |) 的 标 积 可 写成 : 
1%》 = 2 1k) (1Y) 0 1h) 
1$》 一 lk) (kp) = 之 及 
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$18) = >) 817 C1k) (kly) 
= Do; (jE RIY) = >)0) Onan 
总 玫 
= 之 /多 Ghde LY 
» 


这 正 是 (4.4. 1) 式 , 如 果 选 择 的 表象 是 zx 表象 ,其 本 征 函 数 是 6 函 
数 , 波 函 数 y(z) 二 《zly), 在 zz 表象 ($1y) 的 内 积 是 


WW [azc#lz) zly) 性 0 
(3) 算 符 的 狄 拉 克 符 号 表示 
算 符 人 作用 在 态 矢量 |y) 中 ,得 出 另 一 个 态 矢 量 |#) 


1g%》 一 和 [9) (4. 4.16) 


如 同 在 矢量 空间 中 通过 一 个 运算 将 一 个 矢量 变 成 男 一 个 矢量 一 
样 ,此 式 并 未 选 定 具体 的 表象 。 


现在 在 Q 表象 中 将 算 符 用 狄 拉克 符号 表示 出 来 ,由 


A A 
(RI$) = IF |G) = DEIF IOIY (4.4.17) 


在 上 式 的 最 后 一 步 用 了 (4. 4.11) 式 .(4.4.17) 式 其 实 就 是 公式 
bi = > 的 犹 拉 克 符 号 表示 ,而 


二 (4. 4. 18) 
就 是 公式 Fw = |uz ujdz 的 狄 拉克 符号 表示 。 
# 的 本 征 方程 
Ff |y) = aly) (4. 4. 19) 


在 @ 表象 中 的 表示 是 
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(有 | PF yg) = Ak|Y) (4. 4. 20) 
即 
DalF DG = DF = (4 二 21) 
或 写成 
SI 和 | 方 一 ME 人 一 0 (4.4.22) 


(4.4.22) 式 是 (4. 2. 13) 式 的 狄 拉克 符号 表示 。 特 别 若 就 是 哈密 
顿 算 符 让 , 薛 定 兽 方程 可 写 为 


多 = 人 1y) (4. 4.23) 


在 @ 表象 中 
i 人 (ky) = (IHIY) = > IH 19) 
《4. 4.23)! 


(4. 4.23) 式 就 是 (4.2. 16) 式 。 定 态 的 醉 定 证 方程 的 窍 阵 形式 用 
狄 拉克 符号 写 出 是 


SNTG 大 1 一 ED =0 (4.4.24) 


j 


平均 值 公式 是 
(F) = (yl F 1y) (4. 4. 25) 
在 Q@ 表 象 中 ,(4.4.25) 式 为 
< A 
(Fy = OVIE ETF |7 CY) (4. 4. 26) 


(4) 表象 变换 的 狄 拉克 符号 表示 
设 A4A 表 象 的 基 矢 为 |m》,B 表 象 的 基 矢 为 la) ,1y) 在 4 表象 中 
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的 表示 为 


an = 《m|y) (4. 4. 27) 
在 B 表 象 中 的 表示 为 
b. = (aly) (4. 4. 28) 
显然 有 
‘ml|y) = > mla) aly) (4. 4. 29) 


方程 (4. 4. 29) 式 其 实 就 是 公式 a 一 > Spb, 即 (4. 3. 26) 式 。 因 


此 S$ 二 (mla) 是 BB 表 和 象 的 基 矢 在 4 表象 的 投影 ,S» 正 是 乏 正 变 


换 所 对 应 的 么 正和 矩阵 .这 正 是 (4. 3. 5) 式 。 


(5) 对 于 狄 拉克 符号 ,我 们 列 出 一 个 它 和 普通 xz 表象 表示 的 


对 照 表 如 表 4. 4. 1 。 


表 4.4.1 狄 拉克 符号 对 照 表 
一 般 表 示 狼 拉 克 符 号 表示 


A 
‘F IY) = |#) 


人 
算 符 F 人 3 
| -二 ) yD) Ge) zh yp) = cz 内 


yD 


.9 [9 


ih 坟 (zy) = (z|HIy) 


A 
F |n) 一 Am》 
A 
Flrln) = Alzr|n) 
A 
DRI EI ~ AKIIIIIG) = 0 
i 


‘(nlm) = 56 
正 交 归 一 条 |[， 国 
件 | 区 (Tum (Td = nm | olzykzlmydz = Onn 


Pur) 一 Nunkz) 
征 方程 2 Fy — My)a;=0 


203 


px) = Djanun(z) 
Aan 一 js (rplx)dr 


i | 区 Ci 


Co [nlz) (zlgydz 


Sma = (mla) = [emlz)dzzle) 


3 4.5 ”线性 谐振 子 和 占有 数 表象 


作为 用 和 矩阵 力学 求解 问题 的 一 个 例子 ,本 节 讨 论 线 性 谐振 子 
的 矩阵 求解 .线性 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 是 


方 -= Zz 十 Sma? (4. 5,1) 
算 符 + 和 满足 泊 松 关系 
{zx,p)} 一 二 [z， 约 ] 一 1 (4. 5, 2) 
利用 对 易 关 系 公 式 
[z, 纪 ] = Cz,$1p+ $ Lz,$] CE 
可 求 得 算 符 xz 和 的 运动 方程 分 别 为 


a 作 , 碳 ) = 2 [多 如] = 一 mw 从 (4. 5.5) 
(4. 5. 4) 式 和 (4. 5.5》 式 的 物理 意义 是 显明 的 。(4. 5. 4) 式 就 是 动 
A A 
量 多 = mb 一 m 学 ,而 (4.5.5) 式 就 是 学 一 一 VU, 因 为 U = 
mz, 
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ei 


引入 无 量 纲 算 符 


A mo A ] | 
Q= ,|/ P = (4. 5. 6) 
线性 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 (4. 5. 1) 式 可 改写 为 
3 Cp 十 如 ] (4. 5. 7) 


在 (4.5.7) 式 中 ,P 和 Q& 以 完全 同等 的 方式 出 现 . 引 入 两 个 新 的 算 


1, 
RE [如 | | 针 去 (4. 5. 8) 


/3 2 
这 些 算 符 之 间 满 足 的 对 易 关系 是 
区 省 二 元 [ 交 , 鸭 ] =i (4. 5. 10) 


[8,47] = 5[Q+iP,Q— iP] =— iQ,P]=1 


(4. 5.11) 
[&,2+ 4] = [&,4+]&= & (4. 5. 12) 
[+ ,A+ 4] = 4+ [A+,4] =— é+ (4. 5. 13) 


利用 (4. 5.7),(4.5.8) 和 (4. 5. 9) 式 , 可 以 将 坐标 算 符 ,动量 算 符 
和 哈密 顿 算 符 用 4 和 &+ 表示 成 ， 


1 
= Ba "(4+ 41+) (4. 5.14) 
1 
入 一 | (4. 5. 15) 
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H= hwl 人 2 二 2 (4. 5. 16) 
在 (4.5. 16) 式 中 ,只 出 现 算 符 4 和 2+ 的 2+ 和 项 ,不 出 现 2+ 41 及 
4&4& 等 项 , 设 若 算 符 4+ 4 具有 本 征 值 n,n = 0,1,2,……,(4.5. 16) 式 
将 直接 给 出 谐振 子 的 能 谱 | ” 十 记 | 娘 ,而 且 , 掺 的 本 征 态 也 就 是 
2+ 4 的 本 征 态 。 

现在 来 证 明 上 述说 法 成 立 . 记 委 的 本 征 方程 为 


fliH') = H'|IH') (4. 5.17) 
则 由 (4. 5. 16) 式 得 


A 人 A 1 
hwlH'|lat a | 五 ") = (五 :| 万 一 FolH') 


-| 


一 到 一 于 四 (4.5.18) 


又 困 (五 '12+ 2 |H') 本 身 就 是 a1H') 的 模 的 平方 , 故 有 
(五 '1a+r alH') 安 0 (4. 5,.19) 
由 (4.5.18) 及 (4. 5. 19) 式 得 


H' 一 训 hw>0 (4. 5. 20) 


印 


H'>Fho (4. 5. 21) 


等 号 只 在 |H') 满足 a|jH') 一 0 时 才 成 立 .H' 最 小 的 值 , 即 应 最 低 
的 本 征 值 为 也 记名 。 


为 求 出 其 他 的 本 征 值 ,由 (4. 5.12) 及 (4. 5.16) 式 , 有 
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FE 二 汶 坟 (4. 5. 22) 
即 


$s ps 
大 A / A 人 A 7 7 
Ha |lH')= (a Hwa)|H')= (H’ ~ hw)alH') 
(4. 5. 23) 
(4. 5. 23) 式 表 明 ,4 |H') 也 是 应 的 本 征 态 ,而 且 相 应 的 本 征 值 是 
H' 一 和 ws 车 人 ' 是 让 的 本 征 值 , 则 五 ,有 一 下 wo 再 一 2 和,…， 
人 
访 二 w 也 是 应 的 本 征 值 。 
同 理 ,利用 (4.5. 13) 和 (4. 5. 16) 式 , 得 
BS A (4. 5. 24) 


人 A 人 F A 人 A / A / 
Hat |H’ = (at Hi+fiwat)|H' = ( 玖 ' 十 大 oa+ |H') 
(4.5. 25) 
因此 ,at+ |H') 也 是 万 的 本 征 态 ,相应 的 本 征 值 为 及 ' 十 坟 w。 亦 即 


H' 十 ws,H' 十 2 天 w，…- ,也 是 大 的 本 征 值 .而 且 这 个 本 征 值 系列 
只 有 当 + |H') = 0 时 才 会 中 断 。 但 事实 上 2+ |H') 不 可 能 为 零 ， 
因为 由 (4. 5.11) 和 (4. 5. 16) 式 得 

wiH'|la 2+ [IH')y =AhwH'|( + a+ 8)1H') 


CH"' | (+ IH') 


HH' 十 地 和 (4.5.26) 


41 1) ==0, 则 (4. 5. 26) 式 有 端 为 零 ,从 而 得 出 H' 一 一 去 坟 。。 


车 
这 和 HH' 的 最 低 的 本 征 值 为 广 廊 %, 即 (4. 5. 21) 式 矛 盾 。 因 此 本 征 值 
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系列 诗 hw，…,H 一 和 ,H'sH' 十 在 oo 无 上 界 . 女 的 本 征 值 谱 
是 
1 


二 凡凡 -一 


1 一 四 
2 72 十 ho (n= 0,1,2, ) 


(4. 5. 27) 


这 正 是 我 们 熟知 的 线性 谱 振子 的 结果 ,在 入 自身 的 表象 中 , 妃 所 
对 应 的 矩阵 是 


(4. 5. 28 ) 


现在 来 求 在 能 量 表象 中 4,4+ ,和 ,多 的 矩阵 表示 。 为 方便 起 见 ， 
以 10),11),…, |n)… 记 让 的 本 征 值 分 别 为 却 声 ww 福 丰 ay 


n 十 二 | 才 w,… 等 的 本 征 矢 , 即 


A 

H 10) = 地 hwl0) (4. 5. 29) 
六 1 
H |x) = 半 十 方 丰 o |n) (4. 5. 30) 


为 求 出 算 符 2+ 在 能 量 表象 中 的 矩阵 表示 (nla+ |m), 先 计算 矩阵 
元 


A A A 大 A 
n| Hat |m) = (nlat Hi+hwat |m) 
3 


(m+ ocnlér PS (4. 5. 31) 


EE th |nla 本 
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另外 ,由 (4. 5. 30) 式 , 又 直接 可 得 


(nn | fat | 一 


由 (4.5. 31) 和 (4. 5. 32) 式 有 


[+ 了 jz 一 十 计 | 关 oola* [志和 而 
(4. 
或 写成 
(m—nt1)Awnlat lm)=0 (4. 
即 
0 | 
‘nlat+ |m> = | Way (4.5, 
天 0 14 一 7 一 1 
同 理 ,对 于 算 符 的 矩阵 元 ,有 
ta 十 雪 | 丸 kml 人 i 
以 及 


A 


‘n| Hal|m) = (|(a Hhwa)|m) 


一 [十 到 — 1)h wnlé Im) 


2 
二 [= a 到 | 关 oknla lm) (4.5. 
比较 (4. 5.36) 及 (4. 5. 37) 式 得 
n— m+ hwnla lm)=0 (4.5. 
即 
ve mo 
天 0 m 二 nn 十 1 


站 去 | 大 onle+ Im) (4. 


5. 32) 


5. 33) 


5.34) 


5. 36) 


5.39) 
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综合 (4.5. 35) 及 (4.5. 39) 式 , 对 于 算 符 么 和 2 六, 只 有 和 矩阵 元 
人 a|12+ ln 一 1) 及 (nl& |n 十 1) 不 为 零 。 现 在 来 求 这 些 邱 阵 元 的 数 
值 .由 对 易 关 系 (4. 5. 11) 式 得 


(0122+ |0)— 04+&10)=1 (4. 5.40) 
再 由 本 征 函 数 得 in),(n = 0,1,2,…) 的 封闭 性 ,有 


>)(012 la?(al2+ |0>— >)(0124+ ln) nla 10) = 1 


(4. 5. 41) 
利用 (4. 5.35) 及 (4. 5. 39) 式 ,可 将 (4. 5. 41) 写成 
(014 11)(11&+ |0)=1 (4. 5. 42) 
即 
|<01a 11) = (1&7 10)|? = (4. 5. 43) 
同 理 , 由 
n|&&+ |n) — nla&+& In)=1 (4. 5.44) 
得 
njd nt+ 1 nt+1lat In) — nlat jn— 1)(n—1l4 |x)=1 
(4. 5. 45) 
| (al 和 十 1 一 | 十 1 人 + ja 一 1 十 12+ | 一 二 
一 1 十 | 人 一 12 2 (4. 5. 46) 


对 (4. 5. 46) 式 逐 次 递 推 后 ,得 


12 和 十 1 一 | 人 2 十 112+ jn)|? 二 x 二 +1 
(4. 5. 47) 


即 & 和 &+ 的 矩阵 元 为 
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(na Int+1)= van+i+1 (4. 5. 48) 
(十 1 人 + |n) = 二 Yn 十 1 ， (4. 5. 49) 


由 (4.5. 43),(4. 5. 48) 及 (4. 5. 49) 式 , 我 们 最 后 得 出 算 符 & 和 4+ 
所 对 应 的 矩阵 是 


0 0 0 0 (4. 5. 50) 
V1 0 0 0 
2 
0 0 


(4. 5.50) 式 表明 ,和 和 24+ 所 对 应 的 矩阵 都 不 是 厄 米 矩 阵 ,& 和 4+ 
都 不 是 厄 米 算 符 。 但 算 符 4+ 和 = 入 是 厄 米 算 符 。 而 且 由 公式 


(4. 5.16) 式 可 见 , 它 的 本 征 态 就 是 女 的 本 征 态 ,相应 的 本 征 值 是 

A 1n) = + |n) = nln) (4. 5.51) 
算 符 % 二 &41 4 称 为 粒子 数 算 符 。 本 征 方程 (4. 5. 51) oe 
种 理解 :想象 谐振 子 体系 为 许多 能 量 为 w 的 “ 准 粒 子 ”的 集合 


有 个 准 粒 子 的 态 记 为 | > ,粒子 数 算 符 名作 用 于 本 征 态 
其 相应 的 本 征 值 为 粒子 数 ”。 显 然 , 态 1x) 不 是 算 符 和 4 或 2+ 的 本 征 


态 。 但 如 (4. 5. 25) 式 所 示 ,&+ |n > 也 是 入 的 本 征 态 ,相应 的 本 征 
值 为 (xn 十 1) 元 w。 引 入 准 粒 子 概念 后 ,相应 的 态 是 |n 十 1)。 因 此 有 


2+ |n) = é€(n)|n 十 1) (4. 5. 52) 


因为 4+ jn) 和 |x 十 1) 是 同一 个 态 ,(4. 5. 52) 式 中 的 &(n) 是 特定 
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的 依赖 于 的 常数 。 


同 理 , 由 (4. 5.23) 式 可 得 In) 也 是 契 的 本 征 态 , 但 相应 的 本 
征 值 为 (n 一 1) 记 w, 相 应 的 态 是 | 一 1); 


& 1n) = An) 1n — 1) (4. 5. 53) 
(4. 5. 52) 和 (4. 5.53) 式 的 共 斩 方程 是 

(人 212 一 6 (Oo 人 2 十 1]| (4. 5. 54) 

n|at+= A*(n)ln— 1| (4. 5. 55) 


将 (4. 5. 52) 式 与 (4. 5. 54) 式 , (4. 5.55) 式 与 (4. 5. 53) 式 分 别 作 
内 积 ,得 
nl& b+ In) = é€*E= (nl(4+A+1)|ln)=n+t+l1 
(4. 5.56) 


(|2+2 ln) = A'A=n (4. 5. 57) 


适当 选择 |n) 的 相 因 子 , 以 使 4 和 4 为 非 负 实数 ,由 (4.5.56) 及 
(4. 5. 57) 式 得 


é(n) = V2 十 1， An) 一 Vn (4, 5. 58) 
将 (4. 5. 58) 式 代 入 (4.5.52) 及 (4.5.53) 式 , 得 


2+ jz = v7 二 Tim 十 1)， (4., 5.59) 
4 ln)= Vn ln 1) (4. 5. 60) 


(4. 5. 59) 式 表明 , 算 符 2+ 作用 在 具有 个 准 粒子 的 态 |n) 后 ,将 
变 为 具有 十 1 个 准 粒子 的 态 |n 十 1)。 算 符 &+ 的 作用 相当 于 产生 
一 个 粒子 ,因此 ,2+ 称 为 产生 算 符 . 同 理 ,由 (4.5. 60) 式 可 见 , 算 符 
& 作用 在 具有 ?个 准 粒 子 的 态 |n) 后 ,将 变 为 具有 nn 一 1 个 准 粒子 
的 态 |” 一 1 。 算 符 2 的 作用 相当 于 潭 灭 一 个 粒子 .2 称 为 淫 灭 算 
事实 上 ,以 态 (z 十 1 及 (2 一 1| 左 乘 (4.5.59) 及 (4. 5.60) 式 
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3 4。 


后 ,马上 得 出 (4. 5.49) 和 (4. 5. 48) 式 。 我 们 之 所 以 用 两 种 不 同 的 
方式 推导 ,是 希望 读者 能 通过 这 些 推导 更 加 熟悉 产生 算 符 &+ 和 泽 
灭 算 符 & 的 运算 .4 和 2+ 以 及 粒子 数 算 符 久 = 2+ & 在 二 次 量子 化 
表象 以 及 多 粒子 体系 的 量子 统计 理论 中 有 十 分 重要 的 作用 。 

由 于 儿 是 厄 米 算 符 ,因而 它 的 本 征 态 jz, (2 一 1,2,…) 组 成 
正 交 , 归 一 .完备 .封闭 系 , 以 4 的 本 征 函 数 系 为 基底 给 出 的 表象 称 
为 粒子 数 表 名 (或 称 占 有 数 表象 )。 由 (4. 5.16) 式 可 以 看 出 ,对 于 


线性 谐振 子 , 碌 和 名 对 易 ,粒子 数 表象 就 是 能 量 表象 .在 粒子 数 表 
象 中 ,坐标 算 符 4 和 动量 算 符 $ 对 应 的 矩阵 是 


0 V1 0 0 
1 
| V0 Cd 5 61 
0 V2 0 V3 
1 
p= + |e) +) 
0 愉 注 0 0 
a -Vi 0 V2 0 
5 WW 
(4. 5. 62) 
这 两 个 矩阵 都 是 厄 米 矩阵 。 


问题 1 ” 写 出 在 粒子 数 表象 中 算 符 色 和 Q 对 应 的 矩阵 。 这 些 
矩阵 是 否 厄 米 和 矩阵 ? 
问题 2 我 们 注意 到 在 线性 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 
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方 - 全 十 十 mor 各 中 ,将 z 和- 双 互 换 ,应 不 变 。 试 利用 这 个 性 


质 , 求 出 在 动量 表象 线性 谐振 子 的 本 征 函数 cp)。 
$ 4.6 ” 受 迫 谐振 子 和 相干 态 


在 量子 场 论 和 激光 理论 等 许多 领域 中 , 受 迫 谐 振子 有 着 广泛 
应 用 。 考 虑 一 个 在 与 时 间 有 关 的 外 力 的 作用 下 的 谐振 子 , 它 的 哈密 
顿 量 是 


es 0 
HH 二 人 二 一 mw:rx: 一 工本 (人 t) (4. 6. 1) 
2m 2 


其 中 (2) 是 一 个 的 实 函数 。 本 节 的 讨论 运用 于 比 (4. 6. 1) 式 更 广 
泛 的 情况 :在 (4. 6.1) 式 中 再 加 上 一 项 与 动量 有 关 的 项 ,本 节 的 讨 
论 仍然 成 立 , 为 此 ,推广 (4. 6. 1) 式 为 


2 
H 一 在 十 Fm = FD pO (i 


式 中 GC) 也 是 一 个 上 的 实 函 数 .引入 变换 (4. 5. 14) 及 (4. 5.15) 
式 ,在 粒子 数 表象 中 , (4. 6. 2) 式 为 


H=hw 


四 到 | 4 FATF PCD 人 + (4.6.3) 


f(z) 是 个 复 函 数 , 满 足 


万 /mw 
1 (一 一 人 人 70) 十 1A/ a C0 (4. 6. 4) 


通常 ,在 大 多 数 情况 下 /() 只 在 一 个 有 限 的 时 间 区 间 之 t 之 吉 
中 不 为 零 ,在 1 二 4 及 1 之 t, 时 ,仍然 是 个 自由 的 不 受 迫 的 谐振 子 。 
在 (4. 6. 3) 式 中 ,产生 算 符 &+ (z) 和 漂 灭 算 符 4 (2) 都 是 时 间 的 函 
数 ,满足 等 时 对 易 关 系 : 
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[& (ta+ (4)]=1 (4. 6. 5) 


算 符 a(z) 的 运动 方程 是 
i 为 和 a ed - 十 (GD) (4.6.6) 
或 写成 
和 十 io 和 (2) 一 一 (2) (4. 6.7) 


(4. 6.7) 式 是 个 非 齐 次 的 一 阶 微分 方程 , 一般 可 用 格林 函数 方法 


求解 ,定义 格林 函数 G(z 一 z') ,使 它 满足 方程 
CT iwGle — #) ~— eC) (4. 6, 8) 


则 方程 (4. 6. 7) 式 的 一 个 特 解 为 
4 0 = 一 计 GE fd 4.6.9) 


可 以 这 样 考虑 方程 (4. 6. 8) 式 的 解 : 当 t 关 t 时 ,Glz 一 1') 显然 与 
e-* 中 站 成 正比 , 当 t = 二 二 时 , 它 是 间断 的 ,因此 方程 (4. 6. 8) 式 的 解 
可 以 写成 推迟 格林 函数 Gr(z 一 t') 和 超前 格林 函数 G4lt 一 z) 或 
因果 格林 函数 等 形式 ,其 中 
CR 人 一直 ) = 0 — te (4. 6. 10) 
Galt —t) 一 一 0 一 太 )e ee (4. 6. 11) 
0(t 一 二 ) 是 阶梯 项 数 ,满足 


0 天 < 
8( 一 站 ) 一 (4. 6. 12) 
1 上 > 
记 Qain(t) 和 aou(z) 分 别 为 与 1 过 ti 及 1 之 ti 时 相应 于 (4.6.7) 式 的 
齐 次 方程 的 解 。 非 齐 次 方程 (4. 6. 7) 式 的 解 总 可 写成 相应 的 齐 次 
方程 的 解 及 (4. 6.7) 式 的 特 解 之 和 : 
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2 ng 到 | Ga wf* Cd 


= bin(t) 一 到 | ei f* (dz 


= | Ga rf Gde 


一 &ou(t) 十 | -io f* (Cp dE! 
于 是 ,由 (4. 6.13) 及 (4. 6. 14) 式 得 
人 到 | 、 e-iee-oF Cd 


显然 ,相应 于 (4. 6.7) 的 齐 次 方程 的 解 为 
和 Ci) = he ™ 
Q(t) = he 


代入 (4. 6.15) 式 后 ,得 


2 A Se 8 * (w) 
其 中 
gl =| ef Yd 


现在 问 ,能 否 找 到 一 个 么 正 变换 S ,使 它 满足 


A 人 
Qout 一 ST ainS 


(4. 6. 13) 


(4. 6.14) 


(4. 6. 15) 


(4. 6.16) 


(4. 6.17) 


(4. 6.18) 


从 而 直接 把 cu 通过 乏 正 变换 与 ao 联系 起 来 ,如 果 找 出 5S, 则 算 符 
S 的 意义 在 于 提供 了 体系 在 上 < 二 时 的 状态 和 在 上 之 握 时 的 状态 之 


闻 的 联系 .为 找 出 $, 先 来 证 明 一 个 算 符 恒 等 式 : 
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A A 


e4 Be-4 B+ [A, ,有 十 让 [4， [A,B] 


2»> 


十 去 [4,[ 和 [4 的 ]] 十 … (4.6.19) 


式 中 A 和 加 都 是 算 符 ,e4 是 按 指数 函数 的 展开 式 定义 的 算 符 入 的 
函数 ,满足 


A A 
A A A? A’ 
e4 二 1] 十 TY 十 21 十 31 下 
考虑 函数 
广 ( = eit Be 
则 显然 有 
大 
df aa A 
J ?AYO 一 人 CD A CA, a] (4 6.20) 
dh) 


Ad 只 A _A A 
dx = | 4， “= LA,LA,f (1]] (4.6.21) 


等 等 .由 于 了 (0) = 8, 将 fC4) 作 泰 勒 展开 后 ,用 (4. 6. 20), (4. 6. 
21) 等 式 ,得 


A2 
/GD =B+ 让 [4， B] 十 全 [4,[4,B]] 十 …(4. 6.22) 


在 (4. 6. 22) 式 中 令 4 == 1, 就 得 到 (4. 6. 19) 式 。 
在 (4. 6. 19) 式 中 , 取 4 二 一 a6+ 十 a*&,a 是 个 任意 的 复 常数 ， 
太 二 外 洛 
edtte' OA eda- hd Aa (4. 6. 23) 


比较 (4. 6.16)、(4. 6.18) 及 (4, 6.23) 式 , 取 a 二 一 ig* (w)/ 刻 后 可 
以 看 出 | 
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Ca exp| 一 二 工 (At— Co 人 | (4. 6. 24) 
又 因 


| [FA +f (1)at (2) Jdz 


二 oo i iwe A 
和 | [Lf OG)eih, + f° (eedt di 


= g(w)ais 二 g" (Ww)a 
可 改写 (4. 6. 24) 式 为 


S 一 exp| 一 天 | OLNG 十 f* (a ld 
(4. 6.25) 
问题 1 若 将 (4.6. 24) 式 中 的 人 和 4 改 为 4 和 人, 求 S 
的 另 一 个 等 价 的 表示 式 。 
利用 算 符 S, 可 从 体系 在 t 二 时 的 初始 状态 ,决定 以 后 在 
t>t 时 的 状态 。 由 于 受 迫 的 作用 只 存在 于 A 中 ,在 z < 
及 i 之 ti 时 ,哈密 顿 量 仍 为 谐振 子 哈 密 顿 量 , 即 


H's = 有 nw 


人 人 十 到 | ti (4. 6. 26) 


Hu=how 2 


0 去 1>t, (4. 6. 27) 


算 符 4+&, 及 4tuaow 具有 本 征 值 z = 0,1,2,… ,相应 的 本 征 矢 为 
Ia) 及 |n)o。 由 算 符 变 换 公式 (4. 6. 18) 式 可 知 , 相 应 的 态 矢量 的 
变换 公式 是 

[nyo = 5+ |n)s (4. 6. 28) 


车 开始 时 体系 处 在 基态 10);,, 经 过 受 迫 作用 后 ,处 于 五 ww 的 第 个 
本 征 态 In)os 的 几率 振幅 ww 《x10) 是 
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ut 人 0)i 一 out 人 23S10)o 一 na21S10)n (4.6.29) 
为 计算 S10) ,利用 算 符 公式 
e4 。e8 一 e4+ 8+ 王 [4 可 (4. 6. 30) 
及 (4. 6. 24) 式 ,得 
S|0) = et'-eh|0) = e-l /em'e-°"*|0) = e- I" /2e* |0) 
(4. 6. 31) 
在 (4. 6. 31) 式 的 最 后 一 步 利用 了 公式 2 10〉 = 0。 
由 (4. 5.59) 式 , 得 
In) = (CalD)-V2(C2+)"|10) (4. 6. 32) 


于 是 ,人 了 从 (4. 6.31) 和 (4. 6. 32) 式 可 给 出 


(n|S10) 一 enla(zleo [0 = e-Iel/2 (4. 6. 33) 
|s | | = 


将 (4. 6. 33),(4. 6. 24) 式 代 入 (4. 6. 29) 式 , 我 们 得 到 ,在 1 二 i 时 
处 于 厂 ;, 基态 的 振子 ,经 过 受 迫 作用 后 ,在 t 之 ts 时 处 于 How 的 第 
n 个 激发 态 的 几率 是 


| 。 2210)m | |g(a)12/ 如 1 1 
nl 


Se (4. 6. 34) 
从 (4. 6. 16) 式 还 可 得 出 


bo | On = al0)i (4. 6. 35) 


这 说 明 lo) 是 潭 灭 算 符 4 的 本 征 态 , 相应 的 本 征 值 是 a 
一 ig" (w)/ 刻 ,由 于 漂 灭 算 符 &。 并 非 厄 米 算 符 , 因 此 它 的 本 征 
值 可 以 是 复数 。 而 且 ,g(w) 由 外 来 的 受 迫 作用 决定 ,是 任意 的 , 因 
此 原则 上 任何 复数 都 可 能 是 4&6 的 本 征 值 .进一步 ,由 (4. 6. 35) 式 
还 可 得 出 : 
CO Atdo | On = O02t. | 0 mn (O16 |0);, (4. 6. 36) 
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即 (4. 6. 36) 式 左 端的 矩阵 元 可 以 直接 分 解 为 两 部 分 连 乘 。. 这 种 因 
子 化 说 明 对 于 这 种 特殊 的 状态 不 存在 量子 关联 ,是 一 种 准 经 典 态 。 
通常 也 称 为 相干 坊 。 相 干 态 在 光学 和 量子 电子 学 中 有 极 重 要 的 作 
用 。 

鉴于 相干 态 的 重要 性 ,现在 对 相干 态 作 一 些 一 般 性 的 讨论 : 

(1) 相干 态 是 潭 灭 算 符 4 的 本 征 态 。 

& |a) = ala) (4. 6.37) 

它 总 可 表示 为 下 述 形 式 


a” 


joi2 十 jal2 
la) 一 eye |0) 一 ee >) 


n=0 nl 
的 确 , 只 要 注意 到 么 正 变换 S。 二 exp (aa1+ 一 a*a) 具有 性 质 
St = 
因此 以 沽 灭 算 符 和 作用 在 $.|0》 上 时 ,得 
Cg9。.|0) = aS.|0) (4. 6. 39) 


再 注意 到 (4. 6. 31) 式 和 (4. 6. 33) 式 ,我 们 就 得 出 (4. 6. 37) 和 (4. 
6.38) 式 .(4. 6. 38) 式 表 示 , 相 干 态 可 用 无 穷 多 个 谐振 子 的 本 征 态 
In) 的 登 加 求 得 。 

(2) 相干 态 波 函数 是 归 一 的 ,但 不 正 交 。 


‘ala) = (0|0)=1 (4. 6. 40) 


In (4.6.38) 


‘Bla) elol?/2-tel /2(Q |ee” eol 10》 
ds eel?/2-1Bl/2 (0 ec 人 ep dap" 10》 


— lel2/2— 1812/2+ap* (4. 6. 41) 


在 上 式 的 最 后 一 步 我 们 利用 了 公式 


‘ji Ba) 、 
ep 0 10》 


一 ee 


(4. 6. 41) 式 表 明 ,两 相干 态 |a) 和 18) 并 不 正 交 , 且 
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| Bla)|? 一 ee (4. 6.42) 


因 此 ,在 复 本 征 平面 中 的 距离 la 一 8| 表征 两 相干 态 近 似 正 交 的 
程度 。 
《3)》 相干 态 波 函数 满足 下 述 封闭 性 条 件 : 


二 | leydzaka | (4. 6. 43) 


现在 来 证 明 (4. 6. 43) 式 。 式 中 
da = dada* = dReadIma = |aldlaldg 
由 (4. 6. 38) 式 
co 2 | w | _ De 
2 二 |e| “十 1 一天) 有 了 
jd a jialal Da] 、 a 


co 2n 
-xz edlel?m) nl 


一 x2ylz)(| 一 r 证 毕 。 


(4) 虽 则 潭 灭 算 符 4 并 非 厄 米 算 符 ,本 征 值 一 般 也 是 复数 ， 


但 遍及 所 有 “ 值 的 相干 态 系 组 成 过 完备 系 ,任何 一 个 相干 态 都 可 
用 其 他 相干 态 展开 : 


lo) = Tap*1p) Bla) = Tapge Bye iete) 
(4. 6. 44) 
(5) 相干 态 是 满足 最 小 不 确定 性 原理 的 状态 ,为 说 明 这 一 点 ， 
先 来 计算 一 些 主 要 物理 量 如 粒子 数 ,哈密 顿 量 z,p 等 的 平均 值 
由 4 |a) 二 ala) 及 其 共 斩 方 程 (z|2+ = a* (a|, 得 


(Nn) = (al&+& |a)=a'alala) = lal: (4.6.45) 


A 
‘HH) = 


《nn》 十 | | je 斑竹 去 ja (4. 6. 46) 
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et 


fh? At 4at A= a+t (A+ 1)a= (+)2A 十 入 
(4. 6. 47) 
党 
He l A+ 名 十 到 jzo| ey I 
(4. 6. 48) 
因此 它们 的 平均 值 是 
(A2) = Ca) 十 ea 一 |alt lal? = (n)? + (n) 
(4. 6. 49) 


(有 = | 如) 十 人) 十 于 je = | oo + 2 十 于 加 
(4. 6. 50) 
粒子 数 ”和 能 量 互 的 平方 平均 偏差 是 
An = [Cn2) — Cn) 一 《7 (4. 6. 51) 
AH = [(H’)— (HYJ?= (nzhw (4.6.52) 
相对 涨 落 是 


An/ (1) = 1/(n)¥ (4. 6. 53) 


MLDY = nt] 


人 | (4. 6. 54) 


当 (n) 越 大 时 ,相对 涨 落 越 小 ,这 个 结果 当然 是 非常 合理 的 。 
现在 计算 xz 和 2 的 偏差 ,利用 (4. 5. 61) 及 (4. 5. 62) 式 将 x 和 
p 用 产生 算 符 和 池 灭 算 符 表 示 , 得 


zx? 一 zo LA)? Se (4. 6.55) 


pr 一 Smwh[2h+ b+ 1— A — A+):] (4.6.56) 
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因此 平均 值 是 


万 上 _ /2 
《Z) 一 Be 十 wx) 一 oRea 


(p) 一 1 Pa 一 a) = V2mowlIma 


《2 》 一 = 十 a 十 2a*a 十 1 


2mw 


天 六 
= )* 二 1] 
Cp?) a Smo [2a' a 十 1] 一 一 a* ] 


一 Sm [1 — (a— a* )?| 


平方 平均 偏差 是 


| 环 

a 2 Zo a 
Ar = [ (zx’) 《站 和 2 BD 
Ap 2 [Cp’) (p)? 1] = 1 


4zA4zp 二 刻 /2 


从 而 得 出 


(4. 6. 58) 


(4. 6. 61) 


(4. 6. 63) 


(4. 6. 63) 式 表 明 , 相干 态 是 满足 最 小 不 确定 性 原理 的 状态 .而且 


(4. 6. 63) 式 与 无关。 任何 相干 态 都 具有 这 种 特色 。 


问题 2 ” 写 出 相干 态 在 z 表 象 和 在 如 表象 中 的 波 函数 表示 式 。 
问题 3 ”产生 算 符 a+ 的 本 征 态 是 否 也 具有 与 相干 态 类 似 的 


性 质 ? 它 的 本 征 矢 是 否 归 一 化 ? 


223 


"$4.7 密度 和 窍 阵 


本 节 将 介绍 和 矩阵 力学 中 另 一 种 求 平均 值 的 方法 , 它 的 好 处 在 
于 在 求 平 均值 过 程 中 ,将 波 函 数 的 位 相 的 影响 齐 弱 到 最 低 程 度 。 

为 确定 起 见 ,讨论 一 个 二 能 级 体系 ,其 结果 可 以 直接 推广 到 多 
能 级 .对 于 一 个 二 能 级 体系 , 它 的 波 函 数 是 


Sy ba ) 
人 Ci |C; le™ se 


(4. 7.1) 表示 x 依赖 于 四 个 实 参数 |C, | ,1C;|,7,7,, 但 是 按照 波 
函数 统计 解释 ,X 实际 上 只 依赖 于 两 个 参数 ;一 个 是 相对 几率 
IC |?/1Cs 上 *, 男 一 个 是 相对 位 相 71/7;。 如 果 波 函数 Xx 归 一 ， 


ICi]l:+ |Csl?=1 (4. 7. 2) 


x* 就 只 剩 下 一 个 位 相 任 意 性 :xX 和 xe“(a 是 任意 实数 ) 表示 同一 个 


太 


jb o 


为 了 克服 这 种 位 相 的 任意 性 ,我 们 来 定义 一 个 密度 矩阵 2, 令 


轩 Ee Cicx 
RE 
密度 矩阵 Pp 具有 下 述 性 质 : 
Q 它 是 敢 米 矩阵 ; 
@ 它 的 阵 迹 
trp = |C|?: 十 [Csl’ = (4.7. 4) 


图 算 符 4 在 xX 态 的 平均 值 可 写成 (4) = tr(pA4)。 


证 明 : (4) = X+ AX = (CY ,C:) dn | [tO 
也 1 9 -2 A A Ci 
|C， [A 十 CCz Azi 十 CeaC7T iz 十 1C， | ?A 


224 


= | [CO 攻 CC3 4 | 
CaCY |C， [2 42 4 


= tr(pA) 一 tr(4p) (4.7.5) 


只 要 给 出 了 密度 矩阵 Pp, 可 以 直接 用 (4.7.5) 式 求 出 平均 值 ,因此 
密度 矩阵 2 起 着 和 波 函 数 z 相同 的 作用 ,都 可 以 通过 它们 求 出 力 
学 量 的 平均 值 。 

外 对 于 2 X2 的 密度 矩阵 ,可 以 将 它 写 成 另 一 种 形式 : 


po 一 二 十 Pa) (4.7. 6) 


其 中 P,,P,,P。 是 三 | 实数 ,满足 
Re Cy.. Po I(r 0 slCr = 


(4.7.7) 
TT 和 0. ,0,,o; 是 矩阵 : 
i 
0 1 1 0 1 0 0 一 1 
(4.7. 8) 
密度 矩阵 的 本 征 值 是 0 和 1。 
密度 矩阵 的 本 征 值 方程 是 
Ls CiCz a 二 头 a 
Ce | | ey ; (4.7.9) 
(4. 7. 9) 式 的 可 解 条 件 是 它 的 系数 行列 式 为 零 , 即 
(CC 一 人 (Cs 一 人 一 CCC2C; =0 
4 一 1) 一 0 (4. 7. 10) 
4 的 根 是 0 和 和 1。 
@ p 对 应 于 4== 1 的 本 征 方程 是 
pxX=X (4.7.11) 
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P= FUP DFI+P:0 = 工 [7 二 2P.c 十 P3] 


= 去 [十 Pa) 一 (4.7.16) 


CO 


问题 1 对 于 X= | “| 的 情况 ,证 明 x X 的 密度 矩阵 p 仍 然 


C， 
满足 P= 2。 
密度 矩阵 满足 (4. 7. 14) 式 的 系 综 称 为 纯粹 系 综 。 量 子 统计 和 
量子 力学 最 大 的 不 同 在 于 :在 量子 统计 中 ,统计 系 综 的 密度 矩阵 一 
般 不 满足 (4.7. 14) 式 。 通 常 这 种 系 综 称 为 混合 条 综 , 而 在 量子 力 
学 中 ,p 必须 满足 (4. 7. 14) 式 。 


由 波 函数 满足 的 苹 定 启 方 程 1h3X 一 HX 出 发 ,可 以 求 出 害 
度 矩 阵 的 演化 方程 .由 


dp __ dx 3X + lb SN > pr 
df dt ~ azY 十 区 at = iR4% 
(4.7.17) 
得 
. .9p 
i = Hoe— pH= [LH,p?)] (4.7.18) 


(4.7.18) 式 是 p 随时 间 变 化 的 演化 方程 式 。 

问题 2 利用 (4.7.5) 和 (4.7.18) 式 ,证 明 (4) 随时 间 的 变化 
满足 (3. 7. 4) 式 。 

最 后 再 对 公式 (4. 7. 6) 式 作 些 说 明 .cx 在 态 xX 的 平均 值 是 


《Orz)》 一 tr(p5,) 一 Ftro, 十 5P *tr(go *。0o,) 


一 广 Petr(os) (4.7.19) 
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又 因 一 7, 因 此 (c) = P;,. 同 理 ,《o,) 二 P,,《0.〉 二 P,, 即 


P= (0) = tr(p0) = tr(op) (4. 7. 20) 
由 (4.7.6) 和 (4. 7. 11) 式 又 可 得 出 
P.ox=X (4. 7. 21) 


因此 P 的 物理 意义 是 一 个 态 X 的 极 化 矢量 . 它 指向 o 的 方向 。 


“8 4.8 阁 定 评 图 景 和 海 牺 堡 图 最 


在 经 典 力 学 中 有 两 类 坐标 系 :一 类 是 实验 室 坐 标 系 ,这 是 一 种 

和 实验 室 相 对 静止 的 坐标 系 , 它 固定 在 实验 室 上 , 它 的 基 矢 不 随时 
间 改 变 而 改变 .这 是 一 种 固定 坐标 系 。 另 一 类 是 随 着 粒子 运动 而 运 
动 的 坐标 系 , 它 和 粒子 相对 静止 ,这 是 一 种 随 动 坐标 系 .由 于 粒子 
在 实验 室 中 运动 ,因此 随 动 坐标 系 的 基 矢 随 着 时 间 改 变 而 改变 ,是 
时 间 的 函数 .当然 , 同 是 固定 坐标 系 , 仍 然 可 以 选用 不 同 的 坐标 ,了 既 
可 以 选 球 坐 标 , 也 可 以 选 直角 坐标 .即使 是 选 直角 坐标 , 选 娜 个 方 
向 为 工 方向 ,哪个 为 > 方向 ,哪个 为 方向 ,仍然 是 任意 的 ,唯一 的 
约 东 条 件 是 它 是 右 旋 坐 标 系 , C(z、y\z) 是 “ 右 旋 ”形式 ,而 且 z、y、\z 
轴 的 基底 满足 正 交 归 一 条 件 . 随 动 坐标 系 也 与 之 类 似 。 同 是 随 动 坐 
标 系 , 也 可 以 选用 不 同 的 坐标 ,如 直角 坐标 , 球 坐 标 …… 等 等 .与 
直角 坐标 系 , 球 坐 标 系 相 比较 ,实验 室 坐 标 系 与 随 动 坐标 系 是 另 一 
种 分 类 法 。 它 以 基底 是 否 随时 间 改 变 来 分 类 。 固 定 坐标 系 中 ,基底 
与 时 间 无 关 ; 随 动 坐标 系 中 ,基底 是 时 间 的 函数 ,而且 , 基 底 随 时 间 
的 变化 由 粒子 随时 间 的 运动 决定 , 因为 随 动 坐标 系 和 粒子 相对 静 
I 
在 量子 力学 中 ,也 有 类 似 的 分 类 ,以 基底 是 否 随时 间 改 变 而 改 
变 来 进行 分 类 的 方法 , 称 为 图 景 (Picture)。 相 当 于 经 典 力学 中 的 
实验 室 坐 标 系 或 固定 坐标 系 的 , 称 为 基 定 证 图 景 ,相当 于 经 典 力 学 
中 的 随 动 坐标 系 的 , 称 为 海 森 堡 图 景 。 如 同 在 经 典 力 学 中 , 选 定 实 
验 室 坐 标 系 或 随 动 坐标 系 后 仍 可 选取 不 同 的 直角 坐标 , 球 坐 标 等 
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等 一 样 ,在 量子 力学 中 , 选 定 薛 定 刘 图 景 或 海 森 堡 图 景 后 也 可 选用 
不 同 的 表象 (representation) ,如 坐标 表象 ,动量 表象 。 
在 $4. 3 中 曾 引入 随时 间 的 么 正 变换 。 令 


bt) = UGCO0) 
则 演化 算 符 UG) 是 乏 正 算 符 ,满足 UC) = e- 训 及 DJ+ (2) 
二 U-1(#)。 现在 我 们 利用 这 些 结果 来 引入 不 同 的 图 景 。 
1. 薛 定 户 图 景 
厄 米 算 符 Q 的 本 征 方程 为 


A eS a We (4. 8. 1) 


以 所 的 本 征 函 数 系 {u.(x)) 为 基 矢 构成 的 图 景 称 为 柱 定 记 图 景 . 莅 
定 油 图 景 中 的 基 矢 wu,(z) 与 时 间 1 无关 。 

在 醉 定 记 图 景 中 的 波 函数 显 含 i。 的 确 ,将 任 一 波 函 数 JCz,t) 
按 wu, (zx) 展开 ， 


YX) = DIC, ulz) (4. 8. 2) 
则 其 展开 的 系数 {C, (1)} 写成 列 矩 阵 后 ,就 表示 在 苹 定 谓 图 景 中 QQ 
表象 的 波 函 数 , 它 是 时 间 :的 函数 。 


同样 ,在 莅 定 记 图 景 中 的 算 符 Os 不 显 含 i。 比 如 角 动 量 算 符 L， 
动量 算 符 p 等 ,都 不 是 时 间 z 的 函数 。 

综合 上 述 ,在 薛 定 谓 图 景 中 , 基 矢 和 算 符 均 不 显 含 +, 但 波 函数 
是 :的 函数 ,本 书 前 面 几 章 的 讨论 ,其 实 都 在 苹 定 证 图 景 中 进行 。 
一 般 地 ,以 | 内 人 )》 记 在 菲 定 坦 图 景 中 的 波 函 数 , 则 薛 定 兽 方程 为 


ih lg)) = 起 lyse)) (4. 8. 3) 
波 函 数 |ys (1)〉 满 足 


[gs Ct)) = egs 0)) (4. 8. 4) 


2. 海 森 堡 图 及 
为 建立 随 动 坐标 系 , 先 定义 海 森 堡 图 景 中 的 波 函 数 | 》, 令 


A 
He 


[gn) = € ” jygs (lt)) (4. 8.5) 


将 (4. 8. 4) 式 代入 (4. 8. 5) 式 , 得 
[ga| = 1%s 0)» (4. 8. 6) 


可 见 1g) 与 无关。 从 这 个 坐标 系 中 看 粒子 ,粒子 处 在 相对 静止 的 
状态 , 它 的 波 浮 数 不 显 含 it. 这 确 是 一 种 随 粒 子 运动 而 运动 的 坐标 
系 。 

在 海 森 堡 图 景 中 ,有 


一 0 (4. 8.7) 


由 (4. 8. 5) 式 可 见 , 海 森 集 图 景 的 波 函 数 |yr 》 可 由 薛 定 廖 图 景 的 
波 函数 1%s(z)) 经 过 一 个 含 时 间 的 么 正 变换 而 得 出 .相应 地 , 海 森 


堡 图 景 中 的 算 符 On 也 可 由 薛 定 兽 图景 中 的 算 符 @, 经 过 相应 的 乏 
正 变换 得 到 ,与 (4. 7. 5) 式 相应 的 算 符 变换 是 


OG) = ef Oe Ct ey 
因此 ,在 海 森 堡 图 景 中 , 算 符 是 :的 函数 .On() 满足 的 运动 方程 为 


人 A A 
] A 2 A 二 .人 
i 9 Cu) = i [ese 十 Ci 全 | | sm 


2 en O, ,A je = [OyG) ,六 (4. 8. 9) 


由 于 在 海 森 堡 图 景 中 , 波 函 数 不 显 含 1, 因 此 ,其 相应 的 醉 定语 方程 
(4. 8.7) 式 是 平庸 的 .决定 体系 演化 性 质 的 方程 是 (4. 8. 9) 式 , 称 
为 海 森 堡 方 程 . 它 起 着 和 在 薛 定 订 图 景 中 薛 定 刘 方 程 类 似 的 作用 。 
综合 上 述 ,在 海 森 堡 图 景 中 , 基 矢 和 算 符 均 显 含 旨 ,但 波 函 数 不 
是 :的 也 数 。 
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海 森 堡 图 景 具有 下 述 性 质 ; 
(i) 当 算 符 C， 就 是 哈密 顿 算 符 友 时 ,由 (4. 8.8) 式 , 得 
sy Ss PR (4. 8. 10) 
哈密 顿 算 符 女 与 所 选 的 图 景 无 关 。 
(ii) 任何 力学 量 的 平均 值 与 所 选 的 图 景 无 关 , 由 
[gs (t)» = eHhl|gn) = [gn) (4. 8. 11) 
得 力学 量 下 的 平均 值 为 
(F) = gt (Pg) = 是 PD py = gH hg 
(4. 8.12) 


在 海 森 堡 图 景 与 其 定 证 图 景 中 算得 的 (F〉 相同 。 这 个 结论 其 实 是 
显然 的 ,因为 在 两 个 图 景 之 间 只 差 一 个 含 时 间 的 么 正 变换 ,而 么 正 
变换 不 改变 力学 量 的 平均 值 。 

(iii) 在 能 量 表象 中 , 算 符 在 海 森 堡 图 景 中 的 矩阵 元 与 在 蓄 定 
证 图 景 中 的 甜 阵 元 有 非常 简单 的 关系 式 ,在 能 量 表象 中 ,演化 算 符 
U 的 矩阵 元 为 


Ne (4. 8. 13) 
相应 地 , 算 符 在 海 森 堡 图 景 中 的 矩阵 元 是 
DL 三 US OU 
Se Op 
= = Bee -YOs) nO, 
en Em (Cs ) on (4. 8. 14) 


波 函 数 在 海 森 堡 图 景 中 的 矩阵 元 是 
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a Cs 0 (8m) 0 


mn 


iE £/n 
= De ™ Gmas(t) 


m 


= exp| Bt as(z) (4. 8. 15) 


本 章 小 结 


. 在 矩阵 力学 中 , 白 表 象 是 以 所 的 本 征 函 数 系 {u,(z)}) 为 基底 构成 的 表象 ,在 
这 个 表象 中 ,有 


a) U(XT) = Qu (ZX) 
y= > Ja Du (7) 


al (1) 


as (1) 
态 y Es 9 y+ = (ar (£) ,a (2) 9 CD)) 


an (t) 

算 符 下 对 应 一 个 矩阵 ,矩阵 元 是 下, |u 台 wdz, 平 均值 公式 是 (F) 一 
y+ Fy, 归 一 条 件 是 y+ 二 1, 本 征 值 方程 是 FY 一 炒 。 
. 在 量子 力学 中 ,两 个 表象 之 间 的 变换 是 么 正 变换 ,满足 5+ 一 5-1!, 态 的 变 
换 是 6 一 S-ie; 算 符 的 变换 是 名， 一 S-: 名 S; 但 乏 正 变换 不 改变 算 符 的 本 
征 值 。 

在 量子 力学 中 ,状态 随时 间 的 变化 可 写成 VC) = 六 (Dy(0) ,0 4) = 
e- 二 和 是 个 乏 正 算 符 。 
. 量子 态 可 用 狄 拉 克 符 号 14) 或 (4| 表示 。 狄 拉克 符号 的 最 大 好 处 是 它 可 
以 不 依赖 于 表象 。 
. 在 占有 数 表象 中 ,线性 谐振 于 的 哈密 顿 算 符 是 入 = 如 | er a 十 十 | ,粒子 
数 算 符 是 六 = a+ a; 产 生 算 符 a+ 和 潭 灭 算 符 a 满足 


和 la》 一 wa 一 1) 
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at |n)= V7z 十 1|l2 十 1 
a 和 er 的 矩阵 是 ; 


了 
4— [= ) a+ at), = 十 | 
w 


2m 1 


“le 


5. 相干 态 是 漂 灭 算 符 的 本 征 态 。 满 足 


bw 


& |a) = ala) 


Ila) = ce 一 lel2/zeoo+ 10) = EP a" [ny 


二 Ant 
相干 态 波 函数 归 一 ,但 不 正 交 。 相 干 态 是 满足 最 小 不 确定 性 原理 的 状态 。 


. 密度 矩阵 通过 波 函 数 的 张 量 积 给 出 :p = XX? ,量子 力学 的 密度 矩阵 满足 


Pr 二 2 条 件 . 任 何 力 学 量 在 X 态 的 平均 值 可 由 (4〉 = tr(p4) 给 出 。 


， 奉 定 请 图 景 相当 于 一 种 “固定 坐标 系 ”, 基 底 w,(z) 不 随时 间 变 化 , 波 函 数 


ylz,t) 随时 间 变 化 , 算 符 台 ; 不 显 含 i。 
海 森 堡 图 景 相当 于 一 种 “ 随 动 坐标 系 ”, 基底 随 体系 一 起 运动 ,是 时 


间 的 函数 , 波 函 数 I$) = ez?Igs(2)) 与 时 间 t 无关。 算 符 Oj = 
eh 加 se-ihn 是 :的 函数 ,满足 运动 方程 


A 
ih os = [On 0 ,A] 
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习 题 


4.1. 求 在 动量 表象 中 角 动 量 L, 的 矩阵 元 和 L2 的 矩阵 元 。 
4.2. 设 厄 米 算 符 委 ,各 满足 4? = B: 二 1, 和 B+ 名 A= 0, 求 : 
G) 在 4 表象 中 , 算 符 和 和 各 的 矩阵 表示 ; 
Gi) 在 表象 中 , 算 符 入 各 的 矩阵 表示 ; 
diii) 在 A 表象 中 , 算 符 台 的 本 征 值 和 本 征 函 数 ， 


Giv) 在 B 表象 中 , 算 符 和 的 本 征 值 和 本 征 函 数 
tv) 由 4 表象 到 B 表象 的 乏 正 变换 矩阵 5。 
4. 3， 如 果 体 系 的 哈密 顿 量 不 显 含 时 间 , 证 明 下 列 求 和 规则 


2 


， 天 
之 (有 — En.)|zml’ =— 3 
式 中 之 是 坐标 ,E,,E。 是 相应 于 1 态 和 m 态 的 能 量 , 求 和 对 一 切 可 能 的 
状态 进行 。 
4.4. 设 U 是 乏 正 算 符 


Ut 
et 区 |=4+is 


证 明 :(i) 4 和 召 均 为 厄 米 算 符 , 且 42 十 嫩 一 1 

(i) [4,B] = 0, 因而 4,B 可 以 同时 对 角 化 ; 

Gi) 设 算 符 4、8 的 共同 本 征 态 为 14',B'), 本 征 值 分 别 为 A4' 和 B', 则 
UV' 一 4 十 iB',|IUV'| 二 1, 因 此 可 令 A'=cosH',B' = sinH'(H' 为 


实数 ), 从 而 有 UU' 一 e 一 卫士 Er 


1] 一 itg (72) 和 


1 十 it 名 (2? 
= CH72) ,已 厄 米 。 


(iv) 证 明 辟 可 表示 为 避 = e” 1 tg 
4.5. 设 粒 子 处 于 宽度 为 4 的 无 限 深 方 势 阱 中 , 求 在 能 量 表象 中 粒子 的 坐标 和 
动量 的 矩阵 表示 。 
4.6. 证 明 两 个 厄 米 和 矩阵 能 用 同一 个 么 正 变 换 对 角 化 的 充 要 条 件 是 它们 彼此 
对 易 。 
4.7. 已 知 在 L? 和 工 . 的 共同 表象 中 , 算 符 工 - 和 工 , 的 矩阵 分 别 为 : 
234 


L, = 


YZ 
2 


0 一 1 0 
0 i 0 
求 它们 的 本 征 值 和 归 一 化 的 本 征 函 数 ,最 后 将 L, 和 工 , 对 角 化 。 


4.8. 一 个 质量 为 m 的 粒子 处 在 一 维 谐振 子 的 势 阱 中 ,V， = 这 kz。 


GD) 粒子 最 初 处 在 基态 ,弹性 系数 突然 加 倍 (& 一 2&), 这 样 新 的 势 阱 是 
Y: 二 kx? 。 现 在 测量 粒子 的 能 量 , 求 发 现 粒子 在 新 势 阱 V* 的 基态 的 
几率 。 

(ii) 弹性 系数 和 i) 一 样 突然 加 倍 , 所 以 了 突变 为 V,. 但 是 在 新 势 喷 中 
粒子 的 能 量 没有 被 测量 ,在 经 过 it 时间 后 ,弹性 系数 突然 回 到 了 初 
值 . 问 上 等 于 多 少时 能 使 粒子 态 完 全 回复 到 VV 的 基态 ? 


0 a 
4.9. 试 将 ep| ?| 表示 为 2 X 2 的 和 矩阵,a 是 个 正 的 常数 。 


1 2 4 
2 3 0 


5 3 
吗 ?说 明 原 因 


4. 10. 求 和 矩阵 的 本 征 值 和 归 一 化 的 本 征 矢量 ?这 些 本 征 矢 量 正 交 


ecos6d 

LeipsinG 

1 

| | 态 的 转动 矩阵 Ug。 

4.12. 由 下 述 三 个 纯 态 不 相干 混合 而 成 的 角 动 量 为 1 的 粒子 体系 .假定 每 个 
态 都 等 几率 ,这 三 个 态 是 : 


1 


4.11. 已 知 波 函 数 X 一 


| ,计算 它 的 极 化 矢量 p, 并 求 能 将 施 转 为 


0 
0|1; yy? =C——|1 下 二 
0 0 2 1 
Q) 求 这 个 体系 的 密度 矩阵 p, 并 证 明 trp 二 1。 
(i) 选 A 二 1, 和 角 动量 为 1 的 矩阵 由 题 (4. 7) 的 矩阵 给 出 , 求 工 ,, 荆 , ,的 
平均 值 。 
4.13, 讨论 两 个 由 同样 的 谐振 子 组 成 的 体系 :体系 4 中 有 半数 振子 处 在 基 
态 , 半 数 振子 处 在 第 一 激发 态 ; 体 系 B 中 所 有 振子 在 1 二 0 时 均 处 在 


j 
一 一 -[10) 十 11)] 态 , 求 ; 
W 2 


0 0 
0 


1 


1 


AS a ; yp” = 


4.14. 


4.16. 


(i) 在 1 = 二 0 时 ,体系 4 和 体系 B 的 密度 和 矩阵 oa 和 ps; 
(ii) 对 于 这 两 个 体系 ,zx 的 平均 值 (x) ,p 的 平均 值 (p) 是 否 随 i 变化 ?说 
明理 由 。 

一 个 线性 谐振 子 处 在 一 个 空间 均匀 的 外 力 场 F(t) = Cb(D)e 中 ,其 
中 4 是 正常 数 ,90(z) 是 阶梯 函数 。 若 振子 在 上 王 0 时 处 于 基态 ,计算 在 时 
刻 t 振 子 处 在 量子 数 为 x 的 jn) 态 的 几率 。 若 C = (frmX)W,m 是 质量 ， 
计算 这 个 跃迁 几率 随和 随 4/w 的 变化 ,其 中 四 是 振子 的 自然 振动 频 
率 。 


. 求 相 干 态 随 时 间 的 变化 仍然 保持 为 相干 态 的 条 件 ? 为 澄清 相位 的 贡 


献 , 试 再 用 密度 矩阵 方法 讨论 这 个 问题 。 
参阅 :R.J. Glauber, Plys. Rev. Lett. 10(1963)84; Y. Kano, 
Phys，Lett. 456(1976)7; 苏 汝 狂 , 史 安 昌 , 吴 嘉 达 , 光学 学 报 
3(19837391. 
讨论 两 个 具有 同样 振动 频率 w 的 谐振 子 。 它 们 的 产生 和 漂 灭 算 符 满足 
[a,at]=1, [aisas] = 0, [at,as]=0 


[Lassaz | = 1, [ao |] 一 0， [ait ,ai 一 0 


当 将 两 个 振子 分 开 时 ,它们 的 哈密 顿 量 分 别 为 H, = hat ai, 忆 ;一 
hat az, 这 里 略 去 了 零点 能 “2 , 令 |mivma》 是 及 ,和 五, 具有 相应 本 征 
信 为 m hws 和 ns ju 的 共同 本 征 函 数 。 当 两 振子 有 相互 作用 后 ,体系 哈 
密 顿 量 为 


浊 
H = woat al 十 wa as 十 garay tt gata: = Dart Ma; 


& 是 正 的 实数 .由 于 有 g 的 偶合 项 ,|ni,n) 不 再 是 鼠 的 本 征 函 数 
(i) 使 矩阵 Ms 对 角 化 , 求 耦 合体 系 所 容许 的 能 量 。 
设 体系 在 上 = 0 时 处 在 态 |ni = 1,ns 一 0) 态 , 求 ; 
(i) 体系 在 上 > 0 时 的 本 征 矢 ， 
di) 计算 在 上 盖 0 时 ,体系 处 在 态 |n, = 0, = 1) 的 几率 。 
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第 五 章 近似 方法 


在 量子 力学 中 ,由 于 体系 的 哈密 顿 算 蔡 往 往 比 较 复 杂 ，, 薛 定语 
方程 能 够 严格 求解 的 情况 察 察 可 数 。 因 此 ,引入 各 种 近似 方法 以 求 
解 巷 定 请 方程 的 问题 就 显得 十 分 重要 。 常 用 的 近似 方法 有 微 扰 论 、 
变 分 法 、 半 经 典 近似 、 绝 截 近似 、 自 洽 场 理论 、 玻 思 (Born)- 奥 本 哈 
默 (Dppenheimer) 近似 等 。 不 同 的 近似 方法 有 不 同 的 适用 范围 。 在 
本 章 中 将 先 讨论 分 立 谱 的 徽 扰 理论 、 变 分 法 和 半 经 典 近似 ,其 他 各 
种 近似 将 在 以 后 各 章 中 讨论 。 

由 于 体系 的 哈密 顿 算 符 既 可 以 显 含 时 间 , 又 可 以 不 显 含 时间 ， 
因此 ,近似 方法 也 可 以 分 为 适用 于 定 态 的 和 适用 于 非 定 态 的 两 类 。 
本 章 将 先 讨 论 定 态 的 徽 扰 理论 、 变 分 法 ,然后 再 讨论 含 时 间 的 微 扰 
理论 以 及 光 的 发 射 和 吸收 等 问题 ,最 后 再 介绍 半 经 典 近 似 。 


$ 5.1 非 简 并 定 态 微 扰 论 


近似 方法 的 精神 是 从 已 知 的 简单 问题 的 准确 解 出 发 ,近似 地 
求 较 复杂 一 些 的 问题 的 解 。 当 然 ,我 们 还 希望 了 解 这 些 求解 方法 的 
近似 程度 ,估算 出 近似 解 和 准确 解 之 间 的 最 大 偏离 。 本 节 将 讨论 体 
系 在 受到 外 界 与 时 间 无 关 的 微小 扰动 时 , 它 的 能 级 和 波 函 数 所 发 


生 的 变化 。 
假定 体系 的 哈密 顿 量 不 显 售 it, 能量 的 本 征 方 程 
Hy = Ey (5. 1. 1) 
满足 下 述 条 件 : 
(1) 五 可 分 解 为 吾 ,。 和 万 ' 两 部 分 ,而 且 H' 了 小 于 Hoo: 
HH=H,+H' (5. 1. 2) 
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H'<<H, (5. 1. 3) 


(5.1. 3) 式 表示 ,五 与 H, 的 差别 很 小 ,H' 可 视 为 加 于 五。 上 的 微 
扰 .。(5.1. 3) 式 的 严格 意义 我 们 将 在 以 后 再 详细 说 明 。 由 于 已 不 显 
含 t, 因 此 ,无 论 瓦 .或 是 巨 ' 均 不 显 含 i。 

(2) H。 的 本 征 值 和 本 征 函 数 已 经 求 出 , 即 矿 , 的 本 征 方程 


Hops™ = Es Yr” ep 


中 , 能 级 EL 及 波 函 数 0% 都 是 已 知 的 。 微 扰 论 的 任务 就 是 从 HH。 
的 本 征 值 和 本 征 函 数 出 发 ,近似 求 出 经 过 微 扰 刁 ' 后 ,五 的 本 征 值 
和 本 征 函 数 。 

(3) HH, 的 能 级 无 简 并 .严格 说 来 ,是 要 求 通 过 微 扰 论 来 计算 
它 的 修正 的 那个 能 级 无 简 并 .例如 我 们 要 通过 微 扰 论 计算 五 ' 对 
妈 , 的 第 nn 个 能 级 E:" 的 修正 ,就 要 求 E'" 无 简 并 , 它 相 应 的 波 函 数 
gs” 只 有 一 个 .其 他 能 级 既 可 以 是 简 并 的 ,也 可 以 是 不 简 并 的 。 

(4) HH。 的 能 级 组 成 分 立 谱 , 严 格 说 来 ,是 要 求 通过 微 扰 论 来 
计算 它 的 修正 的 那个 能 级 EL 处 于 分 立 谱 内 ,Eco 是 束缚 态 。 

在 满足 上 述 条 件 下 , 定 态 非 简 并 微 扰 论 的 目的 是 从 已 知 的 鼠 。 
的 本 征 值 和 本 征 函 数 出 发 求 如 的 本 征 值 和 本 征 函 数 . 为 表征 微 扰 
的 近似 程度 ,通常 可 引进 一 个 小 参数 ,将 H' 写成 48' ,将 HH' 的 微 
小 程度 通过 4 的 微小 程度 反映 出 来 ,体系 经 微 扰 后 的 酬 定 谓 方 程 
是 

Hy, = (Ho + AH')Y, = Ey, 人 


将 能 级 五 , 和 波 涌 数 y, 按 六 展开 : 
E, = E®™ 十 ABY 十 RED + ... (5. 1.6) 
b= p+ Ape 二 Ap? 十，…: (5. 1.7) 


ED ,EJ ,J ,… 分 别 表 示 能 级 ,和 波 洱 数 y 的 一 级 ,二 
级 ，…… 修正 .将 (5.1.6) 及 (5. 1.7) 式 代 入 (5. 1.5) 式 后 得 
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一 一 二 


CE + AH I YG + MD 十 Ap? 十 …) 
一 (BE + AE® + RE® + 7) (ge? 十 MP + Xp? 十 …) 
(5. 1. 8) 
比较 (5. 1. 8) 式 两 端 4 的 同 次 短 , 可 得 出 各 级 近似 下 的 方程 式 : 
， Hf? = Ey 


4 : 人 一 (5 
12 ， (HH, E EY ) yg (CH! ce EW YY 十 Ep 
(5. 1.10) 


oese 


零 级 近似 显然 就 是 无 微 扰 时 的 定 态 薛 定 请 方程 (5.1.4) 式 。 同 样 ， 
还 可 以 列 出 准确 到 已 , 关 ,… 等 各 级 的 近似 方程 式 。 

1. 一 级 微 扰 

求 一 级 微 扰 修正 只 需求 解 (5.1. 9) 式 ,由 于 五 , 厄 米 , 理 , 的 本 
征 消 数 系 {yg:”"} 是 正 交 、 归 一 ,完备 、 封 闭 系 ,可 将 一 级 修正 波 函 数 
如 m 按 {y”} 系 展开 


人 (人 二 
i 
将 (5.1. 11) 式 代 入 (5.1. 9) 式 得 
(Ho 一 E®) Oar yg =— (H' 一 ED)Wo (5.1.12) 
l 
以 必 " 左 乘 (5.1.12) 式 并 对 空间 积分 后 ,利用 {yg”} 系 的 正 交 归 
一 性 得 
EVatn -mh Ea | wdz ee EV6,, 
(5. 1. 13) 


记 
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1 | Hy?dz 一 (yo (5.1.14) 


并 将 它 代 入 (5. 1.13) 式 , 当 n= 二 上 时 ,得 
Ev C5. 1. 15) 
当 n 关 上 时 ,得 


ft 
Hi, 
ES 一 Ed 


a 


(5. 1.16) 


注意 (5. 1.16) 式 只 在 关 时 成 立 , 对 (5.1.11) 式 右 端 中 的 展开 
系数 ,还 有 ci 要 另外 计算 ,为 此 ,利用 y 的 归 一 条 件 , 在 准确 到 
O(4) 数量 级 后 ,有 


1 = (1g = Cp + Ap) (2 十 Mf)) 
= gp) AL GY GD) + Cp p+ ON) 


又 因 波 函数 gy 归 一 , (yy*%〉== 1, 得 
(Oo 0D + pV wo 一 0 (5. 1.17) 
将 (5.1. 11) 式 代 入 (5.1.17) 式 后 ,得 


ao 十 cc 一 0 (5. 1. 18) 
(5. 1.18) 式 表明 ,ai 必 为 纯 虚 数 , 即 
ao =iy (5. 1. 19) 


7 为 实数 .准确 到 4 的 一 级 近似 , 微 扰 后 体系 的 波 函 数 是 
= Wo 十 Mg 
po 十 XU 2 2 a 
Ln 
2 ei go) i 和 > ang 


天 于 


ew [yg i A ja yg ] (5. 1. 20) 


tn 


《5. 1. 20) 式 表 明 ,as? 的 贡献 无 非 是 使 波 函 数 增加 了 一 个 无 关 重 
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要 的 位 相 因 子 , 不 失 普 记性 ,可 取 
a 一 这 一 0 (5. 1. 21) 
因此 ,准确 到 一 级 近似 ,体系 的 能 级 和 波 函 数 是 
E, = E® 十 H,, = E+ (nl|H' |n) 4 


> Hi 
kn 型 


(5. 1.22) 和 (5. 1. 23) 式 表 明 ,准确 到 一 级 近似 ,HH' 在 无 微 扰 能 量 
表象 中 的 对 角 元 和 非 对 角 元 分 别 给 出 能 量 的 一 级 修正 和 波 函 数 的 
一 级 修正 ， 
二 级 修正 
求 二 级 修正 需要 求解 (5.1.10) 式 ,与 求 一 级 修正 的 步骤 相 
似 , 将 二 级 修正 波 函 数 按 {ys”} 展开 
Ps Sap (5. 1. 24) 


将 (5.1. 24) 式 代入 (5. 1.10) 式 后 ,有 
2 apg 一 FE‘) 六 aT” 
i i 
一 一 下 之 apyP + Hm Za G+ EW (5.1.25) 


[£2 tk 
以 J” 左 乘 (5. 1. 25) 式 ,并 对 空间 积分 后 得 
al2DEY? 一 EWVal? 一 一 > a Hy + Ha + ES, 
tn 
(5. 1. 26) 
当 x 二 上 时 ,考虑 到 at? = 0, 由 (5.1.26) 式 得 
HH, 
Es*? = Za Hy Se 之 EE oy br 
tn 
Ho 
(5. 1. 27) 
人 EC 一 EC 一 Et 
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当即 天 有 时 ,由 (5.1. 26) 式 得 


as?) HuH, a HH 
(五 () 一 EW) EY > 五 (9 ) (E®? 五 60 )? 
(5. 1. 28) 


至 于 as”, 同 样 可 以 由 波 函 数 的 归 一 条 件 算出 。 由 
Cp |p) = CG 十 XD + XG) GS + MD 十 29) = 1 
得 

Cp? 1g) + GP 1g) + (GP GP) = 0 


a 十 at 十 Da alt) 一 0 (5. 1. 29) 
同样 , 知 取 as” 为 实数 ,由 (5. 1.29) 得 


LEal: 
2 一 三 2 | 一 一 2 Eo py ey 


mn 


(5. 1. 30) 
综合 上 述 ,准确 到 二 级 近似 ,体系 的 能 级 和 波 函 数 是 


[Hl? 
EF, = Es 十 Hu 十 2 Fe pr 


dn 


(5. 1. 31) 


内 一 多 ”十 2 Er rk 


Hi Ha HH,, 10Y 
. "2 EB Br) — Ey 


kn tin 


IH,, |? 
2 (E® CE Ev 《5. 1. 32) 


同 理 ,其 他 各 级 近似 也 可 用 类 似 的 方法 算出 。 
现在 对 定 态 非 简 并 微 扰 作 些 讨论 ; 
QG) 由 (5.1. 31),(5.1.32) 式 可 见 , 微 扰 的 适用 条 件 是 
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1 (5. 1. 33) 


Hn 


只 有 满足 (5.1. 33) 式 , 才 有 可 能 保证 微 扰 级 数 的 收敛 性 ,保证 微 
扰 级 数 中 后 一 项 的 结果 小 于 前 一 项 。(5. 1. 33) 式 就 是 本 节 开 始 时 
所 说 的 已 < HH 的 明确 表示 . 微 扰 方法 能 否 应 用 ,不 仅 决定 于 微 
扰 的 大 小 ,而 且 还 决定 于 无 微 扰 体系 两 个 能 级 之 间 的 间距 .只 有 当 
微 扰 算 符 HH' 在 两 个 无 微 扰 体系 波 函 数 之 间 的 矩阵 元 HH;, 的 绝对 
值 远 小 于 无 微 扰 体 系 相 应 的 两 能 级 间隔 |E:Y 一 E:”| 时 ,才能 用 
微 扰 论 计算 ,这 也 说 明了 为 什么 我 们 必须 要 求 作 微 扰 计 算 的 能 级 
处 于 分 立 谱 , 因为 如 果 能 级 E, 是 连续 谱 , 它 和 与 之 相 邻 的 能 级 的 
能 级 间距 趋 于 零 ,(5. 1. 33) 式 不 可 能 对 除 能 级 五 ,外 的 所 有 其 他 能 
级 都 被 满足 。 

(li) 由 此 看 来 ,如 何在 右 中 划分 囊 , 和 五 ' 十 分 重要 ,HH 和" 
取得 好 ,不 仅 (5. 1. 33) 式 可 以 满足 ,而 且 可 以 使 级 数 收敛 得 很 快 ， 
避免 元 长 的 高 级 微 扰 计 算 的 麻烦 。 通常 ,除了 要 求 H, 的 本 征 值 和 
本 征 函 数 必须 已 知 外 , 还 可 以 从 体系 的 对 称 性 及 微 扰 和 矩阵 元 是 否 
满足 一 定 的 选择 定 则 来 考虑 划分 璐 ,和 HH'。 

Qi) 由 (5.1.22) 及 (5.1.23) 式 可 见 , 能 量 本 征 值 和 波 函 数 的 
一 级 修正 由 五, 的 本 征 值 和 本 征 函 数 给 出 ;由 (5. 1. 27),(5. 1.28) 
和 (5.1. 30) 式 可 见 , 能 量 本 征 值 和 本 征 函 数 的 二 级 修正 由 相应 的 
一 级 修正 给 出 , 余 类 推 ,在 这 个 意义 上 ,我 们 也 可 以 说 , 微 扰 论 其 实 
也 是 一 种 逐步 逼近 法 。 

Gv) 关于 4 的 讨论 : 

自 且 二 Ho 十 AH"' 得 出 , 设 若 我 们 将 4 看 成 一 个 可 变化 的 参 
数 , 则 显然 当 4 = 0 时 ,万 = 已 ,这 时 体系 未 受 微 扰 的 影响 ; 当 

二 1 时 , 右 = ,十 VH', 微 扰 全 部 加 上 去 了 .因此 可 以 想象 体系 
当 从 4 = 0 缓慢 地 变化 为 + = 1 的 过 程 ,也 就 是 体系 从 无 微 扰 的 状 
态 逐 步 变 成 有 微 扰 的 状态 的 过 程 ,在 这 个 过 程 中 的 任何 一 步 ,由 于 
HH 是 4 的 函数 ,因此 它 相 应 的 本 征 方程 和 归 一 条 件 也 依赖 于 4， 
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” 


HO 1G)) = EC II)) (5, 1. 34) 


yA) pA 一 1 (5. 1. 35) 
由 (5.1. 34) 式 有 
EC 一 (YO IH GN) C5. 1. 36) 
RCW Sw >+ CER II > 
0 


a 《CYAWIHWI 


= Cy 下 人 人 - S + EC) 2 1g) 
= J A) 和 oo yO > (5. 1. 37) 
即 
padEGD rda 
E E, = | 宝 这 d= | FY yg%) 
(5. 1. 38) 


(5. 1. 38) 式 称 为 海螺 - 费 曼 (Hellman Feynman) 定理 , 它 通过 对 
微 扰 参 数 4 的 积分 给 出 了 含 微 扰 的 能 量 与 无 微 扰 能 量 之 差 。 

例 1 采用 理想 固体 模型 ,将 各 向 同性 电介质 看 成 是 简 谐 振 
子 的 集合 :介质 中 的 离子 只 在 其 平衡 位 置 附近 作 简 谐振 动 。 在 二 方 
向 加 均匀 弱电 场 8, 求 电介质 的 极 化 率 。 

解 设 电 介质 中 的 离子 所 带 的 电量 为 e, 在 外 电场 下 ,体系 的 
哈密 顿 量 为 


H=H。+H!’ (5. 1. 39) 
ge a | 

so P= Dp 十 DMT (5. 1. 40) 

H’' 一 一 ex 《5. 1. 41) 


在 上 式 中 ,我 们 已 取 外 电场 方向 为 x 方向 ,而 且 只 讨论 方向 离子 
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的 运动 . 取 瑟 .为 无 微 扰 哈密 顿 量 ,五 " 为 微 扰 , 则 五 ,的 本 征 值 和 本 
征 函数 , 即 能 量 和 波 函 数 的 零 级 近似 是 


Es = |n+ 计 | (5. 1. 42) 


= N,e-3**H, (ar) ， Qa 二 Vmw/n (5. 1.43) 


NN, 是 归 一 化 常数 ,将 (5.1.41),(5,1.42) 及 (5.1.43) 式 代 入 微 扰 
公式 (5.1. 31) 及 (5.1.32) 后 ,可 以 直接 求 出 E,,y,。 但 要 完成 一 些 
包含 厄 米 多 项 式 的 积分 并 且 需 要 利用 厄 米 多 项 式 的 递 推 公 式 。 为 
使 计算 更 为 简单 ,我 们 在 粒子 数 表象 中 讨论 这 个 问题 .由 (4. 5. 14) 
式 得 

EY = (n|H'|n) 


一 一 eG ln n) 二 0 (5. 1. 44) 


1/2 
(wo) +4) 


上 式 的 最 后 一 步 利 用 了 (4. 5.59) 及 (4. 5. 60) 式 ,.H' 的 非 对 角 元 
是 


1/2 
H,, 一 《| 五 jz》 =— e@ | (m| (a+ a+)|n) 


2mw 
广 1/2 
it es 2 [ Vn nm) 十 Vn 16,,.,41] 
(5. 1. 45) 
微 扰 能 量 的 二 级 修正 是 
Fw = | 一 | n 十 1 和 n 
”EE 2mwlE—E) EC— i | 
fernt+l, n] ee 
-人 攻 + 起 ;|= A (5. 1. 46) 


波 函 数 的 一 级 修正 是 


Ha 
0 了 二 go 
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gt Vat it 1 又 天 人 二 二 
EC 
2777 Co Ed 一 EY, E‘® ES ~— EO 
1/2 
= es | [Yndtiln+1)— Vn |n—1)] 
当 n 宇 1 (5. 1. 47) 
当 n = 二 0 时， 
6 = oa 5 二 | a (5. 1. 48) 
0 2 mw’ 7 


现在 对 微 扰 论 结果 作 一 些 讨论 .事实 上 , (5. 1. 39) 式 亦 可 严格 求 
解 。 由 配方 法 ,可 改写 如 为 


2 2 
-一 站 十 二 mw 一 eGrzr 
dl 
2m dx? 2 mo 277zcu2 


令 = 工 一 2 5, 这 相当 于 平衡 点 作 了 一 个 移动 ,将 上 式 改写 成 


(5. 1.49) 


(5. 1.49) 式 表 明 , 在 平衡 点 移动 后 ,体系 仍 可 视 为 一 维 谐振 子 ,但 


每 一 个 能 级 都 比 在 无 微 扰 即 无 外 电场 时 降低 了 缚 <5。 这 正 是 


(5. 1.46) 式 . 这 说 明 二 级 微 扰 给 出 能 量 修正 后 实际 上 已 得 出 准确 
值 .而 严格 的 准确 波 函 数 是 


J, 一 Ne 3 es/m HH [a(x — eG /mw’)] (5.1.50) 


由 于 平衡 点 有 一 个 位 移 , 从 而 导致 正 、 负 离子 分 开 而 产生 电 
侦 极 和 矩 。 这 个 电 偶 极 矩 是 
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X= D/G = 2e /mw (5. 1.51) 


问题 1 ”建议 读者 在 坐标 表象 中 通过 厄 米 多 项 式 的 积分 重新 
讨论 上 一 例题 .并 据 此 体会 用 粒子 数 表 象 讨 论 谐振 子 的 好 处 。 


《5.2 简 并 情况 下 的 定 态 微 扰 论 


现在 将 $ 5. 1 的 讨论 推广 到 石 ,的 本 征 值 存在 简 并 的 情况 .在 
第 二 章 中 曾 指出 , 除 一 维 束缚 态 外 , 一 般 情 况 下 均 有 简 并 .因此 简 
并 微 扰 比 非 简 并 微 扰 更 具有 普遍 性 。 也 可 以 认为 , 非 简 并 微 扰 只 是 
简 并 微 扰 的 特例 。 

假定 五 , 的 第 个 能 级 Ex” 有 广度 简 并 , 即 对 应 于 El” 有 了 
个 本 征 函 数 "= 1,2,… ,了 f,)。 现 在 的 问题 是 ,与 非 简 并 微 扰 不 
同 ,我 们 不 知道 在 这 个 本 征 函 数 中 应 该 取 哪 一 个 作为 无 微 扰 本 
征 水 数 。 因 此 简 并 微 扰 要 解决 的 第 一 个 问题 是 :如 何 适当 选择 零 级 


波 函 数 进行 微 扰 计算 。 
设 恕 ,的 本 征 方 程 是 

Hy = Ey (5. 2. 1) 
归 一 条 件 是 

(YN |W) = OO (5. 2. 2) 
互 的 本 征 方程 是 

Hy= (H+ AH y= Ey (5. 2. 3) 

由 于 {gm} 是 完备 系 , 将 y 按 {yp?) 展开 后 ,得 


y= ,Cop (5. 2. 4) 
将 (5. 2. 4) 代入 (5. 2.3) 式 , 得 
CuEV YY + ADICsH' YY = ES Cg (5.2.5) 
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以 %。 左 乘 (5. 2. 5) 式 两 端 ,对 全 空间 作 积分 后 有 
BoC NS OH RC (5. 2. 6) 
其 中 
Ha = (pr | 再 | pw) 


按 微 扰 论 的 精神 ,将 五 的 本 征 值 E 和 在 如 ,表象 中 的 本 征 函 数 C。 
按 4 的 知 级 数 作 微 扰 展开 : 


有 C5: 2:7 
C.。 一 C9 + MC9 + RC 十 … (5. 2. 8) 
再 将 (5. 2.7) 及 (5. 2. 8) 式 代 入 (5. 2. 6) 式 , 得 出 
Ee (Cy TE AC be NC sh) 
+ A CC® + ACE + RCE 十 oe Hip 
= (E® AE®D 十 XE 十 CE 十 AC 加 十 C 加 十 …) 


(5. 2. 9) 
比较 (5. 2.9) 式 两 端 4 同 次 窒 的 次 数 , 给 出 
XN: (EV— EV)CY=0 (5. 2. 10) 


MN: A(E®— EWCY + EVCY 一 SCHHw = 0 


(5. 2. 11) 


如 果 讨 论 的 能 级 是 第 2 个 能 级 , 即 EY = Eo ,由 (5.2.10) 式 有 
(EY 一 天)CC) 一 0 
即 
C4 一 anO (5.2. 12) 


a 是 个 待定 的 常数 ,再 由 一 级 近似 下 的 醉 定 证 方程 (5. 2. 11) ,得 
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(E® 一 ESIC® + EVasbm — Da Hm = 0 


(5 2,.13) 
在 (5. 2. 13) 式 中 , 当 m = n 时 ,得 能 级 的 一 级 修正 E” 为 
Eva =: > 0Howw SS C5. 2 14) 


为 书写 方便 起 见 , 记 同一 能 级 五 .中 ,不 同 简 并 态 pw, 之 间 的 矩阵 元 
已 '，。 为 已 。, 即 略 去 指标 2。(5. 2. 14) 可 改写 为 


f, 
SH, — EVo)a,=0 (5. 2. 15) 
一 1 


(5. 2. 15) 式 是 一 个 以 系数 w 为 未 知 数 的 线性 齐 次 方程 组 , 它 有 非 
零 解 的 条 件 是 其 系数 行列 式 为 零 , 即 


det|H,— EV6,|=0 (5. 2. 16) 


这 是 个 次 的 久 期 方程 ,由 这 个 久 期 方程 可 以 解 出 EW 的 f, 个 根 
Ea 二 1,2,…),f,, 将 这 个 根 分 别 代 入 (5.2.15) 式 后 ,可 得 
出 相应 的 f 组 解 {aw} 《a 二 1,…,f,), 将 它们 代入 (5.2.12) 式 后 ， 
得 出 与 Es? 相应 的 零 级 波 函 数 的 系数 。 从 而 给 出 零 级 波 函 数 和 能 
量 本 征 值 的 一 级 修正 .它们 分 别 是 


HY Sad (5. 2.17) 


E, = Es” + Es (5. 2. 18) 


由 (5. 2. 17) 式 可 见 , 新 的 零 级 波 函 数 实 际 上 是 原来 相应 于 第 x 个 
能 级 的 各 个 简 并 本 征 函 数 的 线性 组 合 , 其 组 合 系 数 由 久 期 方程 
(5. 2. 16) 决定 ,一 般 地 ,如 果 久 期 方程 (5. 2. 16) 无 重 根 ,将 求 得 的 
Es 代入 (5.2.15) 式 , 原 则 上 可 以 求 出 f, 组 不 同 的 解 {fas), 代 入 
(5. 2. 17) 式 后 ,可 求 出 f 个 零 级 近似 波 函 数 。 

我 们 对 上 述 的 结果 作 一 些 说 明 : 

(1) 在 第 三 章 曾 说 过 , 简 并 来 自 对 守恒 量 的 不 完全 测量 .每 一 
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个 守恒 量 对 应 于 一 种 对 称 性 。. 若 由 (5. 2.16) 式 解 出 的 EY(a = 1， 
2,…，, 广 ) 无 重 根 ,由 (5.2.18) 式 可 见 ,无 微 扰 的 能 级 EL” 经 微 拢 
后 分 裂 为 广 条 ,它们 的 波 函 数 由 各 自 相 应 的 Ba = 1,2,*…,f,) 
表示 。 这 时 简 并 将 完全 消除 ,原来 带 来 简 并 的 对 称 性 或 守恒 量 将 发 
生 破 缺 . 同 理 , 若 Es2? 有 重 根 ,只 要 不 是 f, 重 根 ,都 将 部 分 地 消除 
简 并 ,引起 部 分 对 称 破 缺 。 

(2) 经 过 重新 组 合 后 的 零 级 波 函 数 #? (Ca = 1,2,…,f,) 彼此 
相互 正 交 ,满足 


(psa [$ret ) = 9 (5. 2. 19) 


现在 来 证 明 (5.2.19) 式 。 将 由 久 期 方程 解 出 的 根 代 入 (5.2. 15) 
后 ,有 


ZH — EV6,)as =0 (5. 2. 20) 


它 的 复 共 狗 式 是 


H's-BEVS)as 一 0 (5. 2. 21) 


为 计算 方便 起 见 , 将 (5. 2. 21) 式 的 和 脚 标 py 与 v 互 换 ,并 记 a 为 a ,得 


DH's — EV)ai,= 0 (5. 2. 22) 


以 a2 乘 (5.2.20) 式 , 并 对 A 求 和 ;以 ao 乘 (5.2.22) 式 , 并 对 v 求 
和 ,再 将 所 得 的 两 式 相 减 ,注意 到 态 , = 丈 ' 洲 ,得 


(E® — EW) Danai, = 0 (5. 2. 23) 


因此 ,车 简 并 完全 消除 ,无 重 根 时 ,EY 天 E>》)awas, 一 0。 若 仍 


存在 简 并 , 虽 则 对 于 与 Ew 重 根 对 应 的 波 函 数 ,我 们 并 不 能 由 
《5. 2. 23) 式 直 接 证 明 它 们 正 交 ,但 总 可 利用 第 三 章 中 对 简 并 波 函 
数 正 交 性 相同 的 讨论 ,选取 适当 的 组 合 使 这 些 简 并 的 波 函 数 正 交 
化 .综合 上 述 , 再 适当 选择 归 一 常数 后 得 出 
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era 一 
ot se rp ‘we Mme rer Air 人 


Djadaw 一 0 (5. 2. 24) 


从 而 有 
($918 = Sat ao po |p) 
ja 
2 dd a 0 证 毕 
ad vy 


(3) 在 属于 EL 的 三 维 子 空间 中 , 若 选 经 过 非 简 并 微 扰 方 法 
重新 组 合 后 的 家 (Ca = 1] ,2,.… ,fx) 为 基 矢 , 则 有 


($9 1H'1#Y) = Djas saa pIH' 1g)» 
有 
一 Da aoH, 一 DJas, Edao, 
Ed Fk 
= E60, (5. 2. 25) 


在 推导 (5. 2.25) 式 中 , 曾 利用 公式 (5. 2. 20) 。 

由 (5. 2.25) 式 可 见 ,HH' 在 经 过 非 简 并 微 扰 方法 处 理 后 的 简 
并 态 构 成 的 子 空间 中 , 对 应 对 角 和 矩阵 ,因此 , 简 并 微 扰 方 法 的 主 
要 精神 在 于 : 重新 组 合 简 并 态 的 零 级 波 函 数 ,使 得 如 ' 在 简 并 态 子 
空间 中 对 角 化 .在 经 过 这 样 的 处 理 后 ,能 量 的 一 级 修正 Ew = 
(gre? |H'1pre*) ,与 非 简 并 微 扰 的 公式 完全 相同 . 简 并 微 扰 的 核心 问 
题 在 于 简 并 子 空间 基底 的 选择 , 在 于 重新 选取 零 级 波 函 数 以 使 得 
H' 在 简 并 子 空间 对 角 化 。 这 种 选取 当然 是 非常 自然 的 ,因为 若 能 
使 哈密 顿 量 完全 对 角 化 , 则 对 角 线 上 的 元 素 就 是 能 量 的 本 征 值 . 若 
最 初 的 零 级 的 简 并 波 函 数 本 身 就 能 使 刁 ' 对 角 化 , 即 

(gp | 再 Ig ) = Hano (5. 2. 26) 

则 由 方程 (5.2. 15) 将 得 出 Ew = Ho 无须 再 去 重新 组 合 零 级 波 
函数 , 简 并 微 扰 可 用 类 似 于 非 简 并 微 扰 的 方法 处 理 。 

综合 § 5.1 和 8$5. 2 我 们 看 到 ,用 微 扰 论 求解 时 , 若 能 利用 对 
称 性 选择 零 级 波 函 数 以 尽量 使 HH' 对 角 化 ,必然 可 以 使 讨论 和 计 
算 尽 量 简化 。 
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H’ = ecycoslb = cr 下 Y ,容易 看 出 ; 除 瑞 1s 和 五 : 外 ,其 他 所 
有 和 矩 阵 元 均 为 零 .而 Hi 和 Hi 是 : 


H's 一 H, 一 | 


- 喜 ( 吉 咱 (2 一 二 


oe “osgecGrcosbr2sinbgdrdbdp 


一 方 气 .| 一 rie-"/dr 一 一 3e@a (5. 2. 30) 
将 (5. 2. 30) 式 代 入 (5. 2.16) 式 后 ,得 
— EY 一 3ecCa 0 0 
— 3e6a ©— ED 0 0 
一 0 (5. 2. 31) 
0 0 一 ESY 0 
0 0 0 一 ES 
即 
(ED){ (CES) — (3eGa)*]=0 
四 个 根 分 别 为 
El = 3e@a 
EY 一 一 3ecCa 《5. 2. 32) 


C1 .== 《Je 
下 = Ez 一 0 


最 后 两 个 根 是 重 根 。 这 说 明 ,一 级 微 扰 的 结果 将 部 分 消除 简 并 。 原 
来 四 度 简 并 的 能 级 有 232 变 成 了 三 条 能 级 :天 82 十 3eEa ,EY ,Es 一 
3eGao, 相 应 地 ,原来 从 ES” 跃迁 到 Ef? 的 一 根 谱 线 也 变 成 了 三 根 
谱 线 。 一 条 仍然 保持 原 有 的 频率 , 另 两 条 一 条 频率 大 些 , 一 条 频率 
小 些 ,结果 如 图 5. 2. 1 所 示 。 

现在 计算 零 级 波 函 数 。 分 三 种 情况 : 

(i) 当 开 9 = 3eGao 时 ;(5. 2.15) 式 可 写成 
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ED +3er C0 


(0) 
E' FEO) 
五 2 一 3e ea ao 
《0) 
E: Eo 


5.2.1 在 电场 中 氨 原 子 能 级 的 分 裂 


— EY 一 3ecGan 0 0 Qa] | 
— 3eGao OO— EE 0 0 a2 
0 0 一 EY 0 Cs 和 
0 0 0 — ED) lea) 
(5. 2. 33) 


而 EY 二 El = 二 3eGao, 得 al 一 一 aas 一 ad 一 0， 因此 相应 于 能 
级 ES 十 3eGao 的 零 级 近似 波 函 数 是 


> 人 访 om Ee p210) (5. 2. 34) 


1 
下 上 一 
式 中 是 归 一 化 常数 
(ii) 当天 = E4 二 一 3eGao 时 ,由 (5.2.33) 得 al = az， 
as 二 a4 一 0, 相应 的 零 级 近似 波 函 数 是 


go = - 方 oo i (5. 2. 34) 


(iii) 当 EED = El = Es 一 0 时 ,由 (5.2.33) 得 a = a;= 二 0， 
a 和 a4 是 不 同时 为 零 的 常数 ,不 失 普 遍 性 ,无 妨 仍 取 为 原来 的 零 
级 近似 波 函 数 , 即 43a 一 14 一 0 及 as 二 0,a4 = 1 ,使 得 


2 一 po 9 jg fai 
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35.3 变 分 法 


微 扰 论 虽然 是 量子 力学 近似 方法 中 最 有 效 的 方案 之 一 ,但 它 
也 有 许多 局 限 性 .首先 要 在 哈密 顿 量 豆 中 分 出 五 。 和 微 扰 五 ,而 
且 豆 。 的 本 征 值 和 本 征 函 数 要 先 给 定 。 其 次 ,如 果 要 算 高 级 近似 ， 
其 计算 工作 量 实际 上 是 非常 大 的 .另外 ,在 量子 场 论 的 微 扰 计算 中 
往往 出 现 发 散 困难 ; 即 虽 则 在 计算 最 低级 近似 时 , 微 扰 论 的 结果 收 
敛 , 但 在 计算 二 级 或 高 级 修正 后 , 微 扰 矩阵 元 的 积分 发 散 。 为 克服 
发 散 困 难 ,通常 要 用 重 整 化 或 维 数 规则 化 等 方法 ,事实 上 , 微 扰 级 
数 的 收敛 性 经 常 是 很 难 证 明 的 .往往 只 是 计算 一 级 或 二 级 修正 , 然 
后 将 所 得 结果 与 实验 结果 比较 来 看 它 的 符合 程度 .因此 ,有 必要 再 
建立 一 种 其 他 的 近似 方法 以 解决 薛 定 兽 方程 的 求解 问题 。 本 节 将 
介绍 变 分 法 。 如 果 只 希望 求 能 量 ,特别 是 只 希望 求 基 态 能 量 , 变 分 
法 是 一 种 行 之 有 效 的 简便 的 方法 。 

1. 薛 定 刘 方程 的 变 分 原理 

从 理论 的 角度 上 看 ,体系 的 动力 学 方程 总 可 通过 给 定 体系 的 
拉 格 朗 日 量 和 哈密 顿 量 , 然 后 用 变 分 原理 即 最 小 作用 量 原理 通过 
对 相应 的 变量 变 分 后 取 极 小 值得 出 。 在 经 典 力学 中 ,这 些 变量 是 广 
义 坐 标 和 广义 动量 。 在 量子 力学 或 量子 场 论 中 ,这 些 变量 可 以 是 波 
函数 或 者 各 种 场 。 

现在 证 明 薛 定 刘 方 程 也 不 例外 。 定 态 薛 定 雇 方程 可 在 归 一 条 
件 下 由 哈密 顿 量 的 平均 值 对 波 函数 少 的 极 值 条 件 得 出 。 

的 确 , 由 


A 
(H) = 他 A ydr (5. 3. 1) 
及 归 一 条 件 


Jy yar = 1 (5. 3. 2) 
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再 注意 到 少 是 复数 ,% 与 可 视 为 独立 变量 ,由 (《 在 约束 条 件 
(5. 3. 2) 式 下 的 极 值 条 件 得 


5)y* Hydr 一 2 |g yar 二 0 (5. 3. 3) 
其 中 4 是 约束 条 件 (5. 3. 2) 式 的 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 。 由 (5. 3, 3) 式 
及 委 的 厄 米 性 ,得 
人 jurtap Hy + y° Hog 一 4C089 + y° 5)) 

|artay (Hy 一 WEGHG MW) (5.3.4) 

由 于 5y 和 5y" 是 任意 的 变 分 函数 ,由 (5. 3.4) 式 得 
Hy= YY (5. 3. 5) 
Hy* = Wy* (5. 3. 6) 


(5. 3. 6) 式 是 (5. 3. 5) 式 的 复 共 力 形 式 。 由 (5. 3.5) 式 可 见 , 拉 格 朗 
日 不 定 乘 子 4 实际 上 即 是 体系 的 本 征 能 量 。 

同样 也 可 以 证 明 : 满 足 茧 定 谓 方程 的 归 一 化 的 本 征 函 数 , 必 人 然 
使 平均 能 量 , 即 相应 于 本 征 态 的 本 征 能 量 取 极 小 值 . 苹 定 方 程 


Hy, = Ey, 《5. 3. 7) 
在 归 一 条 件 

拓 pdr = 1 (5. 3. 8) 
下 ,对 波 畏 数 及 gr 作 一 个 微小 的 虚 变 动 , 令 

Lod A AE A A (5. 3. 9) 
则 归 一 条 件 变 为 : 
| + 30: ,+ pdr = 1 
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即 


| 二 =0 


jarcwrap + aps J =— |l8p, lidr (5.3.10) 
相应 地 ,y, 态 平均 能 量 或 能 量 本 征 值 五 . 的 虚 变 化 是 
EE, + 0B,= [Gg + 8: HG, + dp)dr 
Cs 
3E, = [dr[8y: Hy, + Y Hog, + gs H3y,] 
i | dr[g,dg: + pr 60,] + |arcay: H8y,] (5. 3.12) 
利用 (5. 3. 10) 式 及 H6y, 一 SCHY,) 一 E,6y,，(5.3.12) 式 为 
有, =— E, |dr lay, | 二 E, |aray: ay， = 0 (5.3.13) 


从 而 证 实 , 满 足 醉 定 记 方 程 的 本 征 函 数 , 使 本 征 能 量 E, 取 极 小 值 。 
2. 变 分 法 
柱 定 户 方程 的 变 分 原理 提供 了 一 种 计算 体系 基态 能 量 简单 易 
行 的 近似 方法 。 设 体系 哈密 顿 算 符 五 的 本 征 值 由 小 到 大 依次 排列 
为 Es,El,E;,… ;相应 的 本 征 隔 数 为 Jos 凡 ,Ya…, 苗 定 记 方 程 
Hy, = E,y, (5. 3. 14) 


的 本 征 函 数 系 { 儿 } 是 正 交 归 一 完备 系 。 任 一 归 一 化 波 函数 8 都 可 
按 (y.} 展开 


$= DC (5. 3.15) 


H 在 $ 态 中 的 平均 能 量 是 
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‘(H)= ($IHI#) = DC: c.g Hydr 
= SCIP = > CE X316) 
E, 是 体系 的 基态 能 量 ,E。 二 Elm = 1,2,…)。 若 在 (5. 3. 16) 式 中 
的 都 用 天。 代替 , 则 显然 有 


CH SE [Cl es (5. 3. 17) 
如 果 $$ 不 归 一 化 , 则 
(EBD = $1HIG = Js° Hedr/|#° pdr 5.3.18) 
(5. 3. 17) 式 为 
E, < Js° mgar/ |#° $dr (5. 3. 19) 


(5. 3. 19) 式 或 (5. 3.17) 式 中 的 等 号 只 当 $ 就 是 体系 基态 波 消 数 y 
时 才 成 立 。. 这 说 明 ,利用 任意 波 函 数 % 算 得 的 瓦 的 平均 值 可 给 出 基 
态 能 量 的 上 限 .如 若 选 择 一 系列 波 函 数 ,分 别 用 它们 去 计算 五 的 
平均 值 , 则 对 应 于 最 小 一 个 值 的 波 函 数 , 最 接近 真正 的 基态 波 函 数 
各。 相应 地 ,最 小 的 一 个 值 也 最 接近 于 真正 的 基态 能 量 已 ,利用 这 
种 性 质 ,可 以 提出 一 种 变 分 法 来 近似 地 求 出 基态 能 量 。 选 择 一 个 含 
变 分 参量 4 的 尝试 波 函 数 $(4) ,用 它 计 算 五 的 平均 值 


‘H(A)) = 他 CA) 广 gCDdr/ | (MA)gCA)dr (5. 3. 20) 


然后 将 (五 (1)， 对 4 变 分 取 极 小 值 


8(H (CA)) 
人 =0 (5. 3. 21) 


A= 加 


将 从 (5. 3. 21) 求 得 的 罗 代 回 (5. 3. 20) 式 , 得 出 ( 碧 (io)), 则 忌 C) 
就 是 五。 的 近似 值 。 
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对 于 变 分 法 ,应 该 注意 : 

(1) 变 分 法 给 出 的 只 是 基态 能 量 E。 的 上 限 。〈 五 (%) 是否 接 
近 。 取决 于 尝试 波 函 数 的 选取 ,我 们 所 说 的 变 分 后 给 出 的 极 小 值 
只 是 相对 于 $4) 这 一 类 具有 不 同 4 值 但 函数 形式 相同 的 波 函 数 而 
言 的 。 换 一 种 不 同形 式 的 函数 , 重复 同样 的 手续 ,会 给 出 另外 的 
《五 ), 要 判别 这 两 类 尝试 波 函 数 的 优 劣 , 只 能 靠 所 算得 的 平均 能 量 
的 大 小 。 算 出 的 越 小 , 越 接近 真正 的 基态 能 量 天 , 这 种 尝试 波 函 数 
越 好 .通常 尝试 波 函 数 的 选择 要 根据 具体 的 物理 情况 分 析 。 按 具体 
的 物理 条 件 ,如 满足 的 对 称 性 ,相互 作用 的 大 小 等 来 定 。 

(2) 变 分 法 的 优点 在 于 计算 简单 ,特别 适合 于 计算 基态 能 量 。 
缺点 在 于 无 法 估计 误差 ,无 法 给 出 所 算得 的 《五 ) 与 真正 的 基态 能 
量 E, 的 差别 。 

(3〉 如果 要 用 变 分 法 算 激 发 态 能 量 ,需要 用 逐次 正 交 法 。 若 $ 
与 如 ,"… ,和 正 交 ,由 (5. 3.15) 式 可 知 , 展 开 系数 Co,……C, 均 为 零 ， 
从 而 有 


$= DC (5. 3. 22) 


天 一 上 十 1 


于 是 得 出 


( 妃 ) 之 Er 之 1C 一 EE, (5. 3. 23) 
nm 一 上 十 


这 样 ,就 可 用 变 分 法 给 出 第 ! 十 1 个 能 级 的 近似 值 .但 是 一 般 说 来 ， 
所 用 的 尝试 波 函 数 $ 不 一 定 与 名， 内 正 交 ,这 就 需要 用 逐步 正 
交 法 。 若 基态 波 函 数 go 已 经 求 得 ,而 第 一 激发 态 的 尝试 波 函 数 加 
若 与 加 不 正 交 , 即 


(#1go) 天 0 
构造 另 一 个 尝试 波 函 数 册 , 令 
= 一 1g) (5. 3.24) 


则 
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C$ [po) = CB Ngo) — polpo) lb 1po) = 0 (5.3.25) 


即 和 加 必 与 如 正 交 ,可 以 用 办 作为 求 第 一 激发 态 能 量 Ei 的 尝试 波 函 
数 , 用 变 分 法 近似 求 5。 其 他 各 能 级 可 一 次 次 用 这 种 方法 ,逐步 依 
次 让 尝试 波 函 数 与 比 要 求 的 能 级 低 的 能 级 所 对 应 的 波 函 数 逐 一 正 
交 , 再 用 变 分 法 求解 。 

(4) 用 作 变 分 参量 的 既 可 以 是 一 个 ,也 可 以 是 多 个 ,这 些 “ 参 
量 ” 既 可 以 是 参数 ,也 可 以 是 函数 ,从 而 导致 各 种 不 同类 型 的 变 分 
处 理 方案 ,例如 ,车 选择 多 参数 作 变 分 , 令 基态 的 尝试 波 函 数 为 
DOA, 和,…) ,其 中 ,2… 是 变 分 参数 ， 由 平均 值 公 式 


(更 (Ah MA， ) [IHIBO, ,As, “> 


9 (PD* (A Am DOA ,Ase )) (5. 26) 
算得 的 ( 恕 》 一 般 说 来 依赖 于 参数 A ;4，…。 极 值 条 件 是 
Sa) 
8(H) = > 3 A=0 (5. 3. 27) 
由 于 64 是 任意 的 ,(5. 3. 27) 要 求 
9 《HH) 
3 i 1 一 ,2，… (5. 3. 28) 


(5. 3. 28) 式 是 一 个 联 立 方程 组 ,求解 这 个 方程 组 ,得 出 使 ( 吾 处 
于 极 值 条 件 下 的 一 组 (4oy jeo， “) 值 , 将 这 组 值 代 回 (5. 3. 26) 式 和 
BA,，…), 就 求 出 了 体系 的 近似 的 基态 能 量 和 基态 波 函 数 。 

3. 线性 变 分 法 

线性 变 分 法 的 特点 是 采用 一 组 接近 于 原来 问题 解 的 波 函 数 作 
为 符 试 波 函 数 去 逼近 真正 的 准确 解 . 记 郧 , 兄 ,……,9 为 一 组 函数 ， 
它们 之 间 不 一 定 正 交 , 取 它们 的 线性 组 合 


» 
$= > as4 (5. 3. 29) 
n= 1 


为 尝试 波 函 数 ,a,(n = 1,2,… ,8) 为 变 分 参量 , 则 已 在 更 态 的 平均 
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值 是 


Da a | Hpdr ”> aa 
(再 一 22 ee 


(5. 3. 30) 


式 中 
J | Hopdr, A — | pdr (5.3.31) 
由 极 值 条 件 
人 二 (5. 3. 32) 
得 
(HY oa A = > aH 
或 


二 
DH — (H)Am)a; 一 0 (5. 3. 33) 
14 一 1 


这 是 一 个 关于 ax 的 线性 方程 组 .a* 具有 非 零 解 的 条 件 是 它 的 系 
数 行列 式 为 零 : 


det |H,, — (H)A,| 一 0 (5. 3. 34) 


解 久 期 方程 (5. 3. 34) 式 , 最 小 的 一 个 根 就 是 基态 能 量 的 上 限 。 可 
以 把 它 看 成 是 由 变 分 法 给 出 的 近似 的 基态 能 量 , 将 这 个 值 代入 
(5. 3. 33) 式 , 解 出 相应 的 ax Gm 二 1,2,…&) 后 ,代入 (5. 3. 29) 式 ， 
就 可 给 出 变 分 近似 下 的 基态 波 函 数 。 

例 1 试用 变 分 法 求 氨 原子 的 基态 能 量 。 

氨 原 子 的 哈密 顿 算 符 是 
2e: 2e2? E2 


十 一 (5. 3.35) 


7 1 ry 7 12 


a hd 
H= Dm am 
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式 中 m 是 电子 质量 ,~: 和 ”~ 分 别 是 第 一 个 电子 和 第 二 个 电子 到 核 


的 距离 ,ris 是 两 电子 之 间 的 距离 . 当 和 项 不 存在 时 ,(5. 3.35) 式 


简化 为 两 个 氢 原 子 的 哈密 顿 算 符 ,基态 是 两 个 类 氢 原 子 基态 波 函 
数 的 乘积 


3 
gr ) = pori}Wioolr;) = Sse- (5, 3. 36) 


i Z = 2, 现 在 存 
在 两 个 电子 之 间 的 排斥 相互 作用 二 -, 这 种 相互 作用 可 以 看 成 是 对 


电子 和 核 之 间 的 吸引 的 库仑 相互 作用 的 一 种 屏蔽 . 屏 藏 后 的 效果 
相当 于 减少 了 Z ,使 Z<<2, 因 此 可 选择 (5. 3. 36) 式 为 尝试 波 函 数 ， 
Z 为 变 分 参数 . 旦 在 $(ri,r,) 态 中 的 平均 值 是 


(H) = | 全 rire) He$lr ,rr,)dridr, 


= | 吉 ; 2 :| |[ 一 在 7 @ -Ztry) (7? 十 ee 
2e2 1 十 e+ We ee 一至 o 1 十 7 2 |dnidr, 
7 7 2 


《5. 3. 37) 


(5. 2. 37) 式 右 端的 第 一 项 和 第 二 项 积分 ,可 以 通过 分 部 积分 直接 
算出 ,结果 为 


1 3 2 A a 1 - eZ? 
EI ev wpeeseoan rs 
《5. 3. 38) 
到 所 -2 这 
Aas rn ry 107; 了 
(5. 3. 39 ) 


第 三 项 积分 计算 比较 复杂 , 因为 被 积 函 数 中 有 因子 所 ,利用 球 谐 


函数 的 性 质 : 
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外 


二 Pi(cosg) 当 r >r, 


Tris 后 ri : 
(5. 3. 40) 
1 _ 1 :二 1 2 
一 一 1 | P,(cos0) 当 7i < 之 r 
式 中 90 是 ri 和 zr; 之 间 的 夹 角 ,及 球 谐 函 数 的 性 质 : 
Pi(cos0) = Pi(cos0,) Pi(cosO,) + 2> 4 二 人 二 2 Pim (cos0,) 
X Pl”i(cosb,)cosm(g 一 po) (5. 3.41) 
再 通过 直接 的 积分 运算 后 得 到 
所 和 站: 纪 e-zzeitreomndridr = 5 (5. 3. 41) 
由 (5. 3. 38) ,(5. 3. 39) 及 (5. 3. 41) 式 , 最 后 得 
6 (5. 3. 42) 
a a 8a 
(五) 取 极 小 值 的 条 件 是 
HH)| _ /2e2 de , 56) _ 
“87 一 十 ga 0 (5. 3.43) 
于 是 得 出 
YE 
Ze. 一行 一 1.69 (5. 3. 44) 
将 Z。 代入 (5. 2. 42) 式 , 得 出 氨 原 子 基 态 能 量 的 上 限 是 
2 
(H(Z)) ~ Eo =— 2.85 (5. 3. 45) 


氮 原子 基态 能 量 的 实验 结果 是 一 2. 904 人 ,可见 用 变 分 法 给 出 的 
基态 能 量 与 实验 结果 符合 得 相当 好 .另外 ,还 可 以 求 出 ,基态 的 近 
似 波 函 数 是 
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用 (ri rs) = Fi 二 ie- 部 ct 2) (5. 3. 46) 


例 2 利用 变 分 原理 和 标 度 变换 证 明 维 里 定理 。 

维 里 定理 是 24T 一 <r 守 > 《 见 (3. 8. 16) 式 ) ,现在 我 们 
用 标 度 变 换 和 变 分 原理 证 明 这 个 公式 。 

作 标 度 变 换 , 令 rr 一 r= 条 , 则 p= 一 1 二 MP ,动能 是 


» i 
(T) = 4 乞 > = XT') (5. 3.47) 


注意 到 归 一 条 件 与 标 度 变换 无 关 


|g° yor)ar = |g° ry ar -1 (5.3.48) 


因此 
VO = [gOV Yr Ydr (5. 3. 49) 
由 变 分 原理 
3 = 24T') + [p07) 2 dr 
= 2T) + |g (7) TE SGCr Ydr 
= 2A(T') os LS Sr dr’ 
= 22(7") + |y° (m9 $2 — pr dr 
=2AT') 一 六 (Yr 9)=0 aD 
当 4 二 1 时 ,由 (5. 3.50) 式 得 
2 《<r (5. 3. 51) 


得 证 。 
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5.4 含 时 微 扰 理 论 


前 面 几 节 中 的 讨论 ,都 只 限于 定 态 问题 .所 研究 的 对 象 是 定 态 
样 定 记 方 程 的 近似 解 。 即使 是 外 界 的 微 扰 ,也 不 随时 间 变 化 而 改 
变 , 因而 体系 的 能 量 是 个 守 便 量 . 当 然 ,这 只 是 实际 情况 中 的 一 种 
理想 情况 ,因为 即使 外 界 加 于 体系 的 是 个 等 于 常数 的 微 扰 ,但 由 于 
加 入 微 扰 总 是 从 某 个 时 刻 开始 , 微 扰 对 于 体系 的 作用 也 总 有 一 定 
的 时 间 , 因 此 严格 说 来 , 它 总 是 与 时 间 有 关 的 。 比 方 说 ,要 讨论 原子 
在 外 来 作用 下 从 一 个 量子 态 路 迁 到 另 一 个 量子 态 的 情况 ,外 来 作 
用 不 管 多 弱 , 作 用 的 时 间 也 不 管 多 长 多 短 , 虽 则 原来 未 受 外 来 作用 
时 的 原子 处 于 定 态 ,但 加 入 微 扰 后 ,总 是 一 个 含 时 间 的 问题 .因此 ， 
有 必要 将 我 们 的 讨论 推广 到 含 时 间 的 情况 ， 

另外 ,必须 指出 ,对 于 处 理 量子 牙 迁 , 玻 尔 理论 并 非 一 个 完美 
无 缺 的 理论 。 诚然 ,按照 玻 尔 量子 说 ,可 以 计算 电子 在 原子 中 的 自 
发 由 迁 或 受 激 跃 迁 后 所 发 出 的 光谱 线 的 波长 或 频率 , 但 是 它 不 能 
”给 出 谱 线 宽度 。 因为 孩 尔 理 论 不 能 算出 电子 从 一 个 量子 态 跃 迁 到 
男 一 个 量子 态 的 路 廷 几率 .要 处 理 在 可 以 看 成 是 微 扰 的 外 来 作用 
下 的 各 种 量子 路 迁 问 题 ,必须 讨论 含 时 间 的 微 扰 理论 。 

设 体系 的 哈密 顿 量 可 分 成 恕 , 和 互 " 两 部 分 , 理 。 为 无 微 扰 部 
分 ,其 本 征 值 和 本 征 函 数 已 经 得 出 ,H' 为 微 扰 部 分 , 它 是 时 间 上 的 
也 数 , 它 们 满足 的 车 定 证 方程 分 别 是 
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1h = Hy (5. 4. 1) 
fH= H+H' () (5. 4. 2) 

Hog, En 内 (5. 4. 3) 


万, 的 定 态 波 函 数 是 更 , == 加 (zx)e-#% 
将 五 的 本 征 态 y 按 更 . 展开 : 
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$= aD), 
并 代入 醉 定 证 方程 (5. 4.1) ,得 
da (人 t) . ag, 
hg Ps ih jan) 
= Da HoG®, + Da H'GS, 


以 @; 左 乘 (5. 4. 5) 式 两 端 并 对 全 空间 积分 ,利用 公式 


i = HG, 


及 本 征 函数 系 {@,} 的 正 交 性 ,得 


Ca 将 


人 = Da. @) [6: H'Gdr = Da Hise 


式 中 


= |$H'$.dr 


(Enm ba Eu) 


Cr 一 


灶 
入 


《5， 


(5. 


4. 4) 


.4.5) 


.4.6) 


. 4.7) 


. 4. 8) 


4. 9) 


ww 是 从 能 级 6 跃迁 到 ev 的 玻 尔 频率 。 公 式 (5. 4.7) 其 实 就 是 在 
已 。 表象 中 的 薛 定 兽 方程, 不管 H'(z) 是 否 为 微 扰 , 它 都 成 立 。 但 若 
H'(t) 是 微 扰 , 它 可 通过 逐步 逼近 的 方法 求解 。(5. 4.7) 式 中 的 
am(t) ,是 体系 在 t 时 刻 时 的 波 函 数 ,车 体系 在 t 二 0 时 的 初 态 是 H。 


的 第 个 本 征 态 , 即 
a.(0) = Cu 


加 入 微 扰 吾 ' 后 ,由 (5.4.7) 式 得 
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《5. 4. 10) 


i ht) 一 2 0) Home 2 du Hmmerm a H' ,emt 
(5. 4. 11) 
te 吉 | Hose dr (5. 4. 12) 
工大 0 


am(t) 表示 体系 在 t 时刻 的 波 水 数 ,由 于 在 1 = 二 0 时 ,体系 处 在 名 
态 , 因 此 |a, (2) 1 表示 体系 从 t = 0 里 , 的 @ 态 到 zt =z 时 跃迁 
到 五 的 第 m 个 本 征 态 的 几率 ,通常 ,a,(t) 称 为 跃迁 几率 振幅 ， 
|e。 (CD)12 称 为 跃迁 几率 , 记 作 W.，: 


We 三 [erar | (5. 4. 13) 
如 果 要 求 高 级 近似 ,可 将 a, 按 小 参量 展开 


a = dn 二 Aan 十 Nar” 十 (5. 4. 14) 


将 (5. 4. 14) 式 代 入 (5.4.7) 式 ,得 


.fdas® da da®’ 
| 人 


一 > (a 十 Ma 十 AH ne (5. 4. 15 ) 
它 的 各 级 近似 是 ， 
,da 
1 i = 0 (5. 4. 16) 
{1) 
和 i 一 Eapoen (5.4. 17) 
(十 1) 
a i = DHa em (5. 4. 18) 
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(5. 4. 16) 式 表 示 , 在 无 微 扰 时 ,a 不 随时 间 改 变 而 改变 。 它 由 无 
微 扰 体系 的 初 态 决定 。(5. 4. 17) 式 正 是 (5. 4.11) 式 , 由 它 算出 的 
跃迁 几率 由 (5. 4. 13) 式 表示 。 而 (5. 4. 18) 式 则 表明 ,要求 出 a,(z) 
的 人 十 1) 级 近似 解 ,需要 先 给 出 a , 同 理 , 要 求 出 a , 先 要 给 出 
a4-D， 余 类 推 。 因 此 (5. 4. 16 一 18) 式 构 成 了 一 个 逐步 逼近 的 方程 
组 ,我们 可 以 根据 所 要 求 的 近似 程度 , 逐 级 求解 。 

在 跃迁 过 程 中 ,一 般 说 来 , 初 态 不 同 于 末 态 。 但 不 等 于 说 初 态 
能 量 一 定 不 同 于 末 态 能 量 . 特 别 对 于 有 简 并 的 情况 , 初 态 能 量 有 可 
能 等 于 末 态 能 量 , 这 时 有 w。。 二 0。(5. 4. 13) 式 变 为 


t 2 
Wi.n 一 间 [Hidt (5. 4. 19) 
0 


单位 时 间 的 跃迁 几率 称 为 路 迁 速率 ,跃迁 速 率 ww; -。 = 必 


表示 跃迁 过 程 的 快慢 。 

例 1 设 在 :一 一 co 时 ,一 维 谐振 子 处 于 基态 , 问 经 过 微 扰 
H'() 二 一 eGxe-“ ”后 ,在 t 一 十 oo 时 ,处 于 |n) 态 的 几率 ? 式 中 
Z 表示 电场 ,r 是 具有 时 间 量 纲 的 常数 。 

解 :由 (5. 4. 12) 式 得 


as(co) = ey pe a ob 


2 
到 
(5. 4. 20) 


上 式 中 ,已 考虑 了 一 维 谐振 子 的 能 级 6 = 


十 诗 ] 记 ,利用 公式 


/2 
z= [zo] 人 


2mw 


及 产生 算 符 a! 、 沽 灭 算 符 a 的 性 质 , 可 知 只 有 ai(Ceoe) 天 0 ,其 他 均 
为 零 ; 


1 1/2 fo0o 
ai (oo) = | 上 |: 人 
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3 172 wer 
二 2 2 (XT ) /Ie a (5. 4. 21) 
24227rr2 wr 
Wn | os 0 EE (5. 4. 22) 
在 含 时 微 扰 讨 论 中 ,通常 ,有 两 种 极端 情况 十 分 重要 ,它们 是 : 


《1) 突 发 性 微 扰 
假定 体系 的 微 扰 只 在 一 个 突 发 性 的 极 短 的 时 间 加 入 。 施 于 体 
系 的 微 扰 可 写成 
再 ”中 记 可 /2 


到 4) 一 S01 5. 4. 23 
a 并 ) 


则 微 扰 前 后 体系 波 函 数 的 变化 是 
lim [$6/2) 一 一 22] = lim 让 |  H' (Yd = 0 
(5.4. 24) 


这 说 明 突 发 性 微 扰 并 不 改变 体系 的 状态 ,当然 , 从 物理 上 看 ， 
(5.4.23) 式 中 要 求 的 2 一 01 , 指 微 扰 作用 于 体系 的 时 间 远 小 于 体 
系 的 特征 时 间 。 

(2) 绝热 近似 

与 突 发 性 微 扰 这 一 极端 情况 相反 ,绝热 近似 假定 施 于 体系 的 
微 扰 作 用 的 时 间 足 够 长 ,变化 足够 慢 .为 描述 这 个 足够 缓慢 地 加 入 
微 扰 的 过 程 ,通常 可 在 微 扰 作用 中 加 入 绝热 因子 .假定 1: 一 一 ~ 
时 ,体系 处 于 无 微 扰 状态 In) ,其 中 In) 是 已 。 的 本 征 态 ,在 (一 CO 
0) 的 足够 长 的 时 间 间 隔 中 加 入 微 扰 ,在 上 王 0 时 ,体系 的 哈密 顿 量 
妃 是 

n= (5. 4. 25) 


(5. 4.25) 式 中 e 是 绝热 因子 。 由 公式 (5.4. 12) 得 
一 ife 
aaC0) = | openerd 
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ee (— i/#) mlH’ |n) 
和 十 Lo 
T 
如 果 t+ 足够 大 ,《5. 4. 26) 式 中 1/r 可 略 去 , 则 (5.4. 26) 式 变 为 


‘ml{H' In) 
40) = 全 


(5. 4. 26) 


(5. 4. 27) 


$ 5.5 ”跃迁 几率 和 费 米 黄金 规则 


利用 8$5.4 中 含 时 微 拢 理论 的 一 些 基本 公式 ,本 节 将 具体 计 
算 几 种 不 同情 况 下 的 跃迁 几率 。 这 些 情况 既 包 括 在 外 来 的 含 时 间 
微 扰 作 用 下 ,体系 状态 从 分 立 谱 到 分 立 谱 的 跃迁 ,也 包括 从 分 立 谱 
到 连续 谱 的 牙 迁 。 

1. 常 微 扰 的 跃迁 几率 

假定 微 扰 五 " 是 个 常数 ,并 且 只 在 (0,5 时 间 间 隔 中 起 作用 , 则 
体系 在 过 一 0 时 处 在 殉 态 ,在 ! = 上 时 牙 迁 到 2 态 的 几率 振幅 是 


二 1 fi EE Eee — 1) 
an(t) = 二 | Hi' em dt = 天 (5. 5. 1) 
la 于 = 2- (ee — 1) (em — 1) 
一 nr 一 COStwmt | 
Ee | sin’ ee 
= (5. 5. 2) 
CA 
为 进一步 化 简 (5, 5.2) 式 , 可 以 用 活 函 数 的 公式 
1 sinzzt 
I = (zr) (5. 5.3) 


易于 证 实 (5.5.3) 式 . 的 确 , 当 xz 关 0 人 时 ， lim Se 各 一 0, 当 z 一 0 
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. Sin2zz . ¢ Sin2Zzt .ft 
lim 二 一 li ee pi 11i 一 —> CO 
t—r* oo Tt 并 t— oo nA (xXxt) 一 CO n 
而 积分 
oo | co “二 
Slm zt Sln“z 
一 oo AT Xj HU 


这 就 证 明了 (5. 5. 3) 式 。 
利用 (5. 5.3) 式 , 当 t1 一 oo 时 ,可 将 (5. 5. 2) 式 化 为 


Ws = limlan(D 上 一 页 |Hmlm3| 多 


IH"l? 
2 


一 2At6 (wt) (5. 5, 4) 


(5. 5.4) 式 中 的 最 后 一 步 曾 利用 公式 5(ax) 二 一 -6(z) .跃迁 速率 


|a | 
是 


dW,., 2 
wn = = $F Hild Cm) 
2 
= FH de, — 6) (Rs 


(5. 5.4) 及 (5, 5. 5) 式 表明 ,对 于 常 微 扰 ,经 过 足够 长 时 间 后 , 它 的 
跃迁 速率 与 时 间 无 关 . 而 且 跃 迁 过 程 中 满足 能 量 守恒 ,只 在 初 态 能 
量 与 末 态 能 量 相 等 时 ,跃迁 几率 才 不 为 零 。 

应 该 指出 ,对 于 实际 问题 ;由 于 自由 度 一 般 不 只 一 个 ,因此 能 
级 总 有 简 并 。 能 量 相 同 并 不 意味 着 只 有 一 个 状态 .特别 是 ,如 果 跃 
迁 的 末 态 是 散射 态 , 比方 粒子 的 发 射 , 电 离 等 等 , 它 相 应 的 能 谱 是 
连续 谱 。 应 该 讨论 的 实际 情况 是 ,从 能 量 为 & 的 & 态 到 能 量 处 在 6 
一 十 Ae 的 所 有 状态 的 跃迁 几率 .为 此 ,假定 末 态 的 态 密 度 是 
Plea。，B), 其 中 B 表示 除 能 量 外 的 其 他 守恒 量 , 则 在 能 量 间 隔 de,， 
简 并 态 态 间隔 dp 的 态 密度 是 p(s ,PB)dendB, 相 应 的 跃迁 几率 是 
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W = | IH') :ple, ,BIO(w a de.dpB 
AE ,AB 四 
人 [Hi |?ple,, BOO (Cw dnd (5. 5. 6) 
AE, .AB 


不 失 普遍 性 , 选 48 = 1, 目 AE。 足够 小 时 ,(5. 5. 6) 式 近 似 为 


2 | Ho ?plen, 8) Eo. 
w= ~ EH pe,h) C5. 5. 8) 


(5. 5.8) 式 称 为 费 米 黄金 规则 。 它 对 讨论 粒子 的 跃迁 具有 特别 重 
要 的 意义 。(5. 5. 8) 式 中 态 密 度 的 具体 形式 取决 于 体系 末 态 的 具 
体 情况 ,作为 一 个 例子 ,如 果 末 态 是 自由 粒子 的 动量 本 征 函 数 , 采 
用 箱 归 一 化 后 : 


纪 Cr) = Lexp| FP nF (5. 5. 9) 
动量 的 本 征 值 是 
2xhn, _ 2x n, 2xrnn, 
WN 区 9 3 一 9 pz -= a 


(nz ny sn 二 0, 土 1, 十 2,…) {5.5.10) 


因此 动量 在 Pr > Pp: dps,Pp,— p, 加 dp,, Pp:— 轧 。 十 dp， 范围 内 
态 的 数目 是 


L 3 
| 5 dp-dzp;dzp。 (5. 5.11) 


换 成 球 坐 标 ,再 注意 到 en = p?/2m, 则 在 能 量 间隔 se。 一 en 十 de， 
角度 在 2 一 0 十 d092 一 ?十 d92 间 的 状态 数 是 


3 
eb Ba ens 


也 3 
a | | m peingdodpds. 
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即 态 密 度 为 
plen) 一 | 5 mpsin0d0dy (5.5. 12) 
2. 周期 性 微 扰 的 跃迁 几率 


另 一 种 更 切合 实际 的 情况 是 外 界 微 扰 随时 间作 周期 性 变化 ， 
由 此 得 出 的 结果 可 直接 应 用 于 讨论 光 的 吸收 和 发 射 。 记 微 扰 为 


A 


A A.. | A 
H'(1) = A cosewt 一 Fe” +e-”“)—=F(e”“+e “) 
(5,5.13) 


A 
Bm NO [= 


1 es @' one to) 


3 是 CO a CU 
Sin (Cn 十 w)t 
oie tet/2 
I (wi 十 ww) (5. 5. 17) 
2 
— oll) 
ys es 
nk — 
a io —w)i/2 sin (wn Pe w)t/2 
-0 1 (wg 一 w)/2 (5. 5. 18) 


由 (5.5.16 一 18) 式 可 见 , 当 中 一 ww 时 ,B_ 的 分 母 为 零 , 因 而 当 w 
接近 于 Uk 时 ,B_ 的 贡献 很 大 。 同 理 , 当 起 一 一 wi ,By 的 分 母 为 
_ 零 , 当 w 接 近 于 一 ww 时 ,B, 的 贡献 很 大 ,这 表明 ,B_ 项 在 w= w 


sy EE 


% 
下 


， = 31Ful28(ww 士 w) 
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一 守 |Fml’6(e, 一 6&4 士 记 w) (5. 5. 20) 
sin 二 Wat 
wn 
1 ,2 
-ti 
wk 
6 dx 2r 0 2x A 6x 


-一 一 一 一 ”一 一 ”一 一 ~ 一 — 一 一 


t t i t t t 


图 5.5.1 ”跃迁 几率 函数 
跃迁 速率 是 

人 ee = IF l’B(e, — 6 tw) (5.5.21) 
由 (5. 5. 20) 式 可 见 , 跃迁 过 程 满足 能 量 守 人 恒 。 当 且 仅 当 周 期 性 微 
扰 的 频率 w 满 足 s 一 & == 士 iw 时 ,才能 发 生 跃 迁 ,而 且 , 当 微 扰 作 
用 的 时 间 足 够 长 后 ,跃迁 速率 与 时 间 无 关 。 

(ii) 由 (5. 5. 20) 式 还 可 得 出 
Wi = Wh, (5. 5. 22) 


但 它们 的 物理 意义 不 同 :W-.。， 表示 从 态 跃 迁 至 m 态 的 几率 ，; 
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色 。 则 相反 。 当 忆 之 ,时 ,Wn = 至 1Fwls(es 一 总 十 ia), 表 
示 粒 子 从 es 能 级 路 迁 到 s, 放 出 能 量 # wo。 当 6 < so 时 ,men 一 
从 |Fm1'6(en 一 6 一 入 w) 表示 在 能 级 中 的 粒子 ,由 于 吸收 了 能 


量 记 w, 而 跃迁 到 6 能 级 。 

(iv) 比较 (5. 5.4) 式 及 (5. 5. 20) 式 可 见 ; 当 周期 性 微 扰 的 频 
率 w 一 0 时 , (5.5.20) 式 过 渡 到 (5.5.4) 式 ,这 个 结果 当然 是 非常 
自然 的 ,因为 当 w 一 0 时 ,周期 性 微 扰 过 渡 到 常 微 扰 。 

3. 非 周 期 性 微 扰 的 跃迁 几率 

若 在 时 间 间 隔 0 委 上 委 7 中 加 入 非 周期 性 微 扰 吾 '(), 将 
H' (zt) 作 伟 里 叶 展 开 : 


H’() = [rm (we “dw 《5. 5. 23) 
H'(w) = 去 | H' (t)e'“dt 
2NA) 
1 f lax 
去 | 妃 (emdt (5. 5. 24) 
跃迁 几率 振幅 是 
an 一 下 | 书 (zt DJeiomudt 
m i 万 E13 
一 | dee™ | doh (we 


一 十 |- dwoH' (ww — Ww) * 2T 


= Hm) C5. 5. 25) 
从 & 态 到 m 态 的 跃迁 几率 是 
2 
Win 一 卸 [Ha Cwma) | (5. 5. 26) 


(5. 5. 26) 式 表明 ,外 来 微 扰 H' 虽然 是 非 周 期 性 的 ,但 能 引起 从 
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态 到 m 态 跃迁 的 ,只 是 那些 频率 w = wmw， 能 引起 共振 或 反共 振 的 
传 里 叶 分 量 。 鼠 '(G) 中 的 其 他 体 里 叶 分 量 , 由 于 跃迁 过 程 中 能 量 守 
人 恒 的 限制 ,对 跃迁 无 贡献 。 


3 5.6 含 时 微 扰 论 与 定 态 微 扰 论 的 关系 


在 本 章 中 ,我 们 曾 先 后 讨论 了 定 态 微 扰 论 和 含 时 微 扰 论 。 两 者 
既然 都 是 微 扰 近 似 , 它 们 之 间 必 然 存在 某 种 联系 .为 了 阐明 两 者 之 
闻 的 关系 ,我 们 假定 外 界 微 扰 瓦 ' (z) 随时 间 的 变化 如 图 5. 6.1 所 
示 。 在 i: 习 一 时 ,H' (2) 为 零 ,然后 缓慢 增加 ,至 1 一 十 吕 时 , 趋 于 
一 个 常数 五 ', 由 公式 (5. 4.12), 从 t 一 一 oo 至 i 时刻 的 跃迁 振幅 是 


t 
二 | Eh end (5. 6. 1) 


0 


5.6.1 外界 微 扰 的 函数 形式 


经 分 部 积分 后 


Qam 一 f 


= Ho’ (€2 ) eioma’ 上 让 ' 9 万 iomkt 
万 (Ung 一 Do 9 万 廊 [2 
”一 百人 ED)eienut [ a ionke 


a (Ung -oo 9 万 刻 Wk 


dz (5. 6.2) 


因此 在 准确 到 一 级 近似 下 ,经 微 扰 后 时 刻 为 t 的 波 函 数 是 
y(t) = Dan®, 


? 
SEE bie /a 十 > a NE nrg en 
mh “天 一 Tm 
+: 9H’', elmwr | 
dz | ml/ 


Ne |# 符 >, H', 多 le 
要 se El 一 En 3 


十 > [| aH’' dr $e (5, 6. 3) 


{ 
SLL). at 


当 + 一 co 时 ,H'(t) -> H',(5. 6.3) 式 右 端 的 第 一 项 正 是 不 含 时 间 
的 定 态 微 扰 论 在 一 级 近似 下 的 表示 式 , 指数 因子 表示 定 态 波 函 数 
随时 间 的 变化 ,因而 ,这 一 项 与 跃迁 无 关 。(5. 6. 3) 式 右 端的 第 二 
项 ,依赖 于 微 扰 的 变化 率 3 五 "wy/at , 当 外 加 的 微 扰 随时 间 的 变化 
足够 缓慢 时 ,3 Hi/3' 一 0, 这 一 项 可 以 略 去 ,于 是 含 时 微 扰 论 过 
渡 到 不 含 时 的 定 态 微 扰 论 ， 

下 面 我 们 再 来 证 明 , 由 (5. 6. 3) 式 右 端的 第 二 项 给 出 的 跃迁 
几率 

1 

wz 
确实 和 含 时 微 扰 算出 的 结果 近似 相同 。 为 此 ,讨论 常 微 扰 情况 .在 
0 委 纺 委 上 时 间 间 隔 中 加 入 常 微 扰 , 则 


co ! 
Wi-n(t — oo) 二 | 2 Hm 


2 
Tew dt (5. 6. 4) 


H'C(’) = H'[00) 一 0G — 1)] (5. 6. 5) 
0 li < 0 
式 中 0(1') 是 阶梯 函数 ,0 ) == ,一 02 是 常数 由 于 
2 = H'8() — H'6(t’ — 1) (5. 6. 6) 


代入 (5. 6.4) 式 后 ,得 
1 f 下 了 iw ,ft' :|2 
内 en 一 gao | Hm [6G’) 一 SC — £) jeeee dt | 
wz 6 
1 [Co 
= sal Hm 一 er 
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人 


2 
[Hm 4sins Cat = 去 IH%l 


Aiwi, I 2 (wn / 2) 


(5. 6. 7) 


(5. 6.7) 式 正 是 (5. 5.2) 式 。 

由 上 述 讨论 可 见 , 定 态 微 扰 论 其 实 只 是 一 种 近似 ,事实 上 , 任 
何 外 加 微 扰 总 是 与 时 间 有 关 的 。 比 方 讨论 斯 塔 克 效 应 ,外 加 电场 的 
时 间 总 是 比 原子 的 特征 时 间 大 得 多 , 因而 微 扰 随时 间 的 变化 率 可 
认为 足够 缓慢 ,3H' /3 近似 可 以 略 去 ,从 而 可 用 定 态 微 扰 论处 理 。 


$ 5.7 ” 光 的 发 射 和 吸收 ,选择 定 则 


光照 到 原子 上 时 ,会 发 生 吸收 或 发 射 的 现象 .按照 玻 尔 的 量子 
论 ,这 是 因为 能 量 为 hy 的 光子 ,被 原子 吸收 ,而 使 原子 核 外 的 电子 
从 能 级 & 跃迁 到 6, 由 于 跃迁 过 程 中 能 量 守 恒 , 因 此 有 与 6&,e。 必 
须 满足 6 一 & = hy, 同 理 ,处 在 能 级 为 6 的 电子 ,也 会 跃迁 到 6 能 
级 而 放出 光子 。 但 是 玻 尔 理论 只 能 给 出 光谱 线 的 频率 ,不 能 给 出 光 
谱 线 的 强度 .而 且 , 即 使 是 光谱 线 频率 的 公式 ,也 只 是 玻 尔 理论 中 
的 假设 。 

事实 上 , 光 的 发 射 不 仅 可 以 是 受 激 的 , 即 在 有 光线 入 射 于 原子 
体系 时 发 生 , 也 可 以 是 自发 的 .即使 没有 光线 入 射 ,原子 中 处 于 较 
高 能 级 的 电子 ,在 较 低 的 能 级 中 出 现 空 位 时 ,也 可 能 自发 地 从 较 高 
能 级 路 迁 到 较 低能 级 并 放出 光子 .因此 ,量子 力学 虽然 比 玻 尔 量子 
论 前 进 了 一 大 步 : 不 仅 可 以 用 含 时 微 扰 论证 实 跃 迁 过 程 中 必须 满 
足 能 量 守 人 恒 , 从 而 给 出 谱 线 频率 ,这 是 量子 力学 的 推论 而 非 假定 ， 
输 出 而 非 输 入 .而 且 , 特 别 重 要 的 是 ,由 于 谱 线 强度 正比 于 电子 的 
路 迁 速 率 , 可 以 由 量子 力学 算出 跃迁 几率 从 而 给 出 谱 线 强度 .但 
是 ,只 靠 非 相 对 论 量子 力 学 处 理光 的 吸收 和 发 射 问题 ,也 有 一 些 
原则 性 的 困难 ,严格 说 来 ,只 靠 量 子 力学 ,无 法 处 理 自发 辐射 .这 是 
因为 原子 中 的 电子 虽然 处 在 较 高 的 能 级 ,但 仍 处 在 定 态 , 在 无 外 来 
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作用 的 情况 下 , 按 量子 力学 , 它 应 该 永远 处 在 这 个 定 态 ,不 可 能 自 
发 跃迁 至 较 低 能 级 并 且 自 发 辐射 出 光子 。 事 实 上 ,由 于 光子 是 相对 
论 性 的 ,严格 处 理光 的 发 射 和 吸收 要 用 量子 电动 力学 ,不 能 只 靠 非 
相对 论 性 的 醉 定 滑 方程 这 已 超出 了 本 书 的 范围 ,在 本 节 中 ,为 解 
决 量子 力学 自发 辐射 的 困难 , 我 们 将 介绍 爱 因 斯 坦 的 光 的 发 射 和 
吸收 的 理论 。 

1. 光 的 吸收 和 受 激 发 射 

设 入 射 光 是 单 色 平面 波 , 它 的 波 矢 量 是 大 ,电场 强度 和 磁场 强 
度 分 别 是 

E= Ecos(wt—k*r) (5.7.1) 


kxXE 
Ik| 


电子 受 磁场 和 电场 的 作用 力 之 比 是 


B= (5. 7.2) 


Sox Bl /len C1 
因 此 在 原子 中 , 磁场 作用 远 小 于 电场 。 我 们 只 须 考虑 电场 的 作用 。 
另外 ,如 果 入 射 光 是 可 见 光 ,4 ~ 400 ~ 700nm, 远 大 于 琉 尔 半径 ， 
(5.7.1) 式 中 的 kr oc 代 .a < 1, 可 以 略 去 ,得 
E = Eocoswt (5. 7. 3) 
相应 的 能 量 是 
H'=eE .r= ek, .rcoswt=—— D. Ecosw (5.7.4) 
式 中 也 = 一 ar 表示 电 偶 极 矩 。(5. 7. 4) 式 是 周期 性 微 扰 ,可 直接 利 


用 $5.5 中 周期 性 微 扰 的 公式 , 取 人 一 一 2 ,由 (5. 5. 21) 式 ,得 


TOUR»m 一 IF ld, = 七 让 四) 
到 2 | ,|126(e — é,—w) (5.7.5) 
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(5. 7.5) 式 的 最 后 一 步 是 由 于 现在 只 考虑 光 的 吸收 ,假设 6 > ex。 
记 Dx 和 EE。 的 夹 角 为 0, 则 (5.7.5) 式 可 简化 为 


人 > FD |?E2cos’06(e, 一 e—NhNw) (5.7.6) 


如 果 入 射 光 是 非 偏 振 光 ,E 的 方向 完全 无 规则 ,因而 2 也 完全 无 规 
则 ,C5. 7. 6) 式 中 的 cos?6 可 以 近似 用 cos”6 的 空间 平均 值 cos”6 来 
代替 


| 2 = 去 | | 2ge: cl 
cos’0 jx)eos 0d0 | dp Cos bsin0dO0 3 


(5.7.7) 
wi 一 FIDml’ EdCe, 一 6 一 友 w) (5. 7.8) 


如 果 入 射 光 是 自然 光 而 非 单 色 波 , 则 在 圆 频率 间隔 % 一 十 dw 中 
的 能 量 密度 是 TCw)dw,1(w) 满足 


ol 
l(a 十 五 六 本 下 


ET 
i (5.7.9) 


于 是 最 后 得 出 ,自然 光 入 射 到 原子 上 ,单位 时 间 的 跃迁 几率 是 


Tw. 一 | 总 [Da |28r7(o)G(os — w)dw 
4 地 

= 3 有 2 1D | T (wt) 

_ re 

a 
从 (5.7.10) 式 得 出 , 蚂 迁 速率 与 入 射 光 中 国 频 率 为 wo 的 光 的 光 
强度 7(ww) 成 正比 ,入 射 光 中 的 其 他 频率 成 分 对 电子 的 & 能 级 到 
so 能 级 的 跃迁 无 贡献 .如 果 入 射 光 中 没有 圆 频率 为 ww 的 光 , 则 这 
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[rs | 2T Cv) (5.7. 10) 


种 光 不 能 引起 从 e 到 6 的 跃迁 。 定 义 


4 超 : 
Bo = iz rm (5. 7.11) 


称 为 受 激 吸 收 人 条 数 , 利 用 r 的 厄 米 性 ,显然 有 
Bi = Bn (5,7.12) 


从 & 态 到 m 态 的 受 激 吸收 系数 与 从 m 态 到 & 态 的 受 激 发 射 系数 相 
等 而且, 它们 都 只 决定 于 初 态 和 末 态 间 的 坐标 矩阵 。 

5. 选择 定 则 

注意 公式 (5.7.10) 中 ,rm = 二 (x 十 y 十 z)m,; 若 坐标 矩阵 元 为 
零 , 则 wi， 二 0, 从 & 态 到 和 态 的 跃迁 将 被 禁 戒 . 设 原 子 的 初 态 是 
Inlm) , 末 态 是 |n'L'm') ,在 球 坐 标 下 


并 一 7sinbcosy 一 本 sing(er 本 


y = 7sinbcosy = Tsing(e" 一 e-i?) (5.7.13) 


之 二 rcos0 


而 jnim〉 二 RuYm， 因 此 ， 当 且 仅 当 坐 标 窍 阵 元 
《nlm |reos0|nlim) 及 ln'L'm' |rsin0e+?|nlim) 不 为 零 时 ,跃迁 几率 
wi…m 才 不 为 零 ,跃迁 才 可 能 在 这 两 个 态 之 间 发 生 。 利 用 球 谐 函 数 
的 关系 式 


A ee 
cosOYm =N QT FD TEI tm NG FD 


(5.7.14) 


/ 《 
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以 及 


/CC 干 MD 于 za 一 1) 
CE 


《5. 7.15) 


以 及 球 谐 函数 的 正 交 性 可 得 ,只 当 
1 二 lL 土 l]，m 一 mm 十 1 (5.7.16) 


亦 即 


以 一 /一 (一 十 1，4oz 一 7 一 m= 一 0, 十 1 
(5. 7.17) 


时 ,r 的 矩阵 元 才 不 全 为 零 ,从 & 态 到 m 态 才 可 能 发 生 姥 迁 。 
(5. 7.17) 式 称 为 偶 极 跃迁 的 选择 定 则 。 从 (5.7.17) 式 可 见 , 偶 极 
跃迁 与 主 量子 数 元 关 。 

在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 略 去 了 微 扰 项 中 kr 的 贡献 ,这 对 可 见 
光 、 紫外线 等 是 成 立 的 ,因为 这 时 入 射 光 的 波长 远大 于 原子 半径 。 
但 对 波长 更 短 的 电磁 波 ,比方 X 射线 ,k，r 不 能 上 略 去 , 除 偶 极 辐射 
外 还 要 考虑 四 极 辐射 或 其 他 辐射 .这 时 ,选择 定 则 也 要 作 相 应 的 改 

3. 自发 辐射 和 爱 因 斯 坦 理论 

在 上 述 理论 中 ,对 于 原子 体系 ,是 用 量子 力学 .用 薛 定 廖 方 程 
和 含 时 微 扰 论处 理 的 。 但 对 于 入 射 的 光波 , 则 只 用 经 典 的 电磁 场 的 
方法 处 理 ,完全 没有 考虑 到 电磁 场 的 量子 化 ,不 考虑 光子 的 产生 和 
潭 灭 过 程 。 严格 说 来 ,这 只 是 一 种 半 经 典 理论 .这 种 理论 当然 有 它 
的 不 足 之 处 。 表 现在 如 果 不 引 进 新 的 处 理 方法 ,这 种 理论 不 可 能 讨 
论 自 发 辐射 。 按 量子 力学 ,体系 的 哈密 顿 量 是 守恒 量 。 体 系 处 在 定 
态 后 ,在 无 外 界 影 响 的 条 件 下 ,不 可 能 自发 跃迁 到 男 一 个 定 态 。 

为 了 处 理 自发 辐射 , 爱 因 斯 坦 建 立 了 一 套 唯 象 理论 .他 不 问 量 
子 力 学 处 理 自 发 辐射 是 否 可 能 , 而 是 假定 同时 存在 自发 辐射 和 受 
激 辐射 。 当 体系 和 辐射 场 达到 热平衡 后 ,用 平衡 条 件 来 建立 自发 辐 
射 与 受 激 辐射 之 间 的 关系 。 他 利用 量子 力学 含 时 微 扰 论 求 出 的 受 
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激 辐 射 系数 ,再 利用 平衡 条 件 给 出 原子 体系 的 自发 辐射 系数 。 

设 能 级 ev > &, 从 能 级 6 到 6 的 受 激发 射 系数 为 Bw ,从 能 级 
& 到 的 受 激 吸收 系数 为 Bs, 男 外 ,从 能 级 6 自发 跃迁 到 & 后 的 
自发 发 射 系数 是 4 ,在 强度 为 1(w) 的 入 射 光 的 照射 下 ,处 在 能 级 
em 的 原子 ,经 过 受 激 发 射 放出 能 量 为 wm 光子 ,跃迁 到 & 的 几率 是 
Bm1《wmx) ,处 在 能 级 & 的 原子 经 过 受 激 吸收 ,吸收 能 量 为 # wi 光 
子 跃 迁 到 6 的 几率 是 Bm1(wiw)。 假 定 能 级 6 中 有 NN 个 原子 ,si 中 
及 ;个 原子 , 则 单位 时 间 内 通过 受 激发 射 和 自发 发 射 放出 光子 ， 
由 能 级 6 跃迁 到 s 的 原子 数 是 NoL4w 十 Bmal Cwm)j], 辣 理 , 单 位 
时 间 内 通过 吸收 光子 , 由 能 级 & 跃迁 到 6 的 原子 数 是 
NiBin1 (wim)，, 当 原子 和 电磁 辐射 达到 平衡 后 ,有 


NaL As 十 Ba (wni) | = NBimd (pn ) 《5。 7， 18) 


利用 统计 物理 中 的 玻 耳 效 曼 分 布 
N,oce Wr, N,, oe- mt (5.7.19) 
一 -i" = em/ (5. 7. 20) 
将 (5.7. 20) 代入 (5.7.18) 式 ,得 
4 A 
I 二 (5.7. 
(wg ) 六 二 Ber mtT 一 B,, (5.7.21) 
N, km ba 
将 (5.7. 21) 式 和 普 朗 克 黑 体 辐射 公式 
0 (5. 7. 22) 
C 于 
e —1 
相 比 较 , 再 注意 到 Tlw)dw = pCy)dv, 而 w= 二 2xv, 有 
pOY) = 2r7(ow) (5. 7. 23) 


即 
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v3 
ee (5. 7. 24) 


Bn hoa /kT Ba C 


eC—1 


kt 


将 (5.7. 12) 式 代 入 (5,7. 24) 式 , 最 后 得 出 
4A7 


3 天 ws 
mk mm 
A es C3 Bt = 


C37r? 


已 ~ (5.7.25) 


在 偶 极 辐射 近似 下 ,B, = 二 Bi 由 (5.7.11) 式 表 示 , 得 


2 
_ de wn 


3fc3 


现在 讨论 (5.7. 26) 式 给 出 的 自发 辐射 系数 A,: 
Q) 由 (5.7.21) 和 (5.7. 26) 式 得 自发 辐射 和 受 激 辐射 之 比 


A 


| (5. 7. 26) 


4 
Br) 是 : 


4 四 oo 


BT eR Ad (5.7.27) 


当 wm 二 第 ln2 时 ,A 与 BuT(ww) 相等 .在 宝 温 条 件 下 , 取 温 度 
本 一 300K, 得 wm 之 3 X 10-3s-!1, 其 相应 的 波长 如 之 6 
10“m， 远 大 于 可 见 光 波长 .而 波长 越 小 ,o 越 大 ,4 将 远大 于 
Bi (ws)。 在 可 见 光 区 中 ,自发 辐射 远大 于 受 激 辐射 。 

(ii》 (5. 7.26) 式 表明 自发 辐射 系数 也 由 坐标 矩阵 rs 决定 。 自 
发 辐射 和 受 激 辐 射 具 有 同样 的 选择 定 则 。 

Qi) 处 在 受 激 态 B。 的 入。 个 原子 中 ,在 dz 时 间 内 自发 跃迁 到 
@; 态 的 数目 是 


dN, =— N,Amdt (5.7. 28) 


AN = Nn (0)e Ahm: 一 N, (0)e Tm (5. 7. 29) 
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> = = 六 起 表示 原子 处 在 @ 态 的 寿命 ,因为 受 激 原子 可 以 


自发 跃迁 到 比 6 更 低 的 能 级 中 , 式 中 的 求 和 对 所 有 低 于 so 的 能 级 
进行 .N。(0) 表示 在 t = 二 0 时 ,NN, 的 值 。 

(iv) 利用 (5.7. 26) 式 , 可 以 算出 自发 财 迁 的 辐射 强度 。 经 自 
发 跃迁 后 ,原子 发 出 能 量 为 万 ww 的 光子 。 因 此 ,单位 时 间 内 原子 辐 
射出 的 能 量 是 


dE _ 4e’ wn 
dz 一 万 Cd = 3c3 


而 处 于 态 的 原子 数 是 入 ,因此 发 出 频率 为 wu 的 总 辐射 强度 为 


2 ,4 
4e’ ws, 


3c: 


| (5. 7. 30) 


Js = 入 。 [rm ls (5.7. 31) 


3 5.8 ”相互 作用 图 景 和 形式 微 扰 理 论 


在 第 四 章 中 曾经 引入 了 两 个 图 景 . 酬 定 汕 图 景 和 海 森 堡 图 景 。 
在 微 扰 理论 中 ,为 了 使 微 扰 计算 更 系统 化 和 形象 化 ,还 可 以 引入 相 
互 作用 图 景 .将 体系 的 哈密 顿 量 分 成 两 部 分 。 


H= Ht+Hi (5. 8. 1) 


Hi 表示 相互 作用 部 分 ,一 般 既 可 以 是 微 扰 也 可 以 不 是 微 扰 。 定 义 
相互 作用 图 景 的 态 矢量 为 


[p12)) = eo lyst)) : (5. 8. 2) 


注意 (5. 8. 2) 式 和 海 森 堡 图 景 的 态 矢 量 不 同 : (5. 8. 2) 式 指 数 因 子 
上 的 是 HH, 而 不 是 鼠 , ,是 无 相互 作用 部 分 而 不 是 体系 的 整个 哈密 
顿 量 .(5. 8. 2) 式 是 一 个 与 :有关 的 乏 正 变 换 。|yi(t)) 的 运动 方程 
可 以 由 (5. 8. 2) 式 对 z 作 微 商 求 出 

ih 0)) 一 一 Hue |gs lt) + ein gs C2)) 
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= eto — Ho 十 五, 一 Hrje of | gt)) 


(5. 8. 3) 
引入 相互 作用 图 景 的 算 符 
HI() = eHo rH eHo/t (5. 8.4) 
方程 (5. 8. 3) 变 为 
ih2 gi(0)) = Hult) I)) (5. 8. 5) 


注意 一 般 说 来 ,如 ,和 五; 不 对 易 ,(5. 8.4) 式 中 的 次 序 是 十 分 重要 
的 . 莅 定 启 图 景 的 算 符 和 ;和 相互 作用 图 景 相 应 的 算 符 O; 之 间 的 关 
系 是 ， 


WD | Os Gs)) = Cp 2) [eto Ose-inen | gt)) 
(5. 8. 6) 


定义 相互 作用 图 景 的 算 符 Cr 为 

O1(t) 三 eNOse To (5. 8. 7) 
这 正 是 么 正 变换 (5. 8. 2) 式 对 应 的 算 符 变 换 关 系 。 这 里 要 特别 强 
调 指 出 ,相互 作用 图 景 和 莅 定 证 图 景 . 海 森 堡 图 景 都 不 同 ,在 相互 
作用 图 景 中 ,无 论 态 矢 量 |y1()), 还 是 算 符 01() ,都 是 时 间 的 函 


数 。 它 们 都 有 运动 方程 , 态 矢量 的 运动 方程 是 (5.8.5) 式 , 这 里 只 
有 相互 作用 部 分 Hi。 算 符 Oi 的 运动 方程 是 


ihO1(t) = et(OsH, — HoOs)e to/ 


= [O01C@),H,] (5. 8. 8) 
注意 (5. 8. 8) 式 中 的 对 易 子 是 Oi; 和 五, 五 中 无 相互 作用 右 , 的 贡 
献 出 现在 算 符 的 运动 方程 中 。 


现在 求解 相互 作用 图 景 中 的 运动 方程 (5. 8.5) 式 。 定 义 相互 
作用 图 景 中 从 时 刻 i。 到 时 刻 t 态 和 拓 量 的 演化 算 符 为 Ui,to)， 
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[六 (zto)， 满足 
191C2)) = UG, to) | (eo)) (5. 8. 9) 


显然 ,Uj( ,to) 满足 : 
(1) Ur(tosto) = 1 (5. 8. 10) 
(1) 当 上 一 如 有 限时 ,由 薛 定 刘 图 景 的 演化 算 符 公 式 可 求 得 


PACSD 2 eiHoh | g(t)) 到 @iHot/Me —iH(t—t0)/n | ps (#0) > 


= er oe Hu) /Me iHo nh | pr (#0)) (C5, 8. 11) 
名 
ULI(t ,0) i @iHot/Ao iHG-t0) /sifto/n (5, 8, 12) 


注意 五 和 五 ,一 般 不 对 易 ,(5. 8. 12) 式 的 算 符 次 序 是 十 分 重要 的 。 
(iii) Ui 是 么 正 算 符 ,满足 


UF (tOU(t to) = Ut,t Ur ,to) 一 1 


Ur (Gh) = Ur, to) we 
(iv) 由 (5. 8. 12) 式 得 
Utista U1 (tz ,ta) = Ut ,ts) (5. 8. 14) 
(v) 男 外 ,显然 有 Ui(z,to)Ui(to,t) = 1, 于 是 有 
Ui(tost) = UF ( ,to0) (5.8.15) 


(5. 8. 12) 虽 则 是 Uj(z,to) 的 形式 解 ,但 在 实际 计算 中 并 无 多 
大 用 处 。 但 另 一 方面 , 如若 求 出 Ui(z,to), 由 (5. 8.9) 式 可 求 得 
jgi(2)), 由 于 瑟 。 已 知 ,再 由 (5. 8. 2) 式 就 可 求 出 gs (2)), 给 出 整 
个 哈密 顿 量 妃 , 包 括 瑟 ; 的 影响 在 内 的 本 征 函 数 。 因 此 ,有 必要 引 
入 另外 求 Ui(z,to) 的 方案 。 

由 (5. 8. 5) 和 (5. 8. 9) 式 得 Ui 的 演化 方程 是 


i 9 Ui (z¢ ,to) 


3 = Hi(2)U1(t ,to) (5. 8. 16) 
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方程 (5. 8. 16) 满足 初始 条 件 (5. 8. 10) 式 的 解 是 


Ui(t,to) =1C— 元 | dt’ Hi(t’ UIE’ ,to) (5. 8.17) 


这 是 一 个 关于 Ui 的 积分 方程 ,可 以 用 逐步 近代 法 求解 ,重复 利用 
(5. 8.17) 式 , 给 出 


Ut ,to) 二 ] 十 入 di H(z#’) 
i\2f 如 
十 [二 | | de| d2”Hi(' HG) + 
(5. 8. 18) 


如 果 于; 是 微 扰 ，(5. 8.18) 式 其 实 就 是 一 个 微 扰 展 式 ， 可 以 
按 所 要 求 的 准确 度 逐 级 求解 。(5.8.18) 式 右 端的 第 三 项 
是 个 积分 限 变化 的 积分 。 我们 现在 对 这 个 积分 作 一 些 化 简 , 将 


| dz| dwrG DEC 分 成 两 部 分 并 在 第 二 部 分 中 交换 积分 次 
序 ,得 
| dz | di GE = 去 | dz | di 有 GE CO 
十 去 | dt drH 1(t’ 9H1CQ") 
(5. 8. 19) 


将 (5. 8. 19) 式 右 端 第 二 项 的 积分 变数 入 互 换 

1 Ld T [a sy 了 ! ; Hn np 1 

| a dt Hi(t')H,(") = 7 ja | 7 
代入 (5. 8. 19) 式 后 得 
dx di?”HI(t’ Hi(") = 去 | dz| de”[ H(t HiCG")00 — 1) 


+ Hi HI O00" — #1)] (5.8.20) 
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(5. 8. 20) 式 中 ,0(z) 是 阶梯 函数 。 方 程 (5. 8. 20) 式 右 端 具 有 下 述 
特点 :时 间 : 上 大 的 算 符 排 在 左边 .引入 时 序 算 符 了 , 它 保 证 全 作用 的 
算 符 按时 间 上 大 小 的 顺序 从 左 向 右 排列 , 即 


‘qr dt l(t 2) 二 六 | de | dt At (zt 
4 A RE) 1 dr TE Oe) 

(5. 8. 21) 
对 展开 式 (5. 8. 18) 中 的 每 一 项 都 用 同样 办 法 处 理 , 最 后 得 出 : 


Ui = > | | “| oa di TLHi Ge ). He)] 
下 一 人 Jt to 


(5. 8. 22) 


如 果 琉 ; 冬 妃 o (5. 8. 22) 给 出 了 在 相互 作用 图 景 中 演化 算 符 的 微 
扰 展 开 式 。 


$ 5.9 ”绝热 近似 和 盖 尔 曼 - 劳 定理 


在 $ 5.4 中 我 们 曾经 讨论 过 绝热 近似 ,现在 我 们 在 相互 作用 
图 景 中 进一步 讨论 这 个 问题 .假定 足够 缓慢 地 绝热 地 加 入 相互 作 
用 ,使 体系 从 五 , 的 本 征 态 逐步 变 成 理 的 本 征 态 ,在 态 ; 中 加 入 绝 
热 因 子 , 令 


H= H,+e lH, (5. 9. 1) 


< 是 个 小 的 正 的 量 .(5. 9.1) 式 其 实 就 是 (5.4. 25) 式 , 不 过 我 们 把 
它 推广 到 整个 时 间 间 隔 。 当 t 一 土 cp 时 ,哈密 顿 量 变 成 无 相互 作用 
哈密 顿 量 五 ,; 当 z 一 0 时 , 忌 变 成 整个 含 相互 作用 的 哈密 顿 量 。 在 
用 (5. 9. 1) 式 完成 计算 后 ,再 让 6 一 0, 以 得 出 真正 的 物理 结果 。 
现在 在 相互 作用 图 景 中 求 (5. 9. 1) 式 的 本 征 函 数 。 由 于 五 依 
赖 于 ,因此 相互 作用 图 景 中 的 演化 算 符 Ui(t,to) 也 依赖 于 ce。 有 


[700)) = Us ,0) | C0))» (5. 9. 2) 
290 


而 由 (5. 8. 22) 式 得 
Us (tto) 一 > 下) 二 | dt 
n 二 0 nh nl to 
| dése— attet ld TEHGD) HG )] 5.9.3) 


现在 令 t。 一 一 co, 由 (5. 9.1) 式 得 矿 一 太 ,, 苹 定 计 图 景 的 态 矢 量 
为 


[gs (£0)) = e's |$,) (5. 9. 4) 
Ho|#) = 五 | 网 ) (5. 9. 5) 

相应 的 相互 作用 图 景 的 态 矢 量变 成 
[fi (to)) = ero gs (to)) = |#o) (5. 9. 6) 


即 当 一 一 oo 时 ,pr(zo) 变 成 与 时 间 无 关 的 态 矢 量 。 于 是 有 


1 [G00)) =e- HH 0 ts+ oo 
(5. 9. 7) 


当 上 从 一 co 增加 时 ,相互 作用 绝热 地 人 慢 慢 加 入 ,(5. 9. 2) 式 决定 态 
矢量 随时 间 的 变化 ,到 上 = 0 时 ,相互 作用 全 部 加 入 。 得 

[|g1C60)) = US(0, 一 o0) |#) (5. 9. 8) 
注意 在 上 = 0 时 , 套 定 户 图 景 海 森 堡 图 景 和 相互 作用 图 景 的 态 秋 
量 相 等 

[ga) = |¢s 60) = | 矶 (0)》 (5. 9. 9) 
因此 (5. 9. 8) 式 提 供 了 一 个 求 瑟 本 征 态 的 方案 .问题 是 :在 a 一 0 
的 极限 下 结果 是 否 有 意义 。 盖 尔 曼 - 劳 定理 回答 了 这 个 问题 : 
盖 尔 曼 (CGell-Mann)- 劳 (Low) 定理 : 若 在 微 扰 论 中 下 述 的 量 


> Ui(0, — 00)|$,)» es [go) 
lim OO op hig ‘5:9.10) 
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对 所 有 级 微 扰 都 存在 , 则 3 加; 是 召 的 一 个 本 征 态 ,满足 


| 名》 E [yo) 


C$o | fo) 法 (go | go) 


盖 尔 曼 - 劳 定 理 的 重要 性 在 于 它 提供 了 一 个 从 无 微 扰 的 右 , 的 基 
态 | 如) 绝热 地 加 入 微 扰 后 , 求 微 扰 后 的 态 的 基态 | 加 的 方案 ,并 
且 它 指明 , 虽 则 (5. 9. 10) 式 左 端的 分 子 、 分 母 都 依赖 于 es, 当 s 一 0 
时 它们 的 极限 一 般 不 存在 ,但 它们 之 比 ,(5. 9. 10) 式 的 右 端 与 e 无 
关 ,. 这 也 弥补 了 (5. 9. 8) 式 当 ee 一 0 时 极限 不 一 定 存在 的 不 足 。 
现在 来 证 明 盖 尔 曼 - 劳 定理 。 
考虑 表示 式 
(H, Eo) |w Ce))» = (Ho i Eo)U;|0, 一 00) E29 
= [Ho,U;(0, — 00)]1#$) (5. 9. 12) 
为 计算 大 ,入 的 对 易 子 ,我 们 考察 本 展开 式 中 的 第 项 .相应 的 
对 易 子 是 
[Ho,, Hi(t) HiC,)** HI)] = [Ho ,H(t) H(t,) H(t;) 
十 H(t)LHo,, HG;) -HIG) 十 … 


《5.9. 11) 


十 Hi) H(t LHo, Hi(t)] (5. 9. 13) 
利用 公式 (5. 8., 8) ,将 CO) 选 为 五 r, 有 
工 i = [H,,H:,(2)] (5. 9. 14) 


将 (5. 9. 14) 式 代入 (5. 9. 13) 式 后 ,对 任何 可 能 的 时 序 排列 zz;， 
“…ti, 都 有 

_9 
3, 
x H(t Hi(t,)* Hilti) 《5. 9. 15) 


LHo, Hi HC) H(t)] 一 子 5 十 十 … 十 二 


又 因 
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| > Ol, — t 0, — £0 — £) = 0 (5.9.16) 
有 


z[| > WH) |] | DIT) He)] 
\ i=] 


(5. 9.17) 


因此 (5. 9. 12) 式 变 为 
(Ho — Eo) | yo (Ce))> 一 一 >| 本 | de 


nl 


0 
| dz @C1t 
oo 省 


DF) TEH GH Gb) 
i A 
(5. 9.18) 


在 (5.9.18) 式 中 所 有 时 间 微 商 项 对 积分 的 贡献 相同 ,这 很 容易 从 
互 换 积分 变数 中 证 实 , 因 此 可 以 把 它 写 成 只 对 9/3t 微 商 , 再 乘 以 
nm。 然后 对 五 作 分 部 积分 后 得 


— 1 


2 n—1 0 
(HH, se EF,) |y, Ce)) a 3 二 | rs) de 


0 
| dt,e™ zt “tT LH, (ts)°* HI (,) | E29 
2 一 也 2 一 1 1 0 
IE 
| aaseefroTLEGD HG ) Ig) (5. 9. 19) 
取 g 为 相互 作用 Hi 中 的 看 合 常 数 , 则 五 ; 正比 于 g, 由 恒等式 
— i}"! | 本 | 
[也 | 机 二 1TS = is 了 | 到 | og (5. 9. 20) 
可 将 (5. 9. 19) 式 改 写成 
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(Ho — Eo) lgo le)) = 一刀 | 和 Ce) + A 5 到 [go Ce)) 
(5. 9. 21) 
即 


( 百 — ED) lg le)) =ifieg 3 [gole) (5.9.22) 


又 因 | 加 是 无 相互 作用 的 基态 ,5 (加 | = 0, 再 利用 等 式 
二 二 9 _ jp 人 e)》 _ Igole)) . 
ees (bolgole)> (fo lpo ced) 
g FICe)) 
《bo lgole)) 
[yo Ce)) 9 
heg Fain‘% [go le)) 


(四 [go Ce) 》 
_ (H — E,)|y(e)) 


fieg in EACSD 


—ife 


C$ | go Ce)) (5. 9. 23) 
得 
— FE, — iieg 9) lb 
Pe eg) dg Ce 
[go Ce))» 


A 9 
Blgole Li Ae gln (goldole))] (5.9.24) 


男 一 方面 ,以 如 (ej; 左 乘 (5. 9. 22) 式 的 两 端 后 又 可 得 


($0 | Hi |go le)) 


. 3 加 
(flole)) 83g lh) =E— E 


(5. 9. 25) 
利用 (5. 9. 24) 和 (5. 9. 25) 式 , 最 后 得 出 


— E) -| 和 Ce)》 ii。 af Ihce)) 
HD i ] 
(5. 9. 26) 
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现在 令 e 一 0. 按 盖 尔 昌 - 劳 定理 的 假定 ,89 全; 对 所 有 级 微 扰 


都 存在 ,是 有 限 的 ,而 且 分 子 、 分 母 中 都 是 jw(e)), 对 e 依赖 关系 
相同 ,因此 当 -> 0 时 , (5. 9. 26) 式 右 端 为 零 。 得 


Hlig) _ Elyo) pe 
(二 [2 一 Ahly 定理 得 证 。 
显然 ,由 于 绝热 近似 下 的 哈密 顿 量 (5. 9. 1) 式 对 上 ~ 一 士 ce 都 适 


用 ,定义 状态 |g), 使 它 满足 
Ui(0, 十 oo)|#0》 | 加》 


下 . 9, 
RE 


同样 的 论证 可 以 证 明 :< 和 也 是 吾 的 一 个 本 征 态 ,满足 
| gh) 


I CR 
[yo) [yg) 
耕 刁 无 简 并 ,9 Tyg) 0 gy 是 同一 个 态 ,有 
ji Ui(0, 十 co) 2 A Ui(0, 一 co) |go) 
£—*0 ‘$o [UIC0, 十 oo) |¢o)» 0 ‘$o 1U1O0, co ) ||) 


(5. 9. 29) 
(5. 9.27) 和 (5. 9. 29) 式 是 盖 尔 曼 - 劳 定理 的 一 个 推论 。 


$5.10 WKB 近似 


微 扰 方 法 固然 是 一 种 重要 的 近似 方法 ,但 也 有 许多 问题 ,如 超 
导 、 超 流 等 ,由 于 它 的 解 根 本 不 是 相互 作用 耦合 常数 的 解析 函数 ， 
不 可 能 展开 成 相互 作用 即 微 扰 项 的 客 级 数 , 因此 根本 不 可 能 用 微 
扰 方 法 求解 。 于 是 自然 想到 :能 和 否 找 不 同 于 耦合 常数 的 另外 的 参 
数 , 重新 作 级 数 展开 .在 物理 学 中 , 按 不 同 对 象 用 不 同 参 数 作 级 数 
展开 的 方案 很 多 :有 用 粒子 数 N 的 倒数 作 参 数 展开 的 大 入 展 式 ; 
有 用 色 荷 数 的 倒数 展开 的 ,等 等 -WKB 近似 就 是 用 普 朗 克 常 数 作 
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二 mn 


0 十 (al 7 
{ 


20% 一 一 pe (5. 10. 9) 
它们 的 解 分 别 是 
el | adz 
(5.10. 10) 
0 一 一 总 一 (in2p- 二 ) ”， ol 一 一 lnwz 十 inC 


《5. 10. 11) 


; 
px) ee eic 二 人 下 "ro 十 < ett Jdr 二 ein Vp 十 C 


C .> C : 
oe exp ll k(x’)dx’' } 十 exp(— i| kCzx’ dx 
(5, 10. 12) 
式 中 
kh(z) = VmE Uz)) (5. 10. 13) 
现在 分 几 个 不 同 区 域 讨论 : 
(DE>UCz) 


这 是 经 典 允 许 区 。 我 们 总 可 以 适当 选择 (5. 10. 12) 式 中 的 常 
数 而 将 解 p(x) 写成 


A . | 
sin4 | RCzydz' 十 wa 《5. 10. 14) 
vp ' 8 


%Zz) 一 


在 这 区 中 |%(z)1: cc 方 , 这 个 结果 是 几率 流 守 便 定律 的 反映 。 由 


(5. 10. 14) 式 算出 的 几率 流 cc 141228(z) 一 const。 
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(1) E = Uz) 

满足 条 件 巨 = U (zi) 的 点 zi 称 为 转折 点 ,在 转折 点 处 ,p(xi) 
二 0, 解 (5.10.12) 式 发 散 。 半 经 典 近 似 在 转折 点 区 的 附近 不 能 用 。 
事实 上 ,由 (5. 10. 2) 和 (5. 10. 3) 式 显 见 ,WKB 近似 的 适用 条 件 是 


(Yoo)2 DA |YVool (5. 10. 15) 
亦 即 
PSAR|IV :Dp| (5. 10. 16) 
在 一 维 情况 下 ,适用 条 件 是 
| 冯 
1 > (5. 10. 17) 
p 
注意 到 pp = V2m(E 一 U(x)),(5.10.17) 式 也 写成 


dU 
3 
p > 六 mm 用 j | (5. 10. 18) 


即 WKB 条 件 只 适用 于 动量 很 大 , 势 场 变 化 缓慢 的 区 域 .在 转折 点 
及 其 邻 域 ,(5. 10. 18) 式 不 满足 ,不 能 用 WKB 近似 。 

为 估计 WKB 近似 不 能 适用 的 区 域 的 大 小 , 设 zo 是 转折 点 
Xi(i 二 1,2,…) 中 的 一 点 ,在 zx = zo 点 的 邻 域 展 开 U(zx), 得 


二 2 到 [2 | 5. 10. 19) 


将 (5. 10. 19) 式 代 入 (5. 10. 18) 式 , 得 WKB 近似 适用 的 区 域 是 


2 1/3 
es (5. 10. 20) 
dz 
或 写成 
zf 一 zl 交友 一 译 (5. 10. 21) 
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+4 是 在 x 点 和 动量 相应 的 波长 .在 反 转 点 z。 附 近 赵 区域 , 半 经 典 
近似 不 适用 ,要 用 另外 的 方法 求解 。 

Qi) E < UCz) 

这 是 经 典 不 允许 区 ,在 这 一 区 中 ,k(x) 是 虚数 , 取 为 (zx) 一 
ix(z),k(z) 一 诗 V2m[LUCz) 一 可] 是 实数 ,(5. 10. 12) 式 的 定 态 
波 函数 是 


Jz) = exp{— | «cz )dz/ | 二 有 ep 人 ee oa | 


V|z| 
(5. 10. 22) 
下 面 讨 论 几 个 直接 用 WKB 近似 求解 的 例子 。 
1. 势 阱 和 玻 尔 - 索 末 菲 尔 特 量 子 化 条 件 
如 图 5. 10. 1 ,讨论 五 之 VCz)aan 的 情况 ,转折 点 的 条 件 是 


U (zi) 一 U(x,) 一 - E 


U(Zz) 


21 bi1 px as 


5. 10. 1 粒子 在 一 维 势 阱 中 的 运动 


在 图 中 [a;,61] 和 [6;,as] 区 半 经 典 近 似 不 适用 .在 区 域 1 和 E 中 
的 波 函 数 分 别 是 
yi(x) = i*?(- [cz 7)Qz/ | ， Xa 
(5. 10. 23) 
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C 


v |p| 


pr (Z) = exp |— 上" ez de’ |， ra, 


(5.10. 24) 


这 是 指数 衰减 解 .在 第 I 区 中 , 波 函 数 是 个 振荡 孙 数 , 解 是 


yr1 (x) = 


si 
p 


a {| kr Yde 和 中 ， La 


(5. 10. 25) 


在 [al,p 区 和 [2， ,Gaz 区 ,我 们 不 能 直接 用 半 经 典 近 似 解 ,而 必须 
直接 求解 薛 定 请 方程 


2 
和 hj =0,， 有 = 2[E — UCz)] (5.10. 26) 


将 UCz) 在 工 二 Xl 点 展开 ,只 取 头 两 项 ,得 


U(rz)=E— Fl(r—zx), F= (各 | 下 
(5. 10. 27) 
方程 (5. 10. 26) 变 为 
?7 d? 
[去 Fz+ Fz— z) | 三 省 (5. 10. 28) 


这 是 个 线性 势 的 醉 定 证 方程 . 按 § 2.7 它 的 解 是 艾 里 (Airy) 函数 。 
引入 


2mF 
2 


1 
< 一 | | i 《5. 10. 29) 


由 (5. 10. 20) 式 , 半 经 典 近 似 适 用 区 域 是 16| 人 瀛 1, 我 们 感 兴趣 的 只 
是 艾 利 函 数 在 |&| 六 工 的 渐 近 解 , 以 便 和 半 经 典 近 似 解 光滑 连接 。 
利用 贝 塞 尔 函 数 的 汤 近 行为 ,可 求 出 YE) 的 渐 近 解 是 
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了 -eexp| 一 3 | < 六 1 


Ne | 
slsin (181” 二 三 | ， = 
(5, 10. 30) 
当 z 之 时 ,ez) = 和 / 窜 [E 一 U(x)] = \/ (x 一 zz), 有 
16 一生 (zx) = | Ady 
(5, 10.31) 
当 工 过 zi 时 ,k(x) = | 2[U Cz) 一 五 ] 一 V 2 Ca 一 过 ), 有 
er a 二 2 Ch | «cdy (5. 10. 32) 


因此 ,方程 (5. 10. 28) 的 解 在 区 间 [ai ,6 ] 的 边界 a 和 6 处 的 结果 
是 


2 ep 人 | «9dy) 在 ai 处 


%(Zz) = 


B . 2 x 
访 sin(]. 40dy 十 A 在 5b 处 
《5. 10. 33) 
比较 (5. 10. 23),(5. 10. 25) 和 (5. 10. 33) 式 后 ,得 
B= A, 2C,=A, a= x/4 (5. 10. 34) 


在 [5;,azj] 区 间 边 界 5b,as 处 的 解 也 可 用 类 似 方法 求 得 ,事实 上 ,只 
要 将 工 轴 的 方向 反 过 来 ,再 把 改 成 zz, 由 (5. 10. 33) 式 可 得 


D | 5 / 
人 K(XNT )dz | 5 
We 4 | 全 0 人 


D ， 2 
7 7 p 
sin (| ke )dx’' 十 了 | 在 5, 处 


(5. 10. 44) 
将 (5. 10. 34) 式 代 入 (5. 10. 25) 式 后 ,可 将 区 间 工 的 解 写 成 


yr (Xx) = 广 s(| ee )dz' 十 | 
Fin | ECz dz 十 亚 一 至 十 | ez )dz | 
(5. 10. 45) 
波 函 数 光 滑 连接 的 条 件 是 


D= 2C=(— 1)4 
(7 一 0,1] ,2,.…) 


| Cada 一 一 NNA, 
(5. 10. 46) 


于 是 ,如 果 引 入 从 埃 到 zs, 再 从 zo 返回 到 zz 的 回路 积分 中 xdz, 由 
(5.10.46) 式 的 第 二 个 式 子 给 出 


中 maz 一 ?| paz 一 2 无 


本 到 | (5. 10. 47) 


这 正 是 波 尔 - 索 末 菲 尔 特 量子 化 条 件 。 它 与 波 尔 量子 论 公 式 相差 
一 个 常数 A/2。 

在 计算 过 程 中 可 以 看 出 ,yp 在 [zi,x] 区 间 外 是 指数 衰减 的 ， 
在 区 间 内 是 振荡 函数 


4 


gx) 一 入 sin|| k(x')dx’ 十 pa (5. 10. 48) 
p | 
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正弦 函数 中 的 位 相 因子 是 | A(z')dz' 十 r/4. 当 从 变 到 之 时 ， 


位 相 从 /4 变 到 | ”十 对 | 在 这 个 区 间 中 %(z) 有 个 零点 .而 按 
(5. 10. 21) 式 , 半 经 典 近似 成 立 的 条 件 是 ; < (zs 一 z)。 因 此 ,只 
有 对 量子 数 很 大 的 态 才能 用 半 经 典 近似 。 这 当然 是 非常 合理 的 
结果 ， 


如 果 讨 论 的 是 一 维 谐振 子 ,U0(z) 一 六 muzz?, 若 转折 点 在 
zx 二 士 a 处 , 则 能 量 E = 二 mwia? ,动量 户 二 mw Va 一 ,代入 公 
式 (5.10.47) 后 给 出 


bpdr = zx 过 = 十 计 | 2 (5. 10. 49) 
即 
FE= ”十 去 《5. 10. 50) 
2 
这 正 是 谐振 子 能 谱 熟 知 的 结果 。 
2. 势 垒 贯 穿 


为 方便 起 见 , 讨论 如 图 5. 10. 2 势 侄 。 假定 入 射 粒 子 动量 
p 二 有 ko, 能 量 五 过 ,由 于 区 域 1 和 下 的 势 场 为 零 , 波 函数 是 


pi = 4ektor 十 Be 一 to (5, 10. 51) 


图 5.10.2 粒子 在 一 维 势 驭 中 的 运动 
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yr 一 (eito* (5. 10. 52) 


第 区 的 波 孙 数 为 WKB 近似 公式 (5. 10. 22) 给 出 


Yi = Fs lp [Leds |+ Bexp| — | oody | 
(5. 10. 53) 


WKB 近似 成 立 的 条 件 x(zx) 是 zz 的 慢 变 函数 ,因此 求 dy/dz 时 可 
近似 认为 只 要 对 指数 因子 上 的 zx 求 微 商 x = 0 处 波 函 数 4 和 9 连 
续 的 条 件 给 出 


Va(l(A+B)=at+p 
(5. 10. 54) 


iko(A— B)= Va(a— pb) 
a 二 V37TTCOJ 三 万 ] 的 
zx = /处 4 和 各 连续 给 出 


7 汪汪 CD gol 
| (5. 10. 56) 


Vb Lae’ — Be ’] = ikoCewo 


bp =vVantUD El, 7- 7 一 去 | Voml Uz) — Eldl 
(5. 10. 57) 
从 (5. 10. 56) 式 中 解 出 a 和 6, 得 
A Se ce 
Qa 二 7 | 十 /FE Ce 
(5. 10. 58) 
二 ok 1 六 04 二 7 
人 I 六 jc 


WKB 近似 只 对 足够 “ 宽 ” 的 人 慢 变 位 又 7 一 以 六 1 才能 用 。 这 时 由 
(5.10. 58) 式 得 a < B, 在 联 立 (5. 10. 54), (5.10.56) 式 计 算 C/4 
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时 可 略 去 ,得 


(5.10.59) 
A 1 Va -| 
区 ik。 Vb 
于 是 得 到 贯穿 系数 品 是 
I 5 这 b a 
0 
本 | 


Ss exp| 一 三 | Vom[U Cz) 一 EJdz\ (5. 10. 60) 


问题 1 若 U(z < 二 0) = 0,U0(zx 之 人) = UV 关 0, 证 明 穿 透 系 
数 公 式 (5. 10. 60) 仍然 成 立 。 
更 一 般 情况 ,对 一 般 的 势 垒 ,可 以 证 明 穿 透 系数 的 公式 是 


D ~exp{— | am[U Cz) 2 EJdz| (5. 10. 61) 


其 中 ,zi ,zz 是 转折 点 ,满足 U(x1) 二 U(x,s) 一 正 。 
通常 ,在 用 WKB 方法 处 理 问 题 时 ,并 不 需要 在 每 个 区 间 都 去 
解 醉 定 记 方 程 ,再 用 连接 条 件 讨 论 它 的 解 , 去 定常 数 .实际 上 可 以 
用 一 些 已 经 算 好 的 连接 公式 直接 把 各 个 区 间 的 解 写 出 来 ,这 些 连 
接 公式 是 ; 
dU 
对 二 = 之 0 的 情况 ,有 : 


2 a 1 BR TT = 1 到 z 
i |# (zx’')dz a 全 | | “ce dx 
(5. 10. 62) 
2 5 7 | A i 1 zx , ， 
FA) 1) (a) 
(5. 10. 63) 


而 另 一 方面 ,对 一 0 的 情况 ,有 ; 
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exp| 一 | ceoaz | < 


= 2 | eceodz 本 | 
VR CL) VRECL) 4 
(5. 10. 64) 
| “dz 1 | ， x 
(zdz'|S | k(x Jdz' 一 于 | 
* Xx’)dr k(x a 了 
(5. 10. 65) 


利用 这 些 连接 公式 时 必须 满足 两 个 条 件 : 
G) 在 转折 点 两 边 的 区 域 须 比 德 布 罗 意 波长 大 得 多 ; 
(ii) 转折 点 附近 势能 曲线 近似 为 一 直线 ,曲线 斜率 变化 不 大 。 


本 章 小 结 


1. 定 态 微 扰 理论 
在 ] Fr 他 1,E” 关 E89,Ho 的 本 征 值 和 本 征 函 数 已 知 的 条 件 下 ， 
对 非 简 并 情况 ,能 级 和 波 函 数 的 公式 是 ， 


简 并 子 空间 中 对 角 化 。 
. 定 态 醒 定语 方程 可 由 CH) = |y" Hydr 在 归 一 条 件 |y"ydr 一 1 的 约束 下 
对 波 函 数 的 变 分 给 出 。 


选择 尝试 波 函 数 $(4) , 算 五 的 平均 值 ( 肪 ) , 它 是 变 分 参量 4 的 函数 ,由 极 


值 条 件 < 雪 > = 0 定 出 为, 求 出 (CX)), 它 表示 基态 能 量 的 上 限 ， 


3, 含 时 微 扰 理 论 
由 @ 态 跃迁 到 @。 态 的 几率 是 


CS 


2 


Whim 一 |ao(t)| 一 | 于 uieieoavdzty 
0 


对 于 周期 性 微 扰 :H' (2) 一 人 (er 十 e-…), 有 
Wi-.” 一 | pra ladle, 一 二 十 jw) 
如 果 末 态 是 连续 谱 , 由 能 量 为 & 的 态 路 迁 到 能 量 间隔 为 6 em 十 Ae, 的 
态 的 路 迁 几率 由 费 米黄 金 规则 给 出 
W = | Hr |*p(en,h) 
plen，B) 是 态 密度 。 
4. 光 的 发 射 和 吸收 


自然 光照 射 到 原子 上 ,跃迁 几率 由 坐标 矩阵 给 出 ,是 偶 极 跃迁 。 爱 因 斯 坦 
几率 系数 是 : 受 激 贱 迁 满足 


Bm = Bt de 
四 
自发 跃迁 满足 


2 3 
4e wx 


hos 
C3 Bm 这 3 


A 三 


[rm |? 


5. 在 微 扰 理 论 中 常用 相互 作用 图 景 ,在 这 个 图 景 中 


[pOD) = een pst); ih lg = Hi 1g)) 
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oo 


O1(t) 一 ely/Ose Hon, i he = [OC(2),H,] 


[10)) = Uj,t0) [p(t0)) 


六 一 ] 2 
Ui(t ,to) 一 > Gn 二 | da | di,T LH (#1)°% H(t,)) 
n=0 2 io 


在 绝热 近似 下 , 微 扰 基 态 和 无 微 扰 基 态 之 间 的 关系 由 盖 尔 曼 - 劳 定理 给 
出 。 

6. WKB 近似 是 按 太 展开 的 半 经 典 近 似 , 在 计算 这 程 中 可 用 连接 公式 给 出 各 
不 同 区 间 的 波 函 数 对 应 关系 式 . 用 到 KB 近似 ,可 证 明 一 维 情况 下 的 玻 尔 - 
索 末 菲 尔 特 量子 化 条 件 

bpdz 到 (2 十 二 | 大 
以 及 垫 盆 穿 透 系 数 
Dx~ exp{— 2 |* amlU Cz) 一 可 dz| . 


习 题 


5. 1 如 果 类 氢 原 子 的 核 不 是 点 电 人 符 ,而 是 半径 为 ,电荷 均 习 分 布 的 小 球 , 计 
算 这 种 效应 对 类 和 氢 原子 基态 能 量 的 一 级 修正 ， 


5. 2 转动 惯量 为 了, 电 矩 为 万 的 空间 转子 处 在 均匀 电场 @ 中 ,如 果 电 场 较 小 ， 
用 微 扰 理论 求 转子 基态 能 量 的 二 级 修正 。 


5. 3 转动 惯量 为 了 , 电 矩 为 万 的 平面 转子 处 在 均匀 弱电 场 媚 中 ,电场 处 在 转 


子 运 动 的 平面 上 ,用 微 扰 法 求 转子 的 能 量 的 二 级 修正 。 


1 五? 十 < 0 
5.4 设 哈 密 顿 量 在 能 量 表象 中 的 矩阵 是 | ,< 是 实数 ， 


b 五 2 十 
(i) 用 微 扰 公式 求 能 量 至 二 级 修正 值 ; 
(i) 直接 用 求解 能 量 本 征 方程 的 方法 求 能 量 的 准确 解 ,并 与 G) 的 结果 


比较 。 
El 0 7% 
5.5 设 哈 密 顿 量 在 能 量 表象 中 的 韦 阵 是 | 0 Eh |, (EB? > EB?) 
和 
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(i) 用 简 并 微 扰 方 法 求 能 量 到 二 级 修正 ， 

(ii) 求 能 量 的 准确 解 , 并 与 (i) 的 结果 比较 。 
5.6 在 简 并 情况 下 , 求 简 并 微 扰 论 的 波 函 数 的 一 级 修正 和 能 量 的 二 级 修正 。 
5 一 维 非 简 谐 振子 的 哈密 顿 量 为 


* 


pr .1 2 3 
i 十 DPT 十 Bz 
A bade titite Tr 3 = in Cr a 
1 
H= 去 十 DPT 十 Bx’ 
A oNde tit Tr ?9 B= 1 Af SA le rk aa tt 
1 
H= 后 十 广 mx? 十 pa 
A lide titite Tr ? = Cr fi Sa a tv 
< 1 
有 H= 大 十 地 mx! 十 Bz 
A bikie tt TD 3 = Ifr Cif hE Sa a 
1 
H= 去 十 二 Mo2z2 十 Bx’ 
A—F 二 上 计生 了 B= 1 CI A le aa tt 
1 
H= 万 十 二 mr? 十 Bx’ 
A Mie ttte Ti ?7 = ?tr rid DE SA le ek Ne a te 
1 
H= 十字 meiz! 十 Bz 
A ibis 七 it TD 3 = 1r ri Tt >》 二 三 1 ia 一 mr Pm Fana 
1 
H= £ 十 二 mer? 十 Bz 
A—F hire ttte TriDo 9 Ba 1 Af DD Ae a tt 
: 1 
H= £. 十 一 marx? 十 Bz’ 
人 一 上 也 ti titite Tr ? = rr ri > 站 > 思 1e ic 二 一 mr Pa 
1 
HH= 大 十字 mx! 十 Bz 
A—F linide ttsits Trioo 3 了 Ea 1 An DA Ol a os 
: 1 
H= £. 十 二 io2z2 十 Bx 
A—F iene tit Trioo ?9 BaPAd i on DA A Ee Oe et 
1 
HH= 艳 十字 mr? 十 Bz 
A di ti Tro 9 Ea I Om DA DA Ea me Oe 
1 
HH= 大 十 地 mx! 十 Bz 
A—F ine ttste Tr od 3 了 Ea 1 It DA Oe a ot 
1 
H= 和 十 二 mer? 十 Bzs 
A—A ie ttsite Tr ? EP 1 Ci a 


5.14 


5.16 


5.18 


6b 人 RC 一 B/3), 且 BB< 攻 1, 利 用 微 扰 论 ,准确 到 一 级 近似 求 椭 球 形 核 

相对 于 球形 核 基态 能 量 的 变化 。 

(提示 : 作 变 量 代 换 ,将 椭 球 形势 阱 化 成 球形 势 阱 后 再 讨论 微 扰 影响 .) 

一 根 长 度 为 了 质量 均匀 分 布 的 棒 可 绕 其 中 心 在 一 平面 内 转动 。 棒 的 质 

量 为 M ,在 棱 的 两 端 分 别 有 电 荷 十 Q@ 和 一 Q@。 

(i) 写 出 体系 的 哈密 顿 量 、 本 征 函数 和 本 征 值 。 

(ii) 如 果 在 转动 平面 内 存在 一 电场 强度 为 2 的 弱电 场 , 精 确 到 一 级 修 
正 , 它 的 本 征 函 数 和 能 量 如 何 变化 ? 

(iii) 如 果 这 个 电场 很 强 , 求 基态 的 近似 波 函 数 和 相应 的 能 量 值 。 

一 个 量子 体系 由 哈密 顿 量 妃 = ,十 H' 描述 ,其 中 H' = i2[4, 恕 是 

一 个 加 在 非 微 扰 哈密 顿 量 互 。 上 的 微 扰 ,4 是 个 厄 米 算 符 ,是 一 个 实 

数 . 设 妃 是 另 一 个 米 算 子 ,而 且 C = iLB,4J. 

(i) 已 知 4,B,C 在 无 微 扰 ( 非 简 并 ) 基态 的 平均 值 为 (4),,《B)。,《C)。。 
当 微 扰 加 入 时 , 求 B 在 微 扰 后 的 基态 上 的 平均 值 至 4 的 第 一 级 。 

(ii) 将 这 个 结果 用 到 如 下 三 维 问题 上 ， 


3 - 
三 Pl 3 
H, = pb nd ， 五 ”一 MAzs 


计算 z; 在 基态 的 平均 值 (zx;) (i = 1,2,3) 至 4 的 最 低 阶 ,并 将 这 个 结果 
和 精确 解 相 比 较 。 
设 在 i = 0 时 , 荷 电 为 e 的 线性 谐 棣 子 处 于 基态 ,在 1 汪 > 0 时 起 ,附加 一 
与 谐振 子 振动 方向 相同 的 恒定 外 电场 仿 , 求 谐振 子 处 在 任意 态 的 几 
率 。 
把 处 于 基态 的 氢 原 子 放 在 平行 板 电容 器 中 。 取 平行 板 法 线 方向 为 > 轴 
方向 .电场 沿 z 轴 方 向 ,可 视 为 均匀 电场 。 设 电容 器 突然 充电 ,然后 放 
电 , 电 场 随 时 间 的 变化 是 
0, 10 
ed = | Cr 为 常数 ) 


ee/r, i > 0 


求 时 间 充 分 长 后 , 氧 原子 跃迁 到 2s 态 和 2zp 态 的 几率 。 
求 氨 原 子 的 第 一 激发 态 的 自发 辐射 系数 。 


5. 19 一 维 运动 的 体系 ,从 |m) 态 跃 迁 到 |n) 态 所 相应 的 振子 强度 定义 为 三。 


2 


和 是 粒子 质量 ,求证 : 
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5. 20 


人 六 =1 


一 个 处 在 第 一 激发 态 (2p) 的 氢 原 子 位 于 一 空 腔 中 , 求 空 腔 温度 等 于 多 
少时 ,自发 几 迁 几率 和 受 激 路 迁 几率 相等 ? 

一 个 粒子 在 吸引 势 VCr) 二 一 .5 中 运动 ,试用 类 氢 原 子 的 波 函数 作为 
尝试 波 函数 , 求 基态 能 量 。 

取 尝 试 波 函 数 为 Ce- ,C 为 归 一 化 常数 ,是 变 分 参数 ,试用 变 分 法 求 
谐振 子 的 基态 能 量 和 基态 波 函 数 , 并 算出 归 一 常数 C。 
考虑 势 U 二 &|z| 的 能 级 。 

(iD 用 量 纲 分 析 ,推导 本 征 值 和 参数 (质量 m,jg) 的 关系 ， 


(ii) 用 尝试 波 函 数 少 一 CgCz 十 a)b(a 一 z)| 下 二 a 对 基态 能 量 作 


a 


变 分 计算 | 这 里 Cva 是 复数 ,0Cz) 一 | | 


(iii) 为 什么 二 C0(z 十 C)6(a 一 z) 不 是 一 个 好 的 尝试 波 函 数 ? 

(iv) 如 果 要 求 第 一 激发 态 能 量 , 你 将 如 何 处 理 ? 

介子 一 般 可 看 成 是 压 克 和 反 专 克 (g5) 的 束缚 态 。 考 虑 * 态 介子 。 设 夺 克 

质量 为 wm, 束缚 9 和 5 的 势 U 二 合十 Br,A <0,B8>0， 

GD 选用 类 似 于 氢 原 子 基态 波 函 数 的 少 一 。-" 作为 尝试 波 函数 ,用 变 
分 法 求 基态 能 量 (在 用 变 分 法 决定 a 的 方程 中 ,可 近似 取 4 = 0 来 
简化 计算 )。 

(ii) 用 不 确定 性 原理 估算 基态 能 量 ,并 和 变 分 法 的 结果 (i) 比较 。 

一 个 质量 为 w 的 粒子 在 汤 川 势 U(r) = 一 4 中 运动 ,用 变 分 法 , 取 

尝试 波 函数 少 一 。-“, 问 4 的 临界 值 % 等 于 多 少时 ,能 使 得 < x 无 束 

缚 态 ,14 二 有 束缚 态 ? 


ls 
能 量 为 已 的 粒子 受到 势 场 为 Ur(z) -1 (! a : 
0， jzl>>a<a 
散射 , 设 E 二 U6, 用 WKB 近似 求 贯穿 系数 。 
设 粒 子 在 势能 U(z) 一 一 [2 的 场 中 运动 ,用 WKB 近 似 求 粒子 的 
ch’?| 一 


能 量 。 
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5. 28 


5. 29 


pb? 
能 量 与 £ 的 粒子 受到 热能 U(z) = U。 Fr 的 场 散射 , 若 


已 < 用 WKB 近似 求 贯穿 系数 。 


在 WKB 近似 中 ,假定 势 场 U(zx) 在 转折 点 ze 附近 的 展开 式 中 ,有 
aU a2U a"1U a"U 
ERE ee 4 et 0 0 


似 的 连接 公式 ?这 时 玻 尔 - 索 末 菲 尔 特 量子 化 条 件 是 否 仍 然 成 立 ? 
(参阅 : 李 伟 雄 、 苏 汝 乌 : 复旦 学 报 24(1985)471;H. Kroemer， 
Amer.J. Phys. 43(1975)7514)。 


一 维基 定 户 方程 为 和 十 存 4 一 0,p? 一 2m[E 一 UCz)], 下 述 联 搂 公 
式 可 用 于 连接 经 典 转折 点 ze 两 边 的 WKB 波 函 数 : 


Nn 
“in (lel + + oon0we-m sinerm 
Ipl(z) | 2|p(z) 1 [pr 1 


习题 5. 30 图 


其 中 4 是 任意 的 ,lo| 一 | | zz az | 
(i) 推导 如 图 a 势 阱 下 的 本 征 值 方程 。 
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5. 31 


(ii) 如 粒子 从 左边 入 射 (图 b) ,计算 穿 透 几 率 。 

(i) 一 个 对 称 双 势 阱 (图 c) ,推导 本 征 值 方程 并 与 (i) 单 势 阱 的 结果 作 
比较 ,假定 穿 透 几 率 很 小 , 求 能 量 分 裂 。 

讨论 一 个 电子 在 恒定 ,均匀 , 沿 z 方 向 外 磁场 B 作用 下 作 三 维 运动 , 取 


矢 势 为 4. 一 一 去 By,4, 一 去 Bx,4. 一 0, 电 子 质 量 为 mw, 电 荷 为 一 。， 


G) 求 基态 的 本 征 函 数 系 和 基态 简 并 度 。 

(i) 将 问题 约 化 为 二 维 并 考虑 电子 在 平面 轨道 上 运动 ，( 即 z 方向 无 
运动 ), 经 典 地 , 若 2 是 平面 轨道 半径 ,轨道 通过 的 通 量 是 Bxp?， 
2 一 Z 十 yY， 计 算 通 量 的 量子 力学 平均 值 


(xrBp) = [ardyy (xBp)y 


证 明 对 具有 大 轨道 的 体系 ,通过 轨道 的 通 量 是 量子 化 的 .解释 为 什 
么 这 个 结论 只 对 大 轨道 正确 , 求 通 量 量子 化 的 单位 。 
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第 六 章 ” 目 旋 和 和 角 动量 


非 相 对 论 量子 力学 在 解释 许多 实验 现象 上 获得 了 成 功用 蔷 
定语 方程 算出 的 谱 线 频 妾 , 谱 线 强度 等 也 和 实验 结果 相符 ,但 是 ， 
更 进一步 的 实验 事实 发 现 , 还 有 许多 现象 尚 待 进一步 解释 。 例 如 ， 
光谱 线 在 磁场 中 的 分 裂 ,光谱 线 的 精细 结构 等 ,用 前 面 几 章 的 理论 
无 法 解释 。 根 本 原因 在 于 ,以 前 的 理论 只 涉及 轨道 角 动 量 。 进 一 步 
的 实验 事实 表明 ,电子 还 具有 自 旋 角 动量 。 

应 该 指出 ,在 非 相对 论 量 子 力 学 中 , 自 次 是 作为 一 个 新 的 附加 
的 量子 数 引 入 的 。 我 们 只 是 根据 电子 具有 自 旋 的 实验 事实 ,在 薛 定 
请 方程 中 硬 加 上 自 放 本章 的 理论 也 只 是 局 限 在 这 样 的 框架 内 。 以 
后 在 相对 论 量 子 力学 中 ,将 证 明 , 电 子 的 自 旅 就 像 电 荷 一 样 , 将 自 
然 地 包含 在 相对 论 的 波动 方程 狄 拉克 方程 中 ,电子 轨道 角 动 
量 在 狄 拉克 方程 中 不 再 守恒 ,只 有 轨道 角 动 量 与 自 变 角 动量 之 和 ， 
总 角 动 量 才 是 守恒 量 。 

在 本 章 中 ,我 们 将 先 从 实验 上 引入 自 族 ,分 析 自 旋 角 动 量 的 性 
质 , 建 立 包 含 自 旋 在 内 的 非 相 对 论 量子 力学 方程 泡 利 方程 。 
然 后 讨论 角 动 量 的 耦合 ,并 进一步 讨论 光谱 线 在 磁场 中 的 分 裂 和 
精细 结构 。 我 们 还 会 对 电子 在 磁场 中 的 一 些 其 他 的 有 趣 的 重要 现 
象 作 些 探 计 。 


36.1 电子 目 旋 


施 特 恩 (Stern)- 格拉 赫 (Gerlach) 实验 是 发 现 电 子 具 有 自 旋 

的 最 旱 的 实验 之 一 .如 图 6.1.1, 由 天 源 射 出 的 处 于 * 态 的 氢 原 子 

东经 过 狭 缝 和 不 均匀 磁场 ,照射 到 底片 PP 上 .结果 发 现 射线 东方 

向 发 生 偏 转 , 分 裂 成 两 条 分 立 的 线 。 这 说 明 氧 原子 具有 磁 矩 ,在 非 
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均匀 磁场 的 作用 下 受到 力 的 作用 而 发 生 偏 EE 
转 。 由 于 这 是 处 于 * 态 的 氢 原 子 , 轨 道 角 动 量 三 和 
为 零 .s 态 氨 原 子 的 磁 矩 不 可 能 由 轨道 角 动 。” 乡 N S$/ 
量 产生 .这 是 一 种 新 的 磁 矩 。 另 外 ,由 于 实验 

上 发 现 只 有 两 条 谱 线 ,因而 这 种 磁 矩 在 磁场 BF|F 

中 只 有 两 种 取向 ,是 空间 量子 化 的 ,而 且 只 站 这 

取 两 个 值 . 假 定 原子 具有 的 磁 矩 为 M, 则 它 


在 沿 方向 的 外 磁场 Bt 中 的 势能 为 K 
图 6.1.1 施 特 恩 - 


=— Mo = MB.cos0 (6.1.1) 格拉 赫 实 验 


9 为 外 磁场 与 原子 磁 矩 之 间 的 夹 角 。 按 (6.1. 1) 式 , 原 子 在 = 方向 
所 受 的 力 是 


3 
F.=—_ CM 2 scosg (6. 1. 2) 


实验 证 明 , 这 时 分 裂 出 来 的 两 条 谱 线 分 别 对 应 于 cos9 = 十 1 和 
一 1 两 个 值 。 

为 了 解释 旋 特 恩 - 格拉 赫 实 验 , 乌 伦 贝 克 (Uhlenbeck) 和 哥 德 
斯 密 脱 (Goudsmit) 提出 了 电子 具有 自 旋 角 动量 的 说 法 ,他 们 认 
为 : 

(1) 每 个 电子 都 具有 自 旋 角 动量 S$,s 在 空间 任何 方向 上 的 投 
影 只 能 取 两 个 值 . 若 将 空间 的 任意 方向 取 为 z 方向 , 则 

Ss 一 士 丸 /2 (6. 1. 3) 


(2) 每 个 电子 均 具 有 自 旋 磁 矩 M,, 它 与 自 旋 角 动量 之 间 的 关 
系 是 


a 和 es 
M, = 3SD 或 M,= Aes COGS) (6. 1.4.) 


式 中 (SD 表示 国际 单位 ,CGS 表 示 CGSE 单 位 ,由 于 在 许多 量子 力 

学 参考 书 及 文献 中 常用 CGSE 单位 , 为 方便 读者 , 我 们 主要 用 

CGSE 单位 但 将 SI 单位 的 结果 也 写 在 这 里 。(6. 1.4) 式 中 ,电子 带 
315 


的 电荷 是 一 ,质量 是 闷 。 由 于 * 取 值 量子 化 ,因此 ,M, 在 空间 任意 
方向 上 的 投影 也 只 能 取 两 个 值 


eA . eh 
M- = 十 入 一 十 Me(SD 或 Me 一 7 一 士 Me(CGS) 
(6.1.5) 


Ms 是 玻 尔 磁 子 。 由 (6.1.5) 式 可 见 ,电子 自 旋 磁 矩 和 自 旋 角 动量 
之 比 是 


Me 8D, Me = 2 (C08) (6. 1. 6) 
m 9 。 mc 


这 个 比值 称 为 电子 自 旋 的 回转 磁 比率 .另外 ,由 于 轨道 角 动 量 和 轨 
道 磁 和 矩 满足 


M, = 一 全 7 SD; Mi = 一 -和 工 (CGS) (6.1.7) 


2m 2mc 


因而 轨道 运动 的 回转 磁 比 率 是 一 入 (SD, 或 一 35 (CGS)。 自 


MC 

旋回 转 磁 比率 是 轨道 运动 回转 磁 比 率 的 两 倍 。 

自 旋 是 电子 的 一 种 固有 的 属性 . 千 万 不 要 认为 ,电子 自 旋 是 因 
为 电子 在 作 机 械 的 自转 引起 。 可 以 证 明 , 如 果 将 电子 想象 成 为 一 个 
电荷 均匀 分 布 的 小 球 , 由 于 电子 的 半径 约 为 2.8 X 10 “cm, 要 想 
使 它 的 磁 矩 由 于 自转 而 达到 一 个 玻 尔 磁 子 , 则 它 的 表面 旋转 速度 
将 超过 光速 .这 当然 是 不 可 能 的 .电子 自 旋 是 一 个 新 的 自由 度 ,与 
电子 的 空间 运动 完全 无 关 。 电 子 自 旋 是 电子 的 内 店 属 性 ,电子 的 自 
旋 磁 矩 是 内 豪 磁 矩 。 事 实 上 , 随 着 人 们 认识 的 深入 , 越 来 越发 现 对 
于 某 些 粒子 ,除了 时 空 自由 度 还 有 其 他 的 自由 度 。 例 如 质子 和 中 
子 , 除 时 空 , 自 旋 外 ,还 有 同位 旋 。 压 克 则 还 具有 “ 味 ” 和 “ 色 ” 等 自 
由 度 . 不 过 , 自 旋 自 由 度 是 除 时 空 自由 度 外 的 第 一 个 新 发 现 。 值 得 
指出 的 是 ,电子 自 旋 角 动量 与 轨道 角 动量 不 同 ,电子 自 旋 的 取 值 是 
土 刀 /2, 而 不 是 加 的 整数 倍 。 电 子 自 旋 的 5 因子 |g,| 是 2, 轨 道 的 
lg:| 为 1。 当 然 , 自 然 界 中 也 存在 着 自 旋 取 # 整 数值 的 粒子 .我们 在 
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全 同 粒子 一 章 中 再 作 讨论 。 
3 6.2 ”电子 的 自 旋 算 符 和 目 旋 函 数 


电子 具有 自 旋 ,这 个 新 的 自由 度 具 有 下 述 特色 : 

(1) 它 是 个 内 襄 的 物理 量 ,不 能 用 坐标 动量 ,时 间 等 变量 表 
示 。 

(2) 它 完全 是 一 种 量子 效应 ,没有 经 典 的 对 应 量 ,也 可 以 说 ， 

当 思 一 0 时 , 自 旋 效 应 消失 。 

(3) 它 是 角 动量 ,满足 角 动 量 算 符 的 最 一 般 的 对 易 关 系 。 而 且 
电子 自 旋 在 空间 中 任何 方向 的 投影 只 取 士 太 /2 两 个 值 。 

现在 根据 电子 自 旋 的 上 述 特点 , 找 出 自 旋 算 符 的 矩阵 表示 ,以 
及 目 旋 算 符 的 本 征 函 数 。 首 先 , 自 旋 既然 是 个 物理 量 , 在 量子 力学 
中 , 它 应 该 用 线性 厄 米 算 符 表示 。 其 次 ,既然 是 算 符 , 它 的 人 性质 就 应 
该 由 算 符 所 满足 的 对 易 关 系 决 定 。 由 于 自 旋 具有 和 角 动 量 性 质 ,而 角 
动量 算 符 J 满足 的 对 易 关系 是 


A A A 
JX J=ih]J (6. 2. 1) 


在 量子 力学 中 , 千 万 不 要 有 一 种 误解 , 即 角 动 量 就 是 + Xx p.r Xp 
只 是 轨道 角 动 量 ,是 角 动 量 的 一 种 , 它 也 满足 (6. 2. 1) 式 。 在 量子 
力学 中 , 角 动 量 的 定义 是 通过 对 易 子 给 出 的 。 按 定义 , 凡 满 足 对 易 
关系 (6. 2. 1) 式 的 算 符 称 为 角 动 量 。 自 旋 既 然 是 角 动 量 , 自 旋 算 符 
必须 满足 


A A A 
Sx S=1ifs (6. 2. 2) 
写成 分 量 形式 是 
A A A A A 
S:5,— 5S,S,=ihS 
A A A A A 
SS, 一 SS.S, = ihS, (6. 2. 3) 
人 A 人 A A 人 A 
dS: dr — S$.S,.=iS 
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由 于 $ 在 空间 中 任意 方向 的 投影 只 能 取 土 记 /2 两 个 值 .因此 ,任意 


选 定 z,y,z 坐标 后 ,$.,$,,$, 三 个 算 符 的 本 征 值 都 是 土 庆 /2352， 
S3,82 的 值 都 是 让/4, 即 


S = 8S: = 5: =Ah/4 (6. 2. 4) 
$: 的 本 征 值 是 
5+ 二 St 十 87 十 S2 一方 吉 (6. 2. 5) 
若 将 任何 角 动量 平方 算 符 的 本 征 值 记 为 ,72 = j(j 十 1) 训 ,7 称 为 角 
动量 量子 数 , 则 自 旋 角 动量 量子 数 * 满足 
8 一 6 十]D) 环 一 十 如， 一 1/2 (6. 2. 6) 


为 方便 起 见 , 引 入 算 符 0, 令 
$= 0 (6. 2.7) 


即 


A A A 
ICX GO 一 2z0 (6. 2. 9) 
写成 分 量 形式 是 
A A A A 
or:0,— Oy0: 210 
A A A A 人 
oy 0- 一 0 0, 一 2z0。 (6. 2. 10) 
A AK A A 入 
O20r: — O00,. = 210, 
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由 (6. 2. 7) 式 可 见 ,9,,0,,0, 的 本 征 值 为 土 1, 而 且 
= moo=l (6. 2. 11) 
定义 ,任何 算 符 4 各 的 反对 易 关 系 为 
[和 ,人 ,一生 多 人 (6. 2. 12) 
由 (6. 2. 10) 式 得 


A A A A A 人 
Lo.,0, + = 0 0y 十 ay 0- 


1 A A A A 、A 1A_AMA A A 
二 D7 (0, oz 一 Oc0,) 0, 十 9 gy(0, 0: 一 0- 0,) 
一 0 (6. 2. 13) 
同 理 ， 
A A 人 
[0o,,o.]+=0 (6. 2. 14) 
A A 
[oe.,0:]+= 0 (6. 2. 15) 


0,,0,,0, 之 间 相 互 反 对 易 。 

现在 来 找 在 特定 表象 下 ,0,0,,0. 算 符 的 矩阵 形式 ,由 于 S$ 与 
$. 对 易 ( 或 称 0? 与 c。 对 易 ) ,在 它们 的 共同 表象 中 ,和 . 的 矩阵 必然 
是 


1 0 
S 一 | (6. 2. 16) 
2\0 一 1 


这 是 因为 S. 只 有 两 个 本 征 值 ,因而 它 对 应 的 矩阵 只 能 是 2 X 2 的 


矩阵 ,而 且 在 4. 自身 表象 中 ,矩阵 对 角 线 上 的 元 素 就 是 它 的 本 征 
值 .于 是 c. 的 矩阵 是 


] 0 
0。 一 | | (6. 2. 17) 
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为 求 出 c.,c, 在 o. 表 象 的 矩阵 形式 ,注意 5。 与 5. 反 对 易 ,,c. 与 c, 也 
只 能 是 2 xX 2 和 矩阵 , 令 


a DB 


(6. 2. 18) 
cd 


他， 一 


羡 


a,b,csd 是 待 求 的 矩阵 元 。 由 于 S$, 厄 米 , 因此 c. 也 厄 米 , 在 
(6. 2. 18) 式 中 必 有 c = 和 ” ,再 由 


» |， 0 + | 0 a a 
0,0: 十 0. 0; 一 
”di 一 1 0 一 1 2 d 
_fa Wi a 本 
6 -4d Ey 
一 0 (6. 2. 19) 
得 
0 5&b 
a 二 0， d 一 0， -| | (6. 2. 20) 
bob” 0 
又 因 o? = 1, 故 有 
2 | 1 (6,. 2. 21) 
02 一 2 
0 12 
即 15|? = 1,6 = e*, 若 取 a 一 0, 则 
0 1 
| | (6. 2. 22) 
1 0 


利用 (6. 2. 17) ,C6. 2. 22) 及 (6. 2. 10) 式 ,可 求 得 c, 为 


sed _ 

0, 二 27 《ca。 Os, Os, 0.) 

-去 [| "人 =- 人 | 
2iL\0 —1/\1 0 1 0l\0 一 1 
0 —i 

| Ce 9 
1 0 
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综合 上 述 , 最 后 得 出 


要 1 bs | | a 
Gz 一 多 Gy 一 9 Gz 一 
1 0 i 0 0Q: ,=:1 
(6. 2. 24) 
相应 地 
太 10 a | | 四 
9 一 3 S, 二 万 9 Ss: 二 下 
2 0 2\i 0 2\0 一 1 
(6. 2. 25 ) 


表示 式 (6. 2. 24) 的 o,,0,,0; 称 为 泡 利 矩 阵 。 


应 该 指出 , 泡 利 矩 阵 只 是 满足 c 算 符 对 易 关 系 (6. 2. 9) 式 , 在 
o, 表象 中 给 出 的 一 种 可 能 的 矩阵 。 它 不 是 唯一 的 。 在 (6. 2. 21) 式 
中 ,6 二 e*, 泡 利和 矩阵 固定 了 a 二 0, 这 只 是 一 种 最 方便 的 取 法 ,而 不 


是 唯一 的 取 法 .事实 上 ,只 取 定 9., 只 固定 了 z 轴 ,在 zx-y 平 面 中 还 
具有 相 角 不 确定 性 ,角度 a 是 相 角 不 确定 性 的 反映 。 泡 利和 矩阵 给 定 
Tw 
另外 ,还 应 该 指出 , 泡 利 矩 阵 实际 上 是 非常 有 用 的 ,因为 任何 
2 xX 2 的 厄 米 矩 阵 都 可 表示 为 单位 矩阵 及 0,,0,,0. 三 个 矩阵 的 线性 
组 合 .这 些 和 矩阵 在 处 理 自 旋 问 题 以 及 相对 论 性 的 狄 拉克 方程 中 特 
别 有 用 。 
例题 1 ” 试 在 (0:,0,) 的 共同 表象 中 求 算 符 0,,0,,0. 对 应 的 矩 
阵 。 
解 ”注意 < 本 来 就 是 空间 中 任意 给 定 的 方向 ,如 果 将 原来 的 
z 轴 看 成 新 的 x 轴 , 仍 保持 右手 坐标 系 , 则 原来 的 x 轴 变 为 新 的 》 
轴 , 原 来 的 y 轴 变 为 新 的 = 轴 , 在 这 个 新 的 坐标 系 ,或 者 说 ,在 新 的 


表象 中 ,0,,0,,0, 对 应 的 矩阵 是 
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1 0 0 1 0 一 1 
| 
(6. 2. 26) 
同样 的 方法 还 可 以 用 来 求 出 (0:, 5,) 共同 表象 中 o。,0,,0. 对 应 的 
矩阵 。 解 毕 
再 来 求 电子 自 旋 算 符 对 应 的 本 征 函 数 ,在 5. 表象 中 ,由 本 征 


方程 SXz3 一 士 X43 及 


ll 0 1 _ 1 
$|。 “= | (6. 2. 27) 
nll 0 1101 A/0 
#(。 = | De 
可 见 S, 的 本 征 顶 数 为 
;=| = |]| (6. 2. 29) 
xX 一 0 ，X- 一 1 . . 


它们 分 别 对 应 于 大 /2 及 一声 /2 两 个 本 征 值 .X3} 和 X- 是 两 个 彼此 
正 交 而 且 各 自 归 一 的 本 征 函 数 。 

由 于 电子 自 旋 算 符 可 用 (6. 2. 25) 式 表示 ,因此 电子 自 旋 算 符 
的 函数 G 也 可 以 表示 成 2 X 2 的 矩阵 


和 Ie | (6. 2. 30) 
| Gz G2 I 
包含 自 旋 在 内 的 电子 波 函 数 可 表示 为 
1(T, YT,£) 
ad Vo | (6. 2. 31) 
ps Ts ys,t) 
其 中 
pi TX, YZ) = 一 AE AE /2 ,1) (6. 2. 32) 
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ps (TY ,zt) 二 Crzyyyz， 一 真 /2 ,1) (6. 2. 33) 


电子 波 函 数 (6. 2. 31) 式 的 归 一 化 必须 同时 对 空间 积分 和 对 自 旋 
求 和 , 即 dd 


jv: Ydr = | ,pa” ) ar 
= [dl + gl ddr=1 (6,2,34) 


由 所 给 出 的 几率 密度 

VtY¥ = i 上 十 | 1? (6. 2. 35) 
中 | 和 | 和 | 各 于 分别 表示 在 (z,y*z) 点 周围 单位 体积 内 找到 自 旋 
3- -为 /2 和 自 旋 S- = 一 二 的 电子 的 几率 .在 略 去 自 旋 和 轨道 运动 
之 间 的 相互 作用 的 条 件 下 ,(6. 2.32) 及 (6. 2.33) 式 的 册 和 几 对 r 
有 相同 的 函数 形式 .如 果 存 在 自 旋 - 轨道 耦合 , 思 和 多 对 r 的 函数 
形式 可 以 不 同 。 

算 符 G 在 自 旋 态 中 的 平均 值 是 
el | 人 GYdr 

Cl G12 pi 
G2 | 岂 


当然 ,如 果 只 对 自 旋 作 平 均 ,而 不 对 空间 作 平 均 , 则 (6,2,35) 式 简 
化 为 


(G) = YtGOY 


-ee 可 (6. 2. 35) 


Seg | 网 
Ga Gz) ly 
= hCGup 十 内 Ci 由 十 名 <*Ca 册 十 名" Gog 
(6. 2. 36) 
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最 后 ,应 该 特别 强调 指出 ,本 节 的 讨论 只 适用 于 自 旋 为 1/2 的 体 
系 , 比如 电子 .对 于 自 旋 取 其 他 数值 的 粒子 ,比方 自 旋 为 1, 自 旋 算 
符 要 用 3 xX 3 矩阵 表示 。 但 可 仿照 本 节 的 方法 另行 讨论 。 


$ 6.3 ”粒子 在 电磁 场 中 的 运动 , 泡 利 方程 


本 节 讨 论 粒 子 在 电磁 场 中 的 运动 , 先 不 考虑 自 旋 。 

1. 有 电磁 场 情 况 下 的 薛 定 谓 方程 

经 典 电动 力学 中 ,一 个 质量 为 m, 带 电荷 为 e 的 粒子 ,在 电磁 
场 中 运动 的 哈密 顿 函 数 是 


了 e | 
如 = 让 | 一 全 4| + (6. 3.1) 


(6. 3. 1) 式 是 在 CGS 单位 制 中 写 出 的 ,车 用 国际 单位 ,只 须 将 式 中 
的 和 改 成 。, 利 用 (6. 3. 1) 式 及 正则 方程 


如一， 训 = 一 3 (6. 3. 2) 
可 以 求 出 洛 伦 效力 公式 
mm 一 e| E+ 过 vxB (6. 3. 3) 
式 中 
上 (6. 3.4) 
B=vVx4 


4,p 是 矢 势 和 标量 ,E,B 是 电场 强度 和 磁感应 强度 ,的确 , 由 
(6. 3.2) 和 (6. 3.1) 式 得 


一 二 [加 一 全 4 (6. 3. 5) 
m Er 


RB 
8 
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或 写成 ”p=mv 十 三 4, 由 于 规范 不 变性 ,要 求 动 量 除 mv 项 外 ， 
还 加 上 一 项 4, 对 (6. 3. 5) 式 再 求 一 次 微 商 ,并 用 (6. 3. 2) 式 得 


v#+i 3) + Ev x Cv x A (6. 3. 6) 


1 94 
C 9 


(6. 3. 6) 式 写 成 失 量 形式 就 是 洛 伦 效 力 公 式 (6. 3. 3)。 
在 量子 力学 中 , 我 们 将 经 典 的 哈密 顿 中 的 p 改 为 算 符 
p= 二 一 i 矿 了 (6. 3.1) 变 为 


= 高 [b 4 + (6. 3.7) 
相应 的 醉 定 谓 方 程 是 
= |[ 赤 | 人 和 4 + (6. 3.8) 


注意 一 般 少 与 4 不 对 易 , 因 为 4 = 4Cr)。 有 
及 .4 一 AD=— in vy.A (6. 3. 9) 
将 (6. 3. 9) 式 代 入 (6. 3.7) 式 ， 


(6. 3. 10) 
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若 除 电磁 场 外 还 有 其 他 势 场 U(r) , 则 哈密 顿 算 符 是 
2 A? 


Si 16 . 
到 一 一 zxV ww Vo se a 


二 ep 十 U(r) 
(6. 3. 11) 
现在 对 有 电磁 场 情 况 下 的 苹 定 请 方程 作 些 讨论 : 


(i) 由 于 规范 不 变性 ,在 (6. 3.4) 式 中 还 可 以 选 确 定 的 规范 。 
不 失 普 遍 性 , 若 选 规范 条 件 为 


yy.A=0 (6. 3. 12) 
则 (6. 3. 8) 式 简 化 为 


人 2 2 42 
二 芝 要 -4 十 of (6. 3. 13) 
在 规范 条 件 (6. 3. 12) 式 下 ,从 (6. 3. 9) 式 可 见 , 这 时 与 4 对 易 。 

(ii) 为 求 出 电磁 场 存 在 时 的 几率 流 守 恒定 律 ,我 们 先 写 出 
(6. 3. 13) 式 的 复数 共 罗 方 程 ,由 于 p= 二 一 ,得 


A pe je 
1 = | 大 + 志 4 Ba ne ep 


(6. 3. 14) 
以 y" 左 乘 (6.3.13) 式 ,% 左 乘 (6. 3. 14) 式 ,两 式 相 减 后 得 
i = px 各 一 他] 一 和 (4 二 040) 
-zibo by—yby']— Ebry" Ay] 
(6. 3. 15) 
即 


ED og ap ph A 
i = VY’ ph — Yb") — AY 
C6. 3. 16) 
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wm 


必 


0 一 人 儿 乡 
1 RR ei 
J= i PIPpY')— TAY'Y] 
= 志 [y' (Bb Ay+ gb- 4) 多" (6. 3.17) 


(6. 3. 16) 式 就 是 几率 流 守恒 方程 2 二 YY ,JJ 一 0, 从 (6.3.17) 
式 再 一 次 看 到 , 在 有 电磁 场 存 在 的 情况 下 , 广义 动量 是 


[了 一 全 4] .广义 速度 是 


v= |p— £4)/m (6. 3. 18) 
(6. 3. 17) 式 可 改写 成 
J = of + poy") (6. 3. 19) 
这 个 结果 在 物理 上 是 非常 自然 的 。 
(iii) 规范 变换 和 规范 不 变性 
引入 规范 变换 , 邻 
| 一 A 十 Vflr,t) 
a 1 9 f(r,t) (6. 3. 20) 
We 


f(r,t) 是 个 标量 函数 。 在 规范 变换 (6. 3. 20) 式 下 ,E 和 B 不 变 。 现 
在 证 明 , 在 规范 变换 下 , 波 函 数 的 变化 是 


yg>y =e ty (6. 3. 21) 

在 规范 变换 和 波 函 数 变换 (6. 3. 21) 式 下 , 薛 定 谓 方 程 形式 不 变 ， 
1 作 二 [这 [2 和 人 | 于 ep | (6. 3. 22) 
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-mp et om Y “~ 


的 确 , 由 
a _ 1_ 11 _ 3。 ief /hc ie af 
Wo eR a 


9 af @ief /he 


一 cfg。 。 et 十 一 


一 | in | (6. 3. 23) 


(8— £4 jy = | £4— Lvf)e my 
ief/he | A le A te BA 
= eve|9% 十 让 人 DV 一 全 YA 一 全 全 
_ ief/m| 和 2 
二 [2 Aly (6. 3. 24) 


€ 


2 2 
18- £4 yp Ci ee| 2 一 4 y (6, 3. 25) 


可 以 直接 证 实 (6. 3. 22) 式 成 立 。 薛 定 雇 方程 在 波 函 数 变化 满足 
(6. 3. 21) 式 意义 下 具有 规范 不 变性 。 

2. 泡 利 方 程 

现在 将 上 述 讨 论 推广 到 含 自 旋 的 情况 。 设 粒子 自 旋 为 5, 电荷 


为 -e, 自 旋 磁 矩 是 M 一 一 二 5. 若 自 旋 量子 数 : 一 1/2, 有 


人 (6. 3. 26)* 
mc 2mc 
在 外 磁场 中 的 势能 是 。 
U' =—M.B= {ro.B) (6. 3. 27) 
粒子 的 哈密 顿 算 符 友 满足 


* 如 采用 国际 单位 《SD ,可 按 (6.1. 4) 式 方法 处 理 ,去 掉 分 母 中 的 < 即 可 。 
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人 2 
Hy= [到 ($+ 4 -og+U+o.Bly 
(6. 3. 28) 


在 (6.3. 28) 式 中 ,oo 是 2 x 2 和 窍 阵 ,因此 波 函 数 是 y= ， 


内 
(6. 3. 28) 式 称 为 泡 利 方程 , 它 实 际 上 由 两 个 方程 组 成 。 
为 求 出 带 自 旋 后 的 几率 流 守 恒定 律 ,注意 到 


w= yty (6. 3. 29) 
3% ly ie vv， 
af = HH — so BY (6. 3. 30) 
ay+ __1 1e 
生生 (Hod) t+ Sr (og.B)+ (6.3.31) 
其 中 
ee 
ee 起 | 人 4 全 (6. 3. 32) 
因此 有 
9w 1 ee 
本 全 [LO Hy — (Hyg) Y)] 


二 2 (go. B)+y— y+ ( BY] (6. 3. 33) 


由 于 o 是 厄 米 矩阵 ,0o1+ = o,B 是 实数 ,(o.，B8)1= 二 oo+ B= oB 因而 
(6. 3. 33) 式 右 端 最 后 一 个 方 括 号 中 的 两 项 消去 。 余 下 的 项 和 不 考 
虚 自 旋 时 的 情况 相同 ,重复 (6. 3. 16) 式 的 推导 ,得 出 几率 流 密度 
矢量 是 

J = i vg)y 一 时 台灯 十 -AY J (6.3.34) 


2m 


应 该 指出 , (6. 3. 34) 式 虽 然 与 (6. 3. 17) 式 相似 ,但 (6. 3. 34) 式 中 
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的 y= | 是 个 二 行 一 列 的 秆 阵 .另外 ,由 于 (C6. 3. 34) 式 不 显 含 


自 旋 ,因此 它 也 适用 于 上 自 旋 为 其 他 数值 的 粒子 ,但 少 是 相应 于 具有 
该 自 旋 的 粒子 的 波 函 数 。 


36.4 明道 能 级 


讨论 一 个 粒子 在 均匀 人 恒定 磁场 中 运动 .磁场 的 矢 势 为 
4. = 一 By A,= A.=0 (6. 4.1) 


磁场 方向 沿 > 轴 。 体 系 的 哈密 顿 量 是 


4 
= 二 [+ ) + 镀 十 优 十 起 5 +B (6.4.2) 


由 于 磁场 沿 z 方 向 ,$B 二 人 $.B. 由 (6. 4.2) 式 可 见 , 算 符 $, 与 契 对 
易 , 因 为 万 中 除 $, 外 无 其 他 算 符 .因此 ,$, 是 守恒 量 。(6.4. 2) 式 中 
的 算 符 $, 可 用 它 的 本 征 值 5, 代替 。 波 函数 中 自 旋 部 分 就 是 4. 的 本 
征 函 数 .空间 部 分 的 薛 定 谓 方程 是 


[s+ +h: + bl + SB = Ey 


(6. 4. 3) 


又 因 [ 多 ,让 ] = [多 ,让 ] = 0, 包 ,多 守恒 , 波 函数 可 取 为 
J 一 execz+aoX(y) (6. 4. 4) 


Pzisp: 可 在 (一 00，, 十 吕 ) 中 取 任 何 值 .另外 ,由 于 4A, 二 0,z 方 向 的 
广义 动量 就 等 于 普通 动量 分 量 mv,, 粒 子 的 速度 在 z 方 向 上 可 取 任 
何 值 , 场 在 = 方向 上 的 运动 是 并 不 量子 化 的 。 
将 (6. 4.4) 式 代 入 (6. 4. 3) 式 , 得 
330 


十 好 [|+ 经 s. 一 大 | 二 Fm Cy 一 yo) 一 0 
(6. 4. 5) 
式 中 


Yo 一 一 cpr/eB, wr = 2 (6. 4. 6) 
(6.4.5) 式 是 原点 在 y。 处 ,振动 频率 为 ww 的 谐振 子 方程 .相应 的 
能 级 是 | 十 去 |# wm 因而 有 


2 
EE= Pe. 2 


《6. 4. 7) 


= 十 壮 ] 


(6. 4.7) 式 右 端 第 一 项 是 分 立 谱 , 它 相 应 于 与 外 磁场 垂直 方向 上 
的 运动 , 称 为 朗 道 能 级 。 相 应 的 波 函 数 是 
心 (1 一 /tgr’? | 3 a | 
(6. 4. 8) 


式 中 xn 二 Nh /mwn，,H, 是 厄 米 多 项 式 . 若 将 (6.4.7) 式 中 谐振 子 
的 能 量 即 廖 道 能 级 写成 一 M.B,M. 为 相应 的 磁 矩 , 则 


Os (n= 0,1,2,.) (6. 4. 9) 
2mc 


这 个 磁 矩 是 由 磁场 感应 产生 的 。.(6. 4. 9) 式 右 端 是 个 负 号 ( 式 中 * 
是 电荷 的 绝对 值 ) ,因此 带电 的 自由 粒子 在 磁场 作用 下 将 具有 反 磁 
性 ,这 是 一 种 量子 效应 ,而 且 , 在 (6.4.7) 式 中 ,p: 可 以 连续 取 值 ， 
因而 ,对 于 固定 的 ”能 级 是 无 穷 度 简 并 的 。 

利用 (6. 4. 4),(6.4.8) 式 , 还 可 以 算出 几率 流 密 度 是 


1h 2 kz 0 — 计 ,zf 一 底 :z 9 天 并 eB 了 
Vs 0 7 (2)| ee me | (| 
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el eB 
Le A 


由 于 为 (?y) 是 实数 ,所 以 
= 


这 说 明 , 几率 流 密 度 是 沿 工 方向 的 稳 恒 流 。 在 中 心 点 y = yo 处 ， 
J (0) = 0。 

例 1 若 除 垂直 于 平面 的 均匀 磁场 外 ,还 在 平面 上 加 上 均匀 
电场 五 , 求 被 约束 在 平面 内 带电 粒子 的 运动 ? 设 自 旋 的 自由 度 可 以 
略 去 。 . 
解 : 取 磁 场 沿 x 轴 方 向 ,电场 沿 y 轴 方 向 


B = (0,0,B),& = (0,e,0) (6. 4. 10) 
相应 的 矢 势 取 为 
DPE .We C6 ADS 
在 zx-y 平面 上 的 哈密 顿 算 符 是 
2 二 [和 | 于 #2 |— ey (6.4.12) 
取 相 应 于 z-y 平面 的 定 态 波 函 数 为 
pTY) = jy)e” (6. 4. 13) 
苹 定 请 方程 是 


El) 0] hee = ten 
C6. 4. 14) 
从 (6. 4.14) 式 中 分 离 出 p(y) 满足 的 方程 ,并 作 配 方 处 理 后 ,得 出 
[ 遍 铸 十 于 mot(y 一 334o) = ErY(y) (6.4.15) 
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B 
其 中 wr = 元 , 且 
ck mcs 
Yo Et eB eB’ (6. 4. 16) 
2 cE _ mcG 
玉 一 下 十 [hk 5 (6. 4.17) 


(6. 4.15) 式 是 中 心 在 y。 的 谐振 子 所 满足 的 方程 ,因此 


E'= 


十 襄 j 才 ar (6.4.18) 


172C2c2 


E = 2 


(6. 4. 19) 


十 二 | 为 wn 一 各 妈 十 


CH = 区- 有 | 于 Co 到 yo |e* (6.4. 20) 


几率 流 密度 仍然 沿 x 方向 ,并 形成 连续 的 稳定 电流 .而 且 , 不 论 电 
磁场 强 弱 如 何 、 粒 子 的 质量 大 小 如 何 ,电流 方向 一 律 与 电场 方向 相 
互 垂 直 。 这 是 粒子 在 均匀 电磁 场 中 运动 的 非常 重要 的 特色 。 


8$6.5 ”两 个 角 动 量 的 看 合 


在 同一 个 原子 内 ,电子 既 有 自 旋 角 动量 ,也 有 轨道 角 动 量 , 因 
此 很 自然 地 ,总 要 讨论 两 个 角 动 量 之 间 的 耦合 .对 于 由 多 个 粒子 组 
成 的 体系 ,只 要 粒子 具有 角 动 量 , 总 存在 角 动 量 之 间 耦 合 的 问题 。 
而 且 , 有 许多 问题 ,在 耦合 后 得 出 的 总 角 动 量 表象 中 讨论 会 更 方 
便 。 

1. 角 动 量 升降 算 符 

在 讨论 两 个 角 动 量 耦 合 之 前 , 先 介绍 一 些 角 动 量 算 符 的 基本 
性 质 . 这 些 性 质 对 角 动 量 运 算 会 带 来 许多 方便 。 


” 设 上 为 角 动量 算 符 ,满足 对 易 子 
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A A 


和 
Lx LL=ifL (6. 5. 1) 


对 2? 和 马 . 的 共同 本 征 函数 加 ,名 的 本 征 值 是 1 十 1) 如 ,人 ,的 本 
征 值 是 m 记 ,! 和 zm 是 角 动 量 量子 数 和 相应 于 角 动 量 z 分 量 的 量子 


数 .显然 ,在 (外 ,和 的 共同 表象 中 ,4 和 2, 的 矩阵 元 分 别 是 
Ci DN (6. 5.2) 


A 
(Le) pm sim = Mm A br Onm (6. 5. 3) 


引入 算 符 ZL 和 上 _, 令 


人 A .人 
了 一 2 十 1 所 (6. 5。 4) 
A A ,A 
7 a (6. 5. 5) 
则 有 
A A A A A 
L. Li 二 L.(L: 十 1 L,) 
A A A A A A 
= LL, +inL, +ict, L, — inL,) 
A A A A ,A 
= (Ls TiL,) LAh(L, + i1iL,) 
A A A 
一 Li > 十 九 Z_ (6. 5. 6 ) 
即 
A A A 
LL, sb | = AhL, (6. 5. 7) 


A A 人 A A 
L, Lr fin = Ly Ls hg = Cm 1) AL fm 
(6. 5.8) 
(6. 5. 8) 表明 ,LW 也 是 上 , 的 本 征 函 数 , 但 本 征 值 为 Gm 十 1) 方 。 


因此 L,Y 与 poss 最 多 只 能 相差 一 个 常数 , 即 有 
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A 
也 :+ im = Cinfim+1 (6. 5. 9) 


同 理 ,可 以 证 明 
A A A 
[LL = AL (6. 5. 10) 
A A A 
LL fm = Cm— DRL Yn (6. 5. 11) 
人 fim > Cimfim—1 (6, 5. 12) 


Cu 和 Cu 是 待定 的 常数 .为 了 求 出 Cw 和 Cm ,注意 到 矩阵 元 


CL Nam im [piers find 了 一 CinOr Om n+i (6. 5 13) 


CL_ )rw ,im = | 他 三 Wandr = Con8r 6 1 (6.5.14) 
又 因 


A A A A A ,A A .A 人 A 
f= fti+Lh= ,tiL)L,—iL,)+L:— iL, 
(6. 5.15) 


(Lnm = CL LD)nm tt (Li)mm — hhCL,)n,m (6.5.16) 


即 
I DR= DLOnm TL mnt mm mA 
二 一 Ly)am_1 CL DT 十 m2 A — mm nh 
(6. 5.17) 
A A 
另外 ,由 于 上; 和, 厄 米 ,有 


(7 
二 
ai 
= (Ls iL,)a,m1 一 《+ )mm-1 (6. 5.18) 
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,met entre a a 


将 (6. 5. 18) 式 代 入 (6. 5.17) 式 , 得 
LOD) A = | (CL)wmn1l’ him? 一 77) 
或 者 写成 


[Cr)nmil’: = C+ 1) hi mm O— 1) A 
= 二 muO—mt+1)n (6. 5.19) 


即 


(Li)mm 1 二 六 VOU 十 m)C 一 m 二 1) 
Ep (© Py Pa (6. 5。 20) 
由 (6. 5. 9),(6. 5.12) 及 (6. 5. 20) 式 , 我 们 最 后 得 出 
Co pe (Lr D) in 


一 VC 十 和 2 十 1)6G 一 和 ) 大 (6. 5.21) 
人 = (@ Py 
二 VC 二 mC 一 mx 十 1) 太 (6. 5. 22) 


利用 这 些 结果 ,可 以 求 出 在 人 : 和 上 的 共同 表象 中 ,4 和 的 和 矩阵 
元 是 


gs RN CAN Do Eu A 


a RA mn-i 
三 于 yr Er Pn 
= (Ljn_1,m (6. 5. 23) 


(@ PND 一 [CL nmi ss JE 
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Sm pe a Ye (6. 5. 24) 


应 该 指出 ,上 述 各 式 并 非 只 对 轨道 角 动 量 才 成 立 , 对 于 轨道 角 动 
量 ,ys 就 是 球 谐 函 数 Yi ,对 于 其 他 角 动 量 ,Y, 里 然 不 是 球 谐 沿 
数 ,但 只 要 满足 角 动 量 定义 (6.5. 1) 式 , 并 把 上 ! 和 和 理解 为 相应 的 
角 动 量 平 方 和 角 动 量 = 分 量 量子 数 , (6. 5. 21 一 24) 式 恒 成 立 。 例 如 
对 电子 自 旋 角 动量 ,S = 1/2,m = 1/2, 由 (6. 5.23) 及 (6. 5. 24) 式 


得 
RE ER 
(3)3 尘 一 他 和 | 诗 十 评 )[ 计 一 去 二 1 
一 让 /2 = (5.) -41,3 (6. 5. 25) 
1 起 1 1 1 1 | 
(3 省 二 一 一 全 去 十 直到 一 二 十 1 
一 一 到 一 (3 (6. 5. 26) 
[10 1 10 一 二 、 和 
因此 有 S, 一 各 |” oj ,5, 一 二 | i | ,这 正 是 自 旋 算 了 的 泊 利 
表示 。 


2. 无 焕 合 表象 和 掩 合 表象 
讨论 两 个 角 动 量 作 和 J 的 看 合 .了 和 既 可 以 是 自 旋 角 动 
量 ,也 可 以 是 轨道 角 动 量 或 其 他 角 动 量 . 按 定义 ,J 和 刀 满足 


A A __A 
J1X T= ii), 《6. 5.27) 
A 大 A 
J2X J,= ih), (6. 5. 28) 
以 及 对 易 关 系 
7 一 0 (1 = 并 ,yz 之 ) 《6. 5. 29) 
A A 
[7 ,2] 一 0 (= T,y,2) (6. 5, 30) 
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假定 信和 把 是 两 个 独立 的 角 动量 ,因此 , 久 和 上 对 易 
[J,,7,] 一 0 (6. 5. 31) 


六 : ,J 2, 少 ,了 是 四 个 两 两 相互 对 易 的 算 符 ,可 以 用 它们 的 共同 的 
本 征 函数 系 构 成 一 个 表象 , 称 为 无 耦合 表象 .这 个 无 耦合 表象 的 基 
矢 必 定 是 ( 少 ?, 沪 .) 的 共同 本 征 矢 与 (四 z, 少 。) 的 共同 本 征 矢 的 乘 
积 . 即 若 


A 
J (71571) 二 1(j1 十 1) #2 |j ,71), Jiz [11 ,71) 二 mn |j1 ,11> 
(6. 5. 32) 


A a + . . 
27 | js 772) 三 Jz (J 十 1) hh? | j, ,zzz 》， 22 | 12 772) 一 ms 凤 |jz m2) 


. (6. 5.33) 
则 无 磷 合 表象 中 的 基 矢 | 方 ,mi , 户 ,ms) 是 
[ism fz.2) = | ye》|72y7z2》 (6. 5. 34) 
现在 转 而 讨论 契合 表象 . 角 动 量 儿 和 J 之 和 是 
Js 下 (6. 5. 35) 
容易 证 明 ,7 也 是 角 动量 ,也 满足 
jx J=in (6.5. 36)" 


而 且 7? 和 J 与 1:,J2? 等 满足 下 述 对 易 关 系 式 : 
[7,72] = CCD, + J) 7°] 


A A A A A 
= [J 二 + J 2JJJ1 j=0 (6.5.37) 


* 作为 练习 ,请 读者 自己 证 明 (6. 5.36) 式 。 
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因为 7 与 向 量 六 的 任何 分 量 对 易 。 同 理 ， 


[Y2,72] = 0 (6. 5. 38) 

另外 ,显然 还 存在 
和 (6. 5. 39) 
[7,7.] =0 (6. 5. 40) 


这 些 对 易 关 系 表明 ,:,J,7,,J 了 ,这 四 个 算 符 两 两 对 易 ,它们 具有 
共同 的 正 交 . 归 一 .完备 .封闭 的 本 征 函 数 系 。 记 相应 于 量子 数 记 ， 
J 0 的 本 征 函 数 为 | ,J2 »] 97IZ ) ,有 


A 
Tjivjasjom) = jG Dhlji,jsjm) (6.5.41) 


A 
J 7,7j Tm) = mh | ,27m) (6. 5. 42) 


显然 ,总 角 动 量 量子 数 1, 它 的 zx 分 量 量子 数 普 与 7 ,jy7701y722 有 
关 , 为 了 找 出 它们 之 间 的 关系 ,首先 必须 将 耦合 表象 和 无 耦合 表象 
这 两 个 表象 联系 起 来 .为 此 ,将 耦合 表象 的 基 矢 | 用 ,j,i,m) 按 无 
耦合 表象 的 基 矢 | ;P41，Jz，ms〉 展开 ,得 

| 有 1 ,J29f 9m) 二 六 ， | 7 yzzal ,ja zz 》( 7 sm1 ,2972 | ;J2»1 >7) 


(6. 5. 43) 


(6. 5. 43) 式 中 的 系数 (Piy7jsyzz|7, 17) 称 为 矢量 耦合 系 
数 或 克 莱 布 希 - 高 登 (Clebsch-Gordon) 系数 。(6. 5. 43) 式 中 的 求 
和 只 对 m 和 ms 进行 。 


以 算 符 儿 分别 作 用 于 (6. 5. 43) 式 的 两 端 ,得 


. . 四 A A 的 站 
J | 1 12 ,mm) = ba (vi 十 了 -| 六 ?7I21 9，72 97712 》 


i 72 
义 〈 记 yzaly ja ,m2 | ，72 I») 《6. 5. 44》 
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ee ee ee 


于 是 有 
12 一 121 十 zzz (6. 5. 45) 


(6. 5. 43) 式 可 写成 


| 六 ,jy 》 一 之 ; [ism ,Jaom 一 m1) 
X i — 311 72 7 ) (6, 5. 46) 
公式 (6. 5.43) 或 者 (6. 5. 46) 式 其 实 就 是 将 耦合 表象 和 无 耦合 表 
象 联 系 起 来 的 表象 变换 公式 。 表 象 变换 是 个 么 正 变换 。 克 莱 布 希 - 
高 登 系数 其 实 就 是 么 正 变换 所 对 应 的 乏 正 矩 阵 的 矩阵 元 .我们 已 
经 找 出 mr 和 mi,ms 之 间 的 关系 (6. 5.45) 式 , 进 一 步 ,我 们 来 求 量 
子 数 7 和 请,jz 之 间 的 关系 。 
由 于 JJ1，72 的 最 大 值 依 次 分 别 为 72 ,721 和 | 7 一 Ml 
十 za 因此 7 的 最 大 值 jx 必然 是 


Jmx 一 7 思 十 72 (6. 5. 47) 
为 求 出 当 方 , 轧 给 定时 ; 的 最 小 值 jw ,可 以 这 样 考虑 。 当 外 给 定时 ， 
mi 可 取 一 让 ;一刻 十 1,*…… 三 一 1,7 共 (27 十 1) 个 值 .同样 ， 当 


J2 给 定时 ,m， 可 取 Be Jz， 2 十 1,，… »J2 1,7 共 (27: 十 1) 个 值 。 
因此 , 当 户 和 户 同 时 给 定时 ,无 耦合 表象 中 基 矢 | 刀 ,ma ) 1js ,m2) 一 
| 7,zzaiy7jzyzz) 的 数目 是 (27 十 1)(272 十 1) 个 ,这 些 基 矢 构成 一 个 
(2 有 1 十 1)(2js 十 1) 维 的 子 空 间 。 作 表象 变换 ,从 无 看 合 表象 变换 
到 看 合 表象 后 , 子 空间 的 维 数 不 变 , 公 式 (6. 5.43) 无 非 是 将 无 看 
合 表象 中 的 基 矢 用 克 莱 布 希 - 高 登 系数 重新 组 合 后 变 成 耦合 表象 
中 的 基 矢 ,耦合 表象 中 基 矢 的 数目 与 无 耦合 表象 中 基 矢 的 数目 相 
同 , 只 有 这 样 ,才能 保证 变换 是 么 正 的 ,各 个 基 矢 是 线性 无 关 的 ,而 
且 彼 此 正 交 。 另 外 ,再 注意 到 对 于 确定 的 j,m 的 取 值 是 (一 j, 一 J 

十 1,… 少 一 1,7) 共 (27 十 1) 个 值 , 于 是 有 
Dy C2j 二 1) 二 C271 十 1)(2j, 十 1) (6.5.48) 


1= jhnin 
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| 


(6. 5. 48) 式 左 端 是 个 等 差 级 数 , 可 以 用 等 差 级 数 的 求 和 公式 求 
出 ,结果 是 


> QI) = jr 2jm CO— jnt+l1 (6.5.49) 


将 (6. 5. 49),(6. 5. 47) 式 代 入 (6. 5.48) 式 , 得 
jun = | 有 1 ~ jl (6. 5. 50) 
由 此 得 出 , 当 刻 ,ji 给 定时 ,j 可 能 取 的 值 是 
j 二 及 十 ja 十 jz 一 ly| 及 一 ja| (6.5.51) 
在 耦合 表象 中 , 总 角 动 量 平 方 和 总 角 动 量 > 分量 的 本 征 值 就 全 部 


给 定 了 ,它们 分 别 为 7G 十 1) 襄 ,及 m 太 而) 和 和 分 别 由 (6.5. 51) 
及 (6. 5. 45) 式 给 出 。 


$ 6.6 ” 克 莱 布 希 - 高 登 系数 


要 从 无 耦合 表象 的 基 矢 组 合成 耦合 表象 的 基 矢 ,就 要 求 出 克 
莱 布 希 - 高 登 系数 ,对 ,ji 取 值 较 小 的 情况 ,有 专门 的 表 可 供 查 
阅 . 这 里 只 准备 列 出 一 些 克 莱 布 希 - 高 登 系数 的 一 般 性 质 和 计算 
公式 ,以 供 参考 和 查 用 。 

G) 当 到 和 关 m 十 ms 时， 


C1 ,111 ，712 93702 | 1 »J2 » 372 ) 一 0 (6. 6. 1) 
@ 当 j7 和 nm 均 取 最 大 值 时 ,展开 式 (6. 5. 43) 右 端 只 剩 下 me: = 
Jismz 一 Ja 一 项 ,得 
[1 72 十 Jzy711 十 J2) 一 1 7 371 12572) 
X 77j71j|7 7 十 712 7 十 7 (6. 6. 2) 
由 于 By 17 »J2 > i 十 Ja 十 J2> 都 是 归 一 化 的 本 征 消 


数 ,(6. 6. 2) 式 两 端 取 模 数 的 平方 后 得 
341 


| 六 »J19J29J2 | »J2 ;J1 十 Jz»71 十 j2> | 二 1 (6. 6. 3) 
若 取 克 莱 布 希 - 高 登 系数 为 实数 ,(6. 6. 3) 式 给 出 
CJiyfi9f29T2 119j291 十 J291 十 Jj) 二 1 (6. 6. 4) 


) 克 莱 布 希 - 高 登 系数 的 正 交 归 一 性 。 
显然 ,耦合 表象 中 的 基 矢 | 有 ,j,,j,m) 和 无 耦合 表象 中 的 基 矢 


| 六 vi y 产 ya) 都 是 算 符 思 ,4 和 洲 .的 共同 本 征 矢量 。 所 不 同 的 仅 
在 于 ,由 于 少 与 小 .不 对 易 ,耦合 表象 的 基 矢 | 及 ,j4,j,m) 只 是 的 
本 征 矢 而 不 是 洲 . 的 本 征 矢 ;同样 ,无 三 合 表象 的 基 矢 也 只 是 .Ji 的 
本 征 矢 而 不 是 沁 的 本 征 矢 。 因 此 ,(6. 5. 46) 式 其 实 就 是 当 万, 户 v 


确定 后 ,J? 表象 与 .表象 之 间 的 表象 变换 关系 式 . 它 的 系数 , 即 克 
莱 布 希 - 高 登 系数 就 是 这 个 么 正 变换 所 对 应 的 矩阵 元 .于 是 ,由 变 
换 的 么 正 性 可 得 


Bij sm lfm jam — mi) 
XxX EE = 0, (6. 6. 5) 
以 及 
2 hom’ jam — my [i,jzsj s,m) 
x 人 一 Mi》 一 On (6.6.6) 
(6. 6. 5) 及 (6. 6.6) 式 表示 克 莱 布 希 - 高 登 系数 的 正 交 归 一 性 。 利 
用 这 个 正 交 归 一 性 ,容易 求 出 (6.5. 46) 式 的 道 变换 
[ismisjsm — mi) = DNjisjs jsm) 
义 a — m1) (6. 6.7) 


(6. 6. 7) 式 表示 将 耦合 表象 的 基 矢 经 重新 组 合 , 作 么 正 变换 后 得 
出 无 耦合 表象 的 基 和 撩 。 从 (6. 6. 7) 及 (6. 5. 46) 式 中 可 见 有 
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>» [jim jm — Mm) im jm — ml = 1 (6.6.8) 


Dj ja jsm) (sas jm | 一 1] (6. 6.9) 
J 


(6. 6. 8) 式 表示 无 耦合 表象 基 矢 的 封闭 性 ,(6. 6. 9) 式 表 示 耦 合 表 
象 基 矢 的 封闭 性 。 

外 克 莱 布 希 - 高 登 系数 的 一 般 表示 式 。 

可 以 证 明 , 克 莱 布 希 - 高 登 系 数 满足 


(Fy zai yjJ2 :7112 | 1 312 >m) 一 

(二 72 一 DIG 十 所 一 J)1G 十 jo 一 拨 )! 
(1 十 7 十 7 十 1T)! 

X (十 zl Ci 一 Mi Cz 二 ma)! (fz 一 Ms) (++ m)! 


Sim| (27 十 1 


1/2 ey 
x Gm!] XD SG timi 1 
Xtm Cm XJ 二 十 外 1 一 刻 一 十 外)1] 


(6. 6. 10) 


式 中 求 和 指标 的 取 值 限于 使 求 和 号 内 所 有 阶乘 符号 里 面 的 数 为 
非 负数 。 

@@ 利用 (6. 6. 10) 式 可 以 证 明 , 克 莱 布 希 - 高 登 系数 具有 下 述 
对 称 性 质 : 

(1) 将 mi 换 作 一 mi ,rn 换 作 一 m,,m 换 作 一 和 ,有 


《Ji yazl 3 72 992 1 ， 712，7 >77> 一 《一 工 ) 六 二 32 一 ; 


《7 一 Mi Jss — mjisj291 — m) (6.6.11) 
(1) 将 六 与 7 互 换 ，,zzmi 与 m2, 互 换 , 有 


C1 T0192 92 111, jj») 一 《一 下 7) 和 十 入 一 


(J2 029 ?91 | J2 9 71 37>7) (6. 6. 12) 


(i111) 将 72 与 j 互 换 ,m， 与 二 m 互 换 ,有 
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1 
人 
ism fam li JJ》 一 《一 1) "| 二 | 


《Ji yz21，71， — m|j,j, js — m2) (6. 6.13) 


克 菜 布 希 - 高 登 系数 还 有 许多 其 他 性 质 , 读 者 可 参阅 这 方面 的 专 
著 。 

作为 例子 ,我 们 考察 有 和 js 中 有 一 个 等 于 1/2 的 情况 ,. 令 j 二 
1/2, 则 zm 一 士 1/2, 设 广 关 0, 则 7 一 方士 17/2( 奉 六 一 0 时 ,7 只 
能 等 于 1/2), 因 此 mm == mz 十]/2, 在 和 js 都 已 给 定 的 情况 下 ,对 
于 给 定 的 m, 共 有 四 个 克 菜 布 希 -高 登 系数 ,分 别 对 应 于 7 和 mi 的 
四 个 不 同 的 组 合 ., 即 7 一方 十 1/2,o = 二 m 一 1/2,j== 记 十 1/2， 
mi 二 Mm 十 1/2 以 及 j= 用 一 1/2m 一 和 一 1/2, 7 一方 一 1/2， 
mi 一 7 十 1/2。 利用 (6.6.10) 式 ,可 以 算出 这 四 个 克 莱 布 希 - 高 
登 系数 。 例 如 


Jim re 1/2,1/2,1/2|7,1/2,7 十 1/2,m) = 


(2712) ! 
(297 52) 


(pi 一 11) 47 171) ! (1 十 1) ! ] 


加 方 十 ma: 十 1142 万 十 到 十 17/2 172 
| 2 元 十 1 | | 2 | Se 


[(27 二 + 2) (十 Ma (1 一 MI1C 十 za 十 1)1 


同样 的 计算 可 给 出 其 他 三 个 克 莱 布 希 - 高 登 系 数 , 所 得 结果 如 表 
6. 6.1 所 示 。 


表 6.6.1 (jism— m,, 到 ,m2 | 六， 六 ,J ,m) 


ET er 


1/2 : : 
天 十 也 2 六 十】 2 万 干 1 


太一 1/2 | 2 | | 
271 十 1 27 十 1 


利用 表 6. 6. 1 及 公式 (6. 5. 46) 式 , 可 以 求 出 看 合 表象 的 基 矢 和 无 
耦合 表象 基 矢 之 间 的 关系 是 


1 
.71 十 Ms 十 一 攻 四 1 了 部 > 
放流 Py 二 >》 一 | | [i 2 2°9 


271 十 1 


1 
. 1 iz 
E Mh i 有 y 十 广 ' 吉 ;一 去 》 C6. 6. 15) 
27 1 


, 一 mm 十 去 
ee 351 ym》 = -| 


pp 


十 


讽 十 方 a 一 三 > (6. 6.16) 


: 1 
广 十 十 二 | 
“DD 2 


a 


例 1 ”假定 两 个 角 动 量 中 一 个 是 电子 自 旋 $, 一 个 是 轨道 角 动 


量 L, 由 于 s = 1/2, 直 接 用 LL 和 $ 的 性 质证 实 相应 于 表 6. 6. 1 式 的 
克 莱 布 希 - 高 登 系数 及 (6. 6. 15),(6. 6. 16) 式 。 


解 ”讨论 L 和 $ 的 砖 合 , 定义 总 角 动 量 J = 工 十 $, 由 于 
[上 ,4] 一 0,[7?,7.] 一 0,[72 7] 一 0, [£2,7:] 一 0, [2,7.] 一 0 
等 对 易 关 系 ,以 及 [22,L.$] = 0, 可 见 即使 哈密 顿 函数 中 存在 人 . 3 


耦合 项 ,总 角 动 量 仍然 是 守恒 量 。 在 [ 色 , 和 ., 户 , 沁 ] 的 共同 表象 中 ， 
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ce ep pe pm 


其 本 征 函数 可 记 为 


(0,9,h /2) 
FG | (6. 6. 17) 


《0， 9 ) 二 


因为 $ 是 上 的 本 征 态 ,有 


办 i 2 Wp 一 const。 涂 
L298 Se | | const 。 | | 即 (6. 6. 18) 
网 风 729 = const *。 4, 


(6. 6.18) 式 表明 ,#1 和 加 都 是 上 的 本 征 态 , 且 本 征 值 相同 ,因此 它 
们 必 具 有 相同 的 量子 数 /另外 ,因为 6 是 7 的 本 征 态 ,有 


人 人 A (6. 6. 19) 
办 的 


风 
必 是》. 算 符 的 本 征 值 .又 因 记 一 4 十 和. ,得 


入 万 | ] 0 | 网 加 
二 = 6. 6. 20 
网 n 0 2 加 内 


A (6. 6. 21) 


或 写成 


A 万 
L.$, re (7+ 了 | (6. 6. 22) 


这 说 明 ,#1, 和 o 虽然 都 是 上 , 的 本 征 态 ,但 它们 对 应 的 本 征 值 相差 亡 ， 
记 儿 .的 本 征 值 了 = mm, 太 , 则 由 mm = [m+ 去 | 可 得 ， 加 对 应 的 和 


的 本 征 值 为 m 记 ,对 应 的 上 ,的 本 征 值 为 (m 十 1) 坟 .于 是 得 出 由 必 
与 Ym 成 正比 ,po 必 与 Yi 成 正比 。(6. 6.17) 式 可 写成 


(a Yo | 


$0,9,5.) A EE 了 (6. 6. 23) 
六 十] 
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a,b 是 待定 常数 。 
此 外 ,又 因 $ 是 六 的 本 征 态 ,而 
J12 一 (人 上 十 9)2 一 1 十 9 十 27。S 


i ?十 (Co,L, + ol, + o.L.) 
忆 十 闻 训 十 A 工 ， LL 
之 (6. 6. 24) 
hl, 成 十 语 可 一 和 工 


(6. 6.24) 式 中 工 :二 上; 土 谍 ,,0 是 泡 利 和 矩阵, 由 § 6. 5 中 角 动 量 升 
降 算 符 的 公式 


LiY, 三 方 VCGLC 于 72)CG 士 和 十 1)Y (6. 6. 25) 
及 (6. 6. 24) 式 ,可 得 出 与 了 的 本 征 方程 


2 a 了 2 a Yi 
J 一 A (6. 6. 26) 


相应 的 方程 是 
1 十 DD 十 证 十 w 一 4ja 十 VE 二 和 CC 二 交 干 17 一 0 
VU—m UTmtiat|ld+ D+ m+ Al =0 
(6. 6. 27) 
a,0 有 非 零 解 的 条 件 是 (6. 6. 27) 式 的 系数 行列 式 为 零 
CTD 二 二 二 mA VC 站 1 


一 0 


Ty 1 二 1D 十 二 一 到 一 1 一 
(6. 6.68) 


(6. 6. 28) 式 的 两 个 根 分 别 为 
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(6, 6. 29 ) 


写成 = 1707 十 1) 后 ,可 见 7=! 土 1/2, 这 正 是 8$ .6.5 所 阐述 的 角 


动量 耦合 的 必然 结果 。 


将 5 一 1 十 1/2, 即 为 一 |: 十 于 || :十 羡 ] 代 入 (6.6.29) 式 


后 ,得 


于 是 ,(6. 6. 23) 式 变 为 


$= 


[i+m+l1l,y 
i—m 多 


bY 
常数 可 由 波 函 数 的 归 一 条 件 给 出 ,结果 是 


ZL 一 77 
es hy ee 
最 后 得 出 


发 汪 1 Vl 二 mm 二 1 Yn 
vli—m Yn 


-+ 


2 
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1 i—m | 
| | a WN 二 1 Yn 


间 理 , 当 5 一 /一 去 尖 一 | 十 喜人 一 下 时 ， 


(6. 6. 30) 


(6. 6. 31) 


(6. 6. 32) 


(6. 6. 33) 


(6. 6. 34) 


_ /i+m+t+l1 
i—m l /十 妈 十 1 
=— NY + WHHL Yt 
(6. 6. 35) 


只 须 将 (6. 6. 33) 及 (6. 6.35) 式 相 应 的 符号 换 成 1,j:,j,m 后 ,不 
难 证 实 (6. 6.33) 和 (6. 6.35) 式 其 实 就 是 (6.6.15) 和 (6. 6.16) 
式 。 


$ 6.7 ”光谱 线 的 精细 结构 


作为 角 动 量 耦 合计 算 的 一 个 例子 ,本 节 讨 论 在 无 外 场 情况 下 ， 
电子 自 旋 对 类 氧 原子 的 能 级 和 谱 线 的 影响 。 

对 于 类 和 氢 原 子 , 电 子 的 波 函数 在 不 考虑 自 旋 时 可 用 三 个 量子 
数 n,l,m 表征。 但 能 级 只 与 4 有 关 , 存 在 x? 度 简 并 ,车 考虑 自 旋 , 但 
略 去 自 旋 和 轨道 之 间 的 耦合 , 即 略 去 哈密 顿 量 中 S 和 工 之 间 的 耦合 
项 , 则 


2 
A (6.7.1) 


2m 


2 
若 不 考虑 屏蔽 ,U(r) = 一 <, 能 级 一 已, 本 征 函 数 显然 是 
办 ww 二 Rr OY (0,9) Xn (SS:.) (6. 7. 2) 


《6. 7.2) 式 中 ,为 区 分 轨道 和 上 自 旋 ,轨道 角 动 量 z 分量 的 量子 数 用 
m 表示 , 自 旋 角 动量 z 分 量 的 量子 数 用 mm. 表示 ,ms = 土 1/2， 
Xm,《S,) 表示 S? 和 S, 的 共同 本 征 态 。 显 然 ,(6.7. 2) 式 表 示 的 本 征 


函数 纪 。。 是 应 ,入 ,人 ,4. 的 共同 本 征 函数 ,可 作为 无 耦合 表象 的 
基 矢 ,注意 算 符 $* = 字 如 ,对 应 对 角 和 矩阵 , 它 与 任何 算 符 均 对 易 ， 
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实际 上 相当 于 一 个 常数 ,因此 ,我 们 选 算 符 大 ,代替 62. 
进一步 ,为 考虑 自 旋 和 轨道 的 看 合 ,引入 磷 合 表象 . 令 


A A A 
J=L+S (6. 7.3) 


由 于 行 :, 名 ,,, 娘 ,} 这 四 个 算 符 相 互 对 易 , 它 们 构成 一 个 完备 系 。 
记 这 四 个 算 符 的 共同 本 征 函 数 是 
pim = Rar Un (0,9,S.) (6.7.4) 


则 wa 是 耦合 表象 的 基 矢 ,Yurm 与 $imm, 之 间 满 足 (6. 6. 15 一 -16) 
式 。 上面 的 所 有 讨论 是 在 略 去 自 旋 和 轨道 之 间 的 耦合 能 的 基础 上 
给 出 的 。 

在 相对 论 量子 力学 一 章 中 将 证 明 , 自 旋 和 轨道 之 间 的 相互 作 
用 能 是 


5 1 dU 
1 1dC 
即 6(7) 三 2 二 守 必 是 电子 的 势能 , 它 仅 是 7 的 函数 .因此 , 若 


考虑 上 自 旋 轨道 耦合 能 ,体系 的 哈密 顿 算 符 是 


A 2 A A A A 
H=— zrV FU +EN LS= Ht H' 6.7.6) 


五 = €(7) LL..$ (6.7.7) 
A A A A AAA A A AA A A A 
注意 五 " 中 含 L， S$ 项 ,而 L* $= LS; 十 LyS, 十 LS.;L:,L, 与 ,不 


A 


对 易 ,S.,$, 与 人 .不 对 易 , 因 此 胡 与 也 ,4. 均 不 对 易 ,ms 与 办 不 再 
是 好 量子 数 .无 耦合 表象 在 处 理 这 个 问题 时 不 再 是 好 的 表象 . 另 一 
方面 ,由 


天 A A A 人 A A 
712 一 (8 十 SS)2 一 ZL 十 9 十 27.S (6.7.8) 
L 4= 了 JE 闻 各 (6. 7.9) 
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可 匈 , 久 , 记 ,和 都 和 起 对 易 。 胡 的 本 征 函数 就 是 而 合 表象 的 基 矢 ， 
jz, 仍 是 好 量子 数 。 

但 是 ,必须 指出 ,这 里 指 的 是 万 的 本 征 函数 而 不 是 Ho 的 本 征 
函数 yun 。 事 实 上 ,由 于 直 中 含有 右 ' = or) 四 .和 项 ,er) 与 万， 
中 的 动量 算 符 不 对 易 ,因而 友 , 与 友 ' 也 不 对 易 。 友 的 本 征 值 和 本 
征 函数 应 该 由 如 的 本 征 方程 

wth Vy (6. 7. 10) 
求 出 消 与 丰 , 的 本 征 函数 不 同 。 不 过 ,由 于 H' 实际 上 是 相对 论 修 
正 , 在 一 般 情况 下 ,有 H' < H。, 我 们 可 以 用 微 扰 论 的 办 法 求解 
(6. 7.10) 式 。 由 于 万, 的 本 征 值 简 并 ,须要 用 简 并 微 扰 论 讨论 ,将 4 


按 友 ,的 本 征 态 展 开 .考虑 到 女 与 儿 ,L., 作 对 易 ,与 2.,$, 不 对 易 ， 
显然 用 互 , 在 耦合 表象 中 的 本 征 态 加 mm 二 Rw (7)Uim《9,9,S.) 展开 
必然 比 用 五。 在 无 耦合 表象 中 的 本 征 态 Bimm, = RY Im Xm 展开 计 
算 时 要 方便 得 多 ,因为 更 易于 使 态 的 矩阵 对 角 化 。 令 


y= DL Cumfim (6. 7. 11) 
简 并 微 扰 论 中 的 久 期 方程 是 
DLHism um — EVéridsdrn Cm 一 0 (6.7.10) 
其 中 
Hn ,im = (nl' jm | 语 ， [nljm) 
= | Pe 
而 


(lI'm’ | L.$ lijm» = CL ym 


1/4_ ?2_ 3 ? 
;|2 L 三 让 


Ljm > 
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ir.,. 3 
=$ [jG + D+ DD) — 3 ord 


(6.7.14) 


在 (6. 7. 14) 式 的 最 后 一 步 ,我 们 考虑 了 |Ljm) 是 六 和 如 的 本 征 
态 。(6.7. 14) 式 是 对 角 的 ,这 正 是 用 耦合 表象 优越 的 地 方 , 它 可 以 
让 H' 矩阵 更 易于 对 角 化 。 令 H'w 为 


A 5 3 31fe 
序 二 过 a By Ey | RC Sd 


(6.7.15) 
并 将 (6.7.13) 和 (6.7.15) 式 代 入 (6. 7.10) 式 , 得 

[Hj — EV]C,, = 0 (6.7. 16) 
于 是 得 出 
EY = H'., = A 十 1) 一 /0 十 -一 2 Re ecr ve 一 


2 4 
和 


27zz2c2a3 
e 0 nl 


其 中 au = 站 ,代入 (6. 7.17) 式 后 得 


4 


n 
C2 


mc? 


; (6. 7. 19) 


aZ 
n 


__ FO0) 
Eri+} 下 


(6.7. 20) 


= (0) 
Ej=/—} EX E; I 


| 各 4 n 
2 iC2l 十 1) 


n 


式 中 «一 ez/ 庆 c 二 735 称 为 精细 结构 常数 。 
用 (6.7.19) 及 (6. 7， 

20) 式 算 出 的 钠 原 子 2P 能 2”: | 

级 的 精细 结构 如 图 6.7. 1 


所 示 。2P 能 级 分 裂 为 


2 Ps 
22P i 及 2p 两 个 能 级 。 pip 二 2 ,21 六 


在 上 面 的 计算 中 只 考虑 了 a 8 

考虑 所 有 相对 论 修正 项 才 人 
能 得 出 与 实验 符合 得 很 好 1 二 和 1 
的 结果 。 图 6.7.1 钠 原子 2P 项 的 精细 结构 


由 于 万 中 是 对 角 和 矩阵 ,因此 民 , 在 耦合 表象 中 的 基 矢 无 须 
重新 组 合 即 可 以 作为 零 级 近似 作 微 扰 计 算 。 因 此 , 零 级 波 函 数 是 
yn; 用 无 艳 合 表象 的 波 函 数 表示 是 


1 


i 
gts dar, O915.) = : Cm RC 
2 二 1 
ee 
| 2 RarOYi nti (0, PX- YO:) (6.7.21) 
| 
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1 
1] iz 
PT 2| RAY (0,PXLS.) 
2 干 1 


工 


2 
Ralr Yn (0 PXICS:) (6.7.22) 


pnt mr OP»:) | 
1 
oe i 二 mx 十 了 
2/ 十 1 
从 无 耦合 表象 到 耦合 表象 波 函 数 的 变换 ,也 可 以 认为 是 简 并 微 扰 
中 零 级 波 函 数 的 重新 组 合 ,以 使 得 右 ' 在 简 并 子 空间 中 对 应 的 托 
阵 对 角 化 。 


86.8 塞 曼 效应 


碱 金 属 , 氧 白 子 和 类 和 氧 原子 的 最 外 层 有 一 个 价 电子 。 在 磁场 
中 , 由 于 磁场 对 电子 的 作用 ,将 使 这 些 原子 的 光谱 线 发 生 分 裂 . 具 
体 的 分 裂 情 况 与 所 考虑 的 自 旋 在 磁场 中 的 附加 能 量 . 自 旋 与 轨道 
相互 作用 能 等 有 关 。 下 面 分 两 种 情况 讨论 。 

1. 简单 塞 办 (Zeeman) 效应 

先 考 虑 磁场 的 附加 能 量 远 大 于 自 旋 轨 道 相互 作用 能 的 情况 。 
在 这 种 情况 下 , 略 去 目 旋 轨道 相互 作用 能 .在 实验 室 范围 内 ,磁场 
可 近似 视 为 均匀 磁场 , 记 为 B, 选 磁场 方向 为 z 轴 , 得 


B.=B,=0 B=8. (6. 8. 1) 
相应 的 矢 势 4 和 标 势 $ 是 
A, 二 一 Fy, A, 一 一 与 z， 4. 一 0,g8 一 0，(6.8.2) 


记 一 价 金属 的 价 电子 在 其 他 电子 屏蔽 下 与 原子 核 的 库仑 场 为 
VC) ,外 加 磁场 具有 (6. 7. 2) 式 的 形式 ,电子 的 电荷 为 一 ,质量 为 
m。, 则 体系 的 哈密 顿 函数 为 ; 


[p+ 笑 z] 十 如 |]+Yo) 


| 
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过 市 (zp, — yp: ?) |+ VCr) 


zp 
在 (6. 8.3) 式 中 , (x? 十 y?)occa?cc (10 cm)? ,a 是 原子 的 大 小 , 实 
恰 室 磁场 B 一般 小 于 10;Gaus,(6.8.3) 中 


e2B2(z2 十 y’) eB e: Ba? 
4c [Er.|= 4c 


9 |+ ydor) (6.8.3) 


ee | < 10 (6. 8. 4) 


因而 (6. 8. 3) 式 右 端正 比 于 B? 的 项 可 以 略 去 ,得 


S 
H~ A (6. 8. 5) 


(6. 8.5) 式 右 端的 第 三 项 实际 上 就 是 轨道 磁 矩 与 外 磁场 的 相互 作 


p? 
用 能 U = 一 Mi .有 一 如 B.H, 一 起 - 十 Vr) 的 本 征 方程 为 
[ - 志 总 vV: 十 oo 一 下 .Wo (6. 8. 6) 


式 中 Vn = Ruzw 是 人 ,47, 人 ,的 共同 本 征 函 数 ,Es 是 本 征 值 ,如 
果 是 纯粹 的 库仑 场 , 则 能 量 = E, 只 与 主 量子 数 有 关 , 一般 情况 
下 ， 由 于 V(r) 是 屏蔽 的 库仑 势 ， 能 量 仅 依 赖 于 n,l 两 个 量子 数 ， 
E= E,。 


显然 ,由 于 是 上, 的 本 征 函 数 ,因而 ps 也 是 万 的 本 征 函 
数 ,相应 的 本 征 值 是 


Ew 一 五。 十 Sm 记 (6. 8. 7) 
mc 


(6. 8.7) 式 表明 ;加 上 外 磁场 后 ,对 m 的 2/ 十 1 度 简 并 被 消除 , 原 
来 的 EE, 能 级 分 裂 为 2 十 1 条 能 级 , 相 邻 两 个 能 级 之 间 的 间隔 是 
称 为 拉 摩 频率 ,光谱 线 在 外 磁场 中 的 分 


2m.c ” 
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让 wy -一 九 一 一 - wi 二 = 天 


裂 的 现象 称 为 塞 曼 效 上 应。 实验 上 , 钠 原 子 黄 线 在 强 磁场 中 的 分 裂 为 
简单 塞 曼 效应 提供 了 实验 证 据 。 实 验证 明 : 原 来 的 一 条 钠 黄 线 , 波 
长 4= 589. 3nm 分 裂 为 三 条 ,对 应 的 角 频 率 分 别 是 w,w 士 ww ,与 
(6. 8.7) 式 的 结论 一 致 。 

上 述 计算 中 并 未 考虑 电子 的 自 旋 。 现 在 考虑 电子 的 自 旋 。 泡 利 
方程 (6. 3. 28) 式 在 现在 情况 下 变 为 


2 
— vyHVY + EL tho)y = Ey (6.8.8) 


e 
2m.。 2m 


式 中 ,6. = I Be ' = 网 。(6. 8. 8) 式 可 以 分 解 为 两 个 方程 


a a es 
2m. 1 1 DC 1 1 


eB 
2772.C 


加 Vp 十 V(r)ys 十 (L, — Ah)ys = Ey, 


(6. 8. 9) 


比较 (6. 8.6) 及 (6. 8. 9) 式 可 见 , 相 应 的 能 谱 是 
ehB 


2m.c 


S, 二 廊 /2， Em = Ew 十 


(Ma 十 1)》 (6.8.10) 


ehB 


2712.C 


在 外 磁场 中 ,能 级 与 m 有 关 , 原 来 由 于 mx 而 引起 的 简 并 被 消除 ,而 
且 , 能 量 与 自 旋 有 关 . 图 6. 8. 1 表示 原子 从 2P 至 1S 态 的 跃迁 和 能 
级 的 分 裂 . 对 于 S 态 ,/ 二 =m 二 0, 原来 的 能 级 分 裂 为 两 个 ,分 别 相应 
于 S; 二 一雄/2 及 5S., = 二 十 廊 /2。, 对 于 卫 态 ,对 5S, 一 一 九 /2 时 ,分 裂 
为 三 个 能 级 ,对 S, = 妨 /2 时 ,也 分 裂 为 三 个 能 级 ,但 能 级 的 相对 位 
置 不 同 ,由 (6. 8. 10) 及 (6. 8. 11) 式 决定 。 但 由 于 偶 极 获 迁 的 选择 
定 则 由 坐标 矩阵 决定 ,与 自 旋 无 关 , 只 有 自 旋 量子 数 相同 的 能 级 才 
能 跃迁 .因此 仍然 是 原来 对 应 于 相同 $, 的 一 根 谱 线 在 外 磁场 中 分 
裂 为 三 根 谱 线 . 谱 线 的 角 频 率 是 
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S, 二 一 思 /2， Em 一 Ew + 


(Gm OO— 1) (6.8.11) 


se 1 


Am (6. 8. 12) 


(a) 磁场 不 存在 时 (2) 磁场 存在 时 
图 6. 8.1 在 强 磁场 中 的 5S 项 和 PP 项 的 分 裂 


式 中 一 “二 是 无 外 磁场 时 的 跃迁 频率 ,Am 一 mm 一 mm 是 


跃迁 中 磁 量 子 数 的 改变 .根据 选择 定 则 
Am 一 0, 士 1 (6. 8. 13) 


所 以 
eB 
A (6. 8. 14) 
2. 一 般 塞 曼 效 应 
在 强 磁场 下 ,不 考虑 自 旋 轨 道 耦合 ,原子 光谱 发 生 分 裂 的 现象 
称 为 简单 塞 受 将 应 或 正常 塞 曼 将 应 。 在 磁场 较 弱 时 ,要 考虑 电子 的 
自 旋 轨 道 耦合 能 的 贡献 ,这 时 原子 光谱 线 的 分 裂 现 象 , 称 为 一 般 塞 
曼 效应 或 反常 塞 曼 效应 .哈密 顿 量 为 
eB 


2772.C 


> 


加 A A A A 
一 六 (ZL 十 25,)++ Er)L.S 


(6. 8.15) 
式 中 (7) 工 .S 由 (6.7.5) 式 表 示 。 在 耦合 表象 中 , 令 7 一 人 5， 


《6. 8. 15) 式 可 表示 为 
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和 = 站 V+ + Er) 了 $+ 志 一 
(6. 8. 16) 


在 (6. 8. 16) 式 中 ,如 果 不 考虑 右 端 最 后 一 项 ,比较 (6. 8. 16) 式 及 
(6.7. 6) 式 后 可 知 ,这 时 可 以 用 和 处 理光 谱 线 的 双 线 分 裂 同 样 的 
方法 求 出 它 的 能 量 一 级 修正 和 有 零 级 波 函 数 . 由 于 这 时 的 守恒 量 仍 
然 是 ,J?,J,., 因 此 相应 的 波 函 数 仍 是 Ru(7)wjm(0,9) ,能 量 经 一 
级 修正 后 的 值 是 Ew 十 mj 娘 wi, 其 中 Ej 由 (6.7.19) 及 (6.7. 20) 


式 表示 ,mm 如 项 来 自 (6. 8.16) 式 中 的 总 小 .于 是 ,mm 的 简 并 由 
于 存在 mj 廊 wi 后 已 被 完全 消除 , 原来 的 Ew 能 级 进一步 分 裂 为 
2j 十 1 个 能 级 ,j = ! 土 1/2 是 半 奇 数 ,2j 十 1 是 偶数 ,Ew 的 能 级 
分 裂 为 偶数 个 Ew 能 级 。 

现在 考虑 (6. 8. 16) 式 中 的 最 后 一 项 .问题 在 于 少 = 人 十 $ 
二 2. 和 人 .项 中 的 人 ,人 与 算 符 人 . 不 对 易 ,因而 7 与 $; 也 不 对 


易 .存在 2 人, 项 后 , 少 不 再 守恒 ,7 不 是 好 量子 数 .这 种 情况 下 严 


格 处 理 比较 麻烦 。 若 引入 近似 ,在 磁场 足够 弱 的 情况 下 ,近似 认为 


A A 
(oo Slljm) ~ jdmonm lim| Slljm) (6.8.17) 


即 算 符 人 . 在 态 jijm) 所 张 的 子 空间 中 近似 对 角 化 。 利用 表 
a a ds On 
(6. 6. 1 ) 记 J1 为 注意 到 | 。| 一 民 |)= 四 ,得 


[i .| 
人 .| jm;) 5 | "mj 一 广 
Ne 0 和 
1’ nm ey 业 
2j I 2 


(6. 8. 18) 


358 


A 1. em 
p.m = 一 让 
/7 十 mj; 十 1 0 a 1 
27 十 2 [Yn 当 i 一 1 一 到 


(6. 8. 19) 
因而 矩阵 元 
m 
a i 当 j=l 二 +1/2 
om him = ee ee 1 (6.8.20) 
j++1 2 
满足 (6. 8. 16) 式 的 能 量 经 一 级 修正 后 的 值 是 
Ee 当 一 1 十 亏 
Enim 2 Ei; 十 1 
1) 当 j 一 /一 广 
(6. 8. 21) 
3Ps/2 ssEEEE2222- 0 
3P er 1 
3P /2 A 
589. 6nm 589. 0nm 
589. 3nm 
一 1/2 
有 0 
计 及 自 旋 轨道 耦合 加 胡 酸 场  . 思 
路 迁 选择 定 则 : 叉 二 土 1 了 
6.8.2 | Aj=0, 土 1 
Am, Fs 0， 主 下 
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(6. 8. 21) 式 给 出 的 钠 黄 线 的 反常 塞 曼 分 裂 如 图 6. 8. 2 所 示 , 相 应 
的 选择 定 则 是 4 = 十 1;4) 一 0, 十 1;Am), 一 0, 士 1。 


3 6.9 ”上 自 旋 单 态 和 上 自 旋 三 重 态 


前 面 两 节 讨 论 了 目 旋 和 轨道 的 耦合 ,研究 了 类 氢 原 子 的 精细 
结构 和 在 磁场 中 的 塞 曼 效应 。 在 这 一 节 里 ,我 们 将 讨论 两 个 自 旋 都 
是 1/2 的 粒子 , 自 旋 和 自 旋 之 间 的 耦合 。 它 适用 于 两 个 电子 的 看 
合 , 也 适用 于 一 个 电子 和 另 一 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 的 耦合 。 当 然 ， 
如 果 是 两 个 电子 ,还 要 考虑 全 同性 。 我 们 在 多 体 问 题 一 章 中 要 再 深 
入 讨论 这 个 问题 。 

当 两 粒子 体系 的 哈密 顿 算 符 不 含 自 旋 时 ,两 个 自 旋 为 1/2 的 
粒子 的 总 的 自 旋 波 函数 是 每 个 粒子 自 旋 波 范 数 的 乘积 

XCoessz) 一 Xo Gs) Xs (sw) | arm = 土 却 | (6.9.1) 


事实 上 ,利用 单个 粒子 的 自 旋 波 水 数 ,可 以 按 以 下 四 种 方式 构成 两 

个 粒子 的 总 自 旋 波 函数 : 
Xs = XI Si XL sz.) C0902 
et C07953) 

1 

8 人 1(Slz) -1(Sz=) 十 Xl S22 ) (Si (6. 9.4 
x FL AS Xd G30X 二 | 
1 
V2 
脚 标 S 表示 波 函 数 是 对 称 的 ,交换 两 个 粒子 ,将 s.: 变 作 5. 后 , 波 函 
数 不 变 号 。 脚 标 4 表示 波 函 数 是 反对 称 的 ,交换 两 个 粒子 ,将 s1. 变 
作 sx 后 , 波 函 数 反 号 。 两 个 自 旋 为 5 的 粒子 组 成 的 体系 具有 三 个 
对 称 的 自 旋 波 函数 ,是 自 旋 三 重 态 ,一 个 反对 称 的 自 旋 波 函数 ,是 


自 旋 单 态 。 
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X= EX 


现在 来 计算 看 合 表象 中 算 符 $? 和 3 的 本 征 值 . 令 S = 5 十 $s;， 


S, = $1: 十 Szz (6. 9. 6) 
S? = (8] 十 S? )? 31? 十 32 十 25] 。 5» (6. 9, 7) 
六 A 十 2[s17s2: 十 SlyS2y 二 SizS2z | (6. 9， 8) 
又 因 
A 万 10 111 声 | 0 万 
se 可 本 = 证 = $x We 
A 五 10 110 万 [1 nn 
0 a | We 
A a10 一 人 1 ifl0l Ai 
$= 让 天 
A 万 10 一 1\/0 ill | 
| 0 
(6. 9. 12) 
A 大 
SS XL = DA (6. 9.13) 
人 万 
oy A 一 一 FX- (6. 9.14) 
由 此 直接 给 出 
As _ 3 £2yd) A A 
S Xs Ea 2 广 Xs 十 A Ey (s1:) $2rXI (sz:) 


十 SyX1 Cs1s) szyXl Cs2.) 十 Si Cs1:) dig 


3 jy 十 2 ca 1 (S14. XL(s2.) 
DA A 


加 Ah? 
一 本 7 二 Si=)X- 二 (sz=) 十 TX |= 2 加 XS  《〈6. 9.15) 
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A A A 
SX 一 (Sie 十 Sa)X3(siz)X3 (Saz) = hhXS (6.9.16) 


类 似 的 计算 得 


A 
SX = 2 hx (6. 9. 17) 
A 
SXs =—— Xs (6. 9. 18) 
人 
SY 一 2 有 27Y) (6. 9.19) 
SXs 一 0 (6. 9. 20) 
人 
< 4 一 0 (6. 9. 21 ) 
A 
SXa=0 (6. 9. 22) 


综合 (6. 9.15) 至 (6. 9. 22) 式 得 出 ,S: 作用 在 对 称 波 函 数 Xf? ,X8 ， 
XS 上 时 ,其 本 征 值 均 为 2 如, 若 将 $ 的 本 征 值 表 示 为 sGs 十 1) 如， 
即 得 总 自 旋 角 动量 最 子 数 * = 1, 这 正 是 二 十 考 辜 合 的 结果 . 同 
理 ,将 8 作用 在 反对 称 波 函 数 X。 上 ,其 本 征 值 为 零 ,相应 的 s = 0， 
这 是 元 一 元 辜 合 的 结果 。 


但 是 ,应 该 指出 , 态 X$? ,XS 和 Xf? 是 不 同 的 。 表 现在 4. 作用 在 
这 些 波 函数 上 时 ,分 别 得 出 太 , 一 万 ,0 三 个 不 同 的 值 .这 表示 虽然 两 
个 自 旋 平 行 ,但 对 这 三 个 态 各 有 不 同 , 在 Xx? 态 ,两 个 粒子 自 旋 不 
但 平行 ,而 且 都 平行 于 > 轴 , 它 们 的 方向 都 朝 上 ,在 Xf? 态 , 两 个 粒 
子 自 旋 也 平行 ,但 都 反 平行 于 x 轴 , 它 们 的 方向 都 朝 下 ,在 Xf? 态 ， 
两 个 粒子 虽 则 仍然 平行 ,但 合成 后 的 总 自 旋 角 动量 与 = 轴 垂 直 . 对 
于 Xa 态 ,由 于 $? 和 4. 的 本 征 值 均 为 零 , 因 此 两 个 粒子 的 自 旋 是 反 
平行 的 ,它们 的 总 自 旋 为 零 。 

图 6. 9. 1 是 两 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 自 旋 角 动量 耦合 的 形象 化 
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rE eee ee per OEE OO ee Ve br en 


的 示意 图 .在 图 中 ,用 沿 锥 面 旋转 的 矢量 来 表示 4. 的 本 征 态 。 矢 量 
沿 之 轴 的 投影 等 于 定 值 ,但 沿 Ty 轴 的 投影 却 不 固定 ;表示 Sr,S, 


没有 确定 值 . 这 种 表示 的 好 处 之 一 在 于 可 以 较 形 象 地 将 全 ,人 ,4. 
这 三 个 算 符 的 不 对 易 性 表示 出 来 ,图 中 的 (a),(b),(c),(d) 分 别 
表示 Xs ,Xs ,X8 和 Xa 态 。 前 三 个 是 三 重 态 ,Xs 是 单 态 。 


地 宁 - 孕 可 


TA A" 
仿 TI | 又 一 
全 


7 全 


(a)、(b)、(c) 为 自 旋 平行 的 三 重 态 
(d) 为 自 旋 反 平行 的 单 态 
图 6. 9.1 两 个 电子 自 旋 组 合 的 四 种 可 能 态 


一 (d) 


36.10 转动 算 符 


在 量子 力学 中 ,转动 实际 上 是 个 么 正 变换 。 由 于 转动 须 满足 两 
次 相继 的 转角 为 2. ,2 的 转动 与 一 次 转角 为 0 == 9, 十 2 角 的 转动 
相同 ,因此 转动 算 符 Ux 可 表示 为 ”. 
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Un 一 exp| 一 元 mg (6. 10. 1 ) 


式 中 是 转轴 上 的 单位 向 量 ,0 是 转角 ,J 是 角 动 量 , 在 .用 和 J 表象 
中 ,Ux 的 矩阵 表示 是 


Se 19| 


Don(R) = Cjm' Urljm) = (jm' lexp| 一 二 


(6. 10. 2) 

如 果 转 动 是 绕 z 轴 进 行 的 , 即 转动 轴 就 是 z 轴 , (6. 10. 2) 式 简 化 为 
熟悉 的 形式 

DO ee 0, (6. 10. 3) 


如 果 转 动 是 无 穷 小 转动 , 即 当 0 < 1 时 ,车 记 6 三 0n, 利 用 公式 
(6. 5. 9),(6. 5.12),(6.5. 21),(6. 5. 22) 式 ,可 将 (6. 10.2) 式 写 成 


Di 二 六 二 £2 /Om OTFm i ID. 
_ /FHFm I mt 1 — iemo,, 


(6. 10. 4) 


从 (6. 10. 4) 式 可 以 看 出 ,希望 进一步 把 所 有 转动 矩阵 都 对 角 化 是 
不 可 能 的 。 因 为 如 果 想 把 J = 二 《J 十 J_)/2 对 角 化 ,J 就 不 可 能 
对 角 化 ; 想 把 J 对 角 化 ,7;,J, 就 不 能 对 角 化 ,因为 这 些 算 符 之 间 
相互 不 对 易 。 对 于 一 个 给 定 的 j 说 来 ,(6. 10.4) 式 的 转动 群 的 表示 
是 个 不 可 约 表示 。 

现在 来 看 转动 算 符 的 矩阵 表示 Di 和 球 谐 函 数 的 关系 。 若 J 
就 是 轨道 角 动量 工 ,J. 就 是 工 .,L,L, 的 本 征 矢 是 


[lm) = Y,,(0,9) (6. 10. 5) 
经 过 一 个 转动 后 ,也 . 本 征 矢 | 人 zy》 变 成 另 一 个 工 , 本 征 矢 |lm》' ,x 
轴 是 从 z 轴 经 转动 后 得 出 的 轴 , 有 
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[lm)’ = Urllm) = >) | Dn CR) (6.10.6) 


FE 


或 者 写成 


Ym(0,¢) = > (0,9) Dsn (R) (6. 10. 7) 


mm 二 一 {i 


利用 吕 和 矩阵 的 乏 正 性 可 将 (6.10.7) 式 反 解 成 


t 
7m(0,J = Dy Do (RYm (0d) (6.10.8) 


m=—!{ 


考虑 在 新 的 xz 轴 中 9 二 0 的 情况 .如 图 6.10.1, 利 用 球 谐 函 数 的 公 
式 


2/ 十 1 
4 区 


Yn (0,9) = Co (6. 10. 9) 


及 (6. 10.8) 式 , 得 


Di (R) = Yi (B,a) (6. 10, 10) 


Bb,a 是 新 x' 轴 在 旧 坐 标 系 中 球 极 坐 标的 方向 角 。(6. 10. 10) 式 表示 
D 和 窍 阵 与 球 谐 函 数 的 关系 ,利用 它 , 可 以 得 出 一 些 球 谐 函数 的 关系 
式 。 如 对 m = 0, 由 (6.10.7) 式 得 


Yu ,9 ) = 


4 一 
Ym O00, PDYE PB,a) 
27 十 1 之 i { 


(6. 10. 11) 


等 等 。 
进一步 ,我 们 来 讨论 两 个 转动 矩阵 Da CR) 和 D(R) 的 直 积 。 
显然 , 它 直 接 和 两 个 角 动 量 帮 和 J 的 合成 == 儿 十 J 相 联 系 。 按 
照 Dn x D 直 积 的 定义 , 态 矢 量 的 转动 必然 在 (2 十 1)(2js 十 1) 
维 空间 中 进行 。 而 7 的 取 和 值 只 能 是 方 十 js 广 十 如 一 1，*…， 
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6. 10.1 ”两 个 坐标 系 间 的 关系 
17 一 7 ,因此 在 耦合 表象 中 Di 和 Di 的 直 积 总 可 表示 为 


Dt 0 
0 Driitie~! 


Dn x Diz 一 (6. 10. 12) 


oA 
矩阵 Dr 和 D2 表示 在 无 耦合 表象 基 矢 |j1 ,mi ,ji,m，〉 中 的 转动 ， 
象 的 基 拓 和 无 耦合 表象 的 基 矢 是 通过 克 莱 布 希 - 高 登 系数 相互 联 
系 的 .因此 (6. 10. 12) 式 也 可 通过 克 莱 布 希 - 高 登 系数 表示 成 
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ee 


有 1 十 7 


De (ROD (R) = 2 2 (ji 911 372572 | 71 27 7) 


j= [jl mm 
X Cjism1 9 jz m2 | 719 T7297 Dn CR) (6.10.13) 
(6. 10. 13) 式 称 为 克 莱 布 希 - 高 登 系数 。 利 用 克 莱 布 希 - 高 登 系 
数 的 正 交 关系 式 和 DD 矩阵 的 么 正 条 件 , 也 可 将 (6. 10.13) 式 改 写 
成 
DCG 元 矶 | 而 ja js ms D3, (R) 


my 


一 > Di (RC »701 9 J2 97712 BA »J29]3 mm) Ds (8) 
wh st 


(6. 10. 14) 


最 后 讨论 波 函 数 、 平 均值 、 算 符 在 转动 时 的 变化 ,对 态 矢量 y 
作 一 个 转动 R, 相 当 于 对 态 y 作 一 个 么 正 变换 Uk 使 它 变 成 态 几 


y =Uny (6. 10. 15) 


记 矢 量 算 符 4 的 三 个 分 量 为 Ai(i 一 1,2,3)。4 在 转动 前 后 两 个 态 
和 中 的 平均 值 是 


3 
j=1 


其 中 R 是 转动 在 第 卡 儿 坐标 系 xz,y,z 中 的 实 正 交 矩阵。 将 
(6. 10. 15) 式 代 入 (6. 10. 16) 式 , 注 意 y 态 本 身 是 任意 的 态 矢 量 ， 
得 


3 
Urr AURS. > Rd (6. 10. 17) 
7 一 1 
如 果 转 动 是 个 无 穷 小 转动 , 则 (6. 10.1) 式 变 为 
Ur = 1— Ze*J (6. 10. 18) 


而 无 穷 小 转动 矩阵 可 写成 
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R,; = 0,; 十 Eij (6.10.19) 


由 于 R;, 是 正 交 和 矩阵 
DS RR = Os (6. 10. 20) 
2 = cr)(Ou 十 E1j;) 一 0x 《6. 10. 21) 
得 
Ex 十 Ei 二 0 (C6. 10. 22) 


即 &; 是 个 反对 称 的 矩阵 。 将 (6.10.18) 和 (6. 10. 19) 式 代 入 
(6. 10.17) 式 , 得 出 


EEE 


(6. 10. 23) 


由 于 Eij 有 反对 称 ， 可 令 612 一 一 6823 一 一 eg 一 一 Ey， 而 将 
《6. 10. 19) 式 的 矩阵 尺 写成 


R= | e 1 一 €, (6. 10. 24) 


(6. 10. 23) 式 变 为 


1 
[二 


Al 1 el = 4 一 ed 十 e4， 
(6. 10. 25) 

4G,J,A) 表示 (1,2,3) 循环 坐标 ,比较 (6,10,25) 式 的 两 端 ,准确 到 
O(e), 得 

AJ, — J,A,=inA, 

A,J, — J.A,= i#A, (6. 10. 26) 

A.J, — J.A,=i#nA, 
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将 向 量 4 看 成 坐标 r 或 者 p,(6. 10. 26) 式 正 是 我 们 熟悉 的 角 动 量 
J 和 r, 或 者 和 op 的 对 易 关 系 。 

以 L 及 [让 分别 左 乘 和 右 乘 (6. 10. 17) 式 两 端 ,再 利用 矩阵 
Ri 的 正 交 性 质 , 可 将 (6.10. 17) 式 写 成 


3 
UrArUR = > AR (6. 10. 27) 
i=1 


引入 由 hx 经 转动 后 得 出 的 新 算 符 4',, 令 


A', 二 一 UrAUR (6. 10. 28) 


由 (6. 10. 15) 式 ,显然 有 ,Ai 在 转动 后 的 态 内 的 平均 值 和 Ai 在 转 
动 前 的 态 y 的 平均 值 相等 


‘yA = (Vy|AiIy) (6. 10. 29) 


公式 (6. 10. 27) 可 以 推广 到 张 量 算 符 的 情况 .如 果 了 !，,(q 一 一 4， 
…,&) 是 个 张 量 算 符 , 则 它 在 转动 中 的 变化 是 


& 
UrTIUF = > 人 TY DY (R) (6. 10. 30) 
二 一 此 


8$ 6.11 阿 哈 妇 诺 夫 - 玻 姆 效应 


在 量子 力学 中 , 波 函 数 振幅 的 重要 性 是 熟知 的 ,因为 按 玻 恩 统 
计 和 解释 : 波 孙 数据 幅 的 平方 给 出 粒子 出 现 的 几率 密度 ,但 波 函 数位 
相 的 重要 性 却 还 有 待 于 进一步 阐述 ,。 阿 哈 开 诺 夫 - 玻 姆 
(Aharanov-Bohm) 效应 是 第 一 个 通过 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 站 
明 波 函数 位 相 重 要 性 的 效应 ,而且 , 通 过 这 个 效应 ,还 充分 表现 了 
电磁 场 的 矢 势 4 和 标 势 $ 的 重要 作用 。 

讨论 如 图 6. 11. 1 的 双 甸 衍射 实验 ,为 方便 起 见 , 选 单位 声 = < 
二 1。 从 光源 发 出 的 电磁 波 从 路 径 1 到 达 感 光 屏 上 , 波 函 数 和 它 的 
位 相 变 化 是 
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. 2rc。 .2xd,l 
i + i (6.11.1) 


expip *r oc exp 


6.11.1 双 绒 行 射 实验 


式 中 


A 2 


Bd (6. 11. 2) 


是 德 布 罗 意 波长 . 另 一 方面 ,从 光源 发 出 的 电磁 波 从 路 径 2 到 达 感 
光 屏 上 时 , 波 函 数 和 它 的 位 相 变化 是 


两 条 路 径 之 间 的 相对 位 相差 是 
ek (qd, ey (6. 11. 3) 


因此 在 屏 上 的 给 定点 的 波 函 数 的 形式 必然 是 
d;— di 
A 


% cc | 1 二 expi2x (6. 11. 4) 


\ 


强度 是 
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人 Ci 和) 


( ( 


= 


X (6. 11. 5) 


ipl? ec | 加 |24cossr e 


而 由 图 6.11.1 可 见 


2 
d; = 十 [3 十 下 NT 


2 J 
5 Fsing (6. 11. 6) 
3 Ss6 
d = NE+[s— 3 Eg ene 
1 2 2 /了 2 十 ,92 
= Vi 十 49: 一 Tsing (6.11.7) 


因而 ,如 果 用 角 2 和 两 矣 间距 9 来 表示 ，, 屏 的 电磁 波 的 强度 分 布 的 
衍射 花样 是 


1(0) = 47ucos2rr0 a (6.11. 8) 
7。 实际 上 等 于 只 开 一 个 单 颖 时 的 强度 .这 是 按照 波 函数 统计 解释 ， 
屏 上 强度 分 布 的 一 个 一 般 熟 知 的 结果 。 
现在 将 一 个 无 穷 长 的 螺 线 管 垂直 地 放 在 路 径 1 和 2 所 包围 的 
空间 中 (如 图 边框 所 示 ), 考 察 由 于 放 入 螺 线 管 后 衍射 花样 的 变化 。 
由 于 螺 线 管 无 限 长 ,因此 在 螺 线 管 外 磁场 为 零 . 但 矢 势 4 不 为 零 。 
设 螺 线 管 的 半径 为 尺 , 和 磁场 强 度 为 了 3, 沿 z 轴 放置 . 选 柱 坐 标 人 ,9， 
zx), 矢 势 可 以 写成 


A= (6.11.9) 


?表示 9 方向 的 单位 矢量 。 磁 场 强度 是 
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pe 2 
0 
(6. 11. 10) 


现在 考虑 放 入 螺 线 管 后 对 电子 波 函 数 的 影响 .在 有 电磁 场 存在 时 ， 
动量 p 一 p 十 e4, 在 沿路 径 1 的 波 函 数 和 它 的 位 相 变化 是 


ex [ 人 (db 人 ie| 4 dx | 


沿路 径 2 是 


exp| A(d, 十 d,) 十 ie| 4 。 dz | (6.11.11) 


因而 沿 两 条 不 同 路 径 到 达 屏 上 同一 点 的 位 相差 是 


+tie|A.dz— |Adz| 
2 1 


= exp | i2x we = a 十 ie 中 。 dz | 《6. 11. 12) 


exp |izx 


比较 (6.11. 3) 和 (6.11. 12) 式 可 见 , 加 入 螺 线 管 后 位 相差 增加 了 
一 项 


adz a | Sy je . d$ 一 BrRz (6. 11. 13) 
这 一 项 就 是 磁 通 量 。 从 而 使 强度 分 布 的 衍射 花样 变 成 
a 4locos’| 庆 Ssing 0 3BrR’ | (6. 11.14) 


由 于 存在 非 零 的 失势 4 而 引起 的 衍射 花样 的 变化 是 阿 哈 朗 诺 夫 和 

玻 姆 首先 发 现 的 ,目前 , 阿 哈 朗 话 夫 - 玻 姆 效应 已 被 许多 实验 验 

证 。 阿 哈 朗 诺 夫 - 玻 姆 效应 阐明 了 两 个 问题 :一 是 量子 力学 中 波 孔 

数 的 位 相 绝 不 是 无 关 重 要 的 . 它 具 有 可 以 测量 的 物理 效果 ;二 是 电 

磁场 的 矢 势 和 标 势 4. 绝 不 是 简单 的 仅 为 理论 处 理 方便 而 引入 的 
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1 六 12 | 


[到 二 办 皇 


量 , 它 具有 物理 实在 性 .从 量子 力学 的 水 平 上 看 ,描述 电磁 场 ,只 用 
电场 强度 E 和 磁场 强度 B 是 不 够 的 ,因为 在 B= 0,E = 0 的 区 域 
仍然 有 可 观测 的 物理 效应 ,和 撩 势 4 的 物理 效应 在 量子 意义 下 是 可 
观测 的 。 


836.12 贝 利 位 相 


阿 哈 朗 诺 夫 - 玻 姆 效应 揭示 了 波 函 数位 相 的 重要 性 。 近 年 来 ， 
贝 利 (Berry) 提出 的 贝 利 位 相 则 更 进一步 揭示 了 量子 力学 中 除 动 
力学 相 因子 外 ,还 具有 贝 利 的 拓扑 相 因 子 。 因 此 , 波 函 数 的 位 相 和 
振幅 一 样 ,在 量子 力学 中 都 是 十 分 重要 的 。 

考虑 含 时 间 的 哈密 顿 量 有 HC) 


HQ) = H+ UW) (6.12.1) 


由 于 石 显 含 i, 因 此 这 不 是 定 态 ,不 能 简单 地 归结 为 本 征 方程 的 求 
解 问题 .为 解决 这 类 问题 ,一 般 只 能 构造 与 时 间 有 关 的 瞬时 本 征 态 
|p.《2)) 和 瞬时 本 征 值 ,Cz) ,因为 固定 了 一 个 瞬时 上 后 ,这 就 自然 
变 成 本 征 值 问题 了 , 令 1y,Q()〉 和 EE,(z) 满足 


HGQ) YC) = EC) 19,0))» (6. 12. 2) 
对 于 任何 时 间 上 的 波 函 数 |y()) ,应 由 薛 定 廖 方 程 


1 > 一 HO) yn)) (6. 12. 3) 
决定 .将 1y(2)) 按 瞬时 本 征 函 数 系 |y,(z)〉 展开 
PODE DAGITAGY (6. 12. 4) 
后 ,将 (6.12. 4) 代入 (6. 12. 3) 式 得 
SBCIAGIIAGPE IAAOIDAGDE BNAGI AGOLA 


(6. 12. 5) 
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定义 


b,(t) 一 cv(t)exp| 一 到 | E(t yae | (6. 12. 6) 


以 便 将 和 能 量 有 关 的 动力 学 相 因 子 分 离 出 来 , 由 (6.12.5) 和 
(6. 12. 6) 式 得 c,(t) 满足 的 演化 方程 是 


2500 =— Betexp[—E] de Boe) 一 已 如 
x (8) /9 2)) (6. 12. 7) 
由 归 一 条 件 
(p(t) pt))= 1 (6. 12. 8) 
得 
0= (pp) + GN G0) = 2Re lp, 0) | bl)) 
(6. 12. 9) 


因此 它 只 是 个 纯 虚 数 , 用 和 (5.1. 20) 式 相 同 的 讨论 , 它 只 说 明 在 
瞬时 本 征 态 的 定义 中 存在 一 个 任意 位 相 。 如 果 略 去 这 个 位 相 , 就 相 
当 于 在 (6. 12. 7) 式 的 求 和 中 略 去 到 = n 的 项 ,当然 这 个 位 相 是 重 
要 的 ,我 们 以 后 还 会 作 专门 讨论 .现在 先 略 去 这 个 位 相 , (6. 12. 7) 
式 变 为 


c(t) 一 一 > cexp| 一 天 | de (E(t') 一 EC ) | 
mn 二 
X〈 几 (| 加 CD)》 (6. 12. 10) 
另 一 方面 ,在 (6.12. 2) 式 两 边 对 时 间 微 商 后 可 得 


UO Se HD DY BV ET 
(6. 12. 11) 


于 是 有 
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(g(t) |U CG) 1galt)) 


(pC2) [g(t)) = Fa EG 


m 关 n 
(6. 12. 12) 
以 及 
Ne Derp[ | (ED — Et)) | 
(DU 04) 10)) 
E,(t) — En,(t) 
方程 (6. 12. 13) 可 以 用 逐步 迭代 的 方法 求解 


义 (6.12. 13) 


cat) = c(t;) 十 Zn) | ,dt exp[— | de (El 一 E,(t")) 
(gE VIU (£° ) | Yn Ct’ )» 

E(t ) 一 五 。(t ) 
这 个 展开 式 在 TT，AE 守 1 时 (TT 是 VQ) 的 时 间 标 度 ) ,近似 地 有 解 
Calt) A calti)[1l + Olexp(— TAE))] (6.12.15) 


因此 若 体 系 在 时 刻 坏处 在 瞬时 本 征 态 pC)) 中 , 即 c,(s;) = 66, 则 
在 后 一 个 时 刻 i, 体 系 将 处 在 态 


a (6.12.14) 


[gc yexp| = Fd Eee) (6. 12. 16) 


这 个 态 是 同样 的 瞬时 本 征 态 ,但 乘 上 一 个 动力 学 相 因子 。 这 个 结果 
称 为 绝热 定理 , 它 在 了 足够 大 ,使 得 妃 随时 间 变 化 的 时 间 标 度 远 
大 于 量子 力学 本 征 振荡 周期 时 成 立 。 

现在 讨论 在 上 述 计算 中 , 除 动力 学 位 相 外 ,在 (6. 12. 10) 式 被 
略 去 的 另 一 个 位 相 。 

考虑 一 般 情况 下 的 哈密 顿 量 及 , 设 妃 依赖 于 大 个 与 时 间 有 关 
的 参数 R 


H=H(R(D) (= 1,2,.",k) (6.12. 17) 
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如 果 是 个 变化 的 磁场 ,Ri(i = 1,2,3) 就 是 矢 势 4。 设 参数 Ri(z) 的 
时 间 变 化 率 远 慢 于 AE,(z) ,满足 绝热 定理 的 条 件 ,体系 在 初始 时 
刻 t 时 处 在 瞬时 本 征 态 (x,) , 按 绝热 定理 ,在 时 刻 t, 除 相 因子 
外 , 体系 差不多 处 在 瞬时 本 征 态 J(x ,ts) 。 现 在 仔细 考虑 原来 被 略 
去 的 相 因子 。 薛 定 请 方程 是 


i = HOR,()) $x) (6. 12. 18) 


定义 


PX) A px,t)exp| 一 去 | dzt' E(t' ) | a, (zt) 
(6. 12. 19) 
代入 (6. 12. 18) 式 , 利 用 (x,t) 是 五 的 瞬时 本 征 态 得 


iA[g, Cx sb)as dt plxst)a,] = 0 (6. 12. 20) 


由 归 一 条 件 
(内 (| 内 (zt 一 (gt $x,t)) = 1 (6.12.21) 
得 
Qnr(t)GC。 (£) 十 Co (t)a.(t) 一 0 (6. 12. 22) 
这 意味 着 a.() 只 能 是 个 简单 的 位 相 因子 
Cn(t) = expiy,(t) (6. 12. 23) 


代入 (6. 12. 20) 式 后 得 
7 (1) 一 ij zz x,t) px st) (6. 12. 24) 


由 于 的 时 间 依 赖 关 系 只 是 通过 参数 R(t) 得 来 ,车 R; 与 时 间 无 
关 , 是 常数 时 ,y 也 与 时 间 无 关 , 因 此 可 将 y,(x,t) 写成 《x,t) 三 
Cx ,R(t)) ,而 将 (6. 12. 24) 式 改 为 
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思 G) = ildsr DY Ge ROD) Kr RD RG) 
(6. 12. 25) 
将 R() 写成 一 个 列 矩 阵 


(6. 12. 25) 可 写成 


Yl) = ilns RG)) TrlnsRG)) RG) (6.12.26) 


必须 指出 ,过 去 长 期 以 来 ,人 们 只 注意 (6. 12.16) 式 的 动力 学 位 
相 , 而 往往 把 另 一 个 位 相 为 略 去 , 认为 只 须 重新 定义 本 征 态 
In,R(2)) 后 ,就 可 以 把 这 个 位 相 吸收 进去 而 不 引起 其 他 影响 ,这 
实际 上 只 是 一 种 误解 .1984 年 , 贝 利 证 实 这 个 位 相 是 个 可 观测 量 : 
当时 间 的 演化 将 参数 R 带 回 到 它 原来 的 出 发 点 时 , 即 当 


R(1,) = R(t) (6. 12. 27) 


时 , 态 矢量 |n,R(z,)) 将 和 |n,R(z,)， 相干 .而 闭合 回路 的 位 相 


y, = id RO) nsRO) | Tan, RO)) 


a ha Rin, RCO) | Van, RG)) (6. 12. 28) 
称 为 贝 利 位 相 , 是 个 可 观测 量 , 为 进一步 阐明 7 的 物理 意义 , 记 
AC(R) = insR| VansRG)) (6. 12. 29) 
则 
rs b ARdR (6. 12. 30) 
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这 实际 上 是 个 矢 势 的 通 量 。 若 重新 定义 态 撩 量 的 位 相 为 
|n,R) —> expi$(R) |n,R) (6. 12. 31) 
则 
A(R) — A(R) 一 VR8CR) (6. 12. 32) 


(6.12. 32) 式 相 当 于 一 个 规范 变换 。 一 个 可 观测 量 并 不 依赖 于 规 
范 的 选取 ,实际 上 ,这 时 有 


we bh ARAR 到 | S(T xX 4(CR)) > 


|asv x (CAR) — YagCRD)) = |dS Y x 4(R) 
(6. 12. 33 ) 


7, 确实 不 变 。 这 说 明 贝 利 位 相思 确实 是 个 可 观测 量 。 而 7, 实际 上 
是 场 B(R) = 二 Vk X 4(R) 的 通 量 .在 有 场 源 存在 时 , 场 BCR) 具有 
非 平庸 的 结构 ,而 贝 利 位 相 就 是 这 些 源 的 通 量 .对 比 本 节 和 上 一 节 
可 以 看 出 , 贝 利 位 相 给 出 了 阿 哈 朗 诺 夫 - 玻 姆 效应 更 一 般 的 形式 ， 
它 不 局 限于 电磁 场 。 


" § 6.13 真空 的 能 量 和 卡 什 米 效应 


本 章 已 经 对 在 量子 力学 中 电磁 场 的 许多 性 质 作 了 阐明 ,讨论 
了 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 时 出 现 的 朗 道 能 级 、 阿 哈 朗 诺 夫 - 玻 
姆 效应 、 贝 利 位 相 、 塞 曼 效 应 等 许多 重要 的 物理 现象 .在 本 节 中 我 
们 还 要 从 量子 力学 出 发 ,探讨 一 下 电磁 场 本 身 , 指 出 一 些 用 经 典 的 
电磁 理论 根本 无 法 理解 的 性 质 : 即 电磁 场 的 真空 具有 能 量 ,而 且 这 
个 真空 能 量 会 导致 一 些 可 观测 的 物理 效应 。 

考虑 一 个 辐射 的 电磁 场 。 按 照 普 朗 克 和 爱 因 斯 坦 处 理 黑 体 辐 
射 时 的 观念 ,辐射 场 可 以 看 成 是 光子 气 ,而 光子 气 可 以 看 成 是 由 辐 
射 源 的 简 谐 振动 ,振子 在 不 同 的 能 级 中 的 跃迁 产生 的 .辐射 场 的 蛤 
密 顿 算 符 是 
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= | PE > 万 [aian 十 一 3 (6. 13. 1) 


4 表示 光子 的 两 个 不 同 的 偏振 方向 ,光子 的 真空 态 10) 显然 由 
a an|0) 二 0 决定 ,因此 辐射 场 的 真空 能 量 是 


Hl|0) = Gr Dk) > (6. 13. 2) 


由 于 每 个 振动 模式 都 有 零点 能 亏 廊 存在 ,因此 积分 后 整个 场 的 


零 点 能 即 真空 能 量 是 发 散 的 ,这 个 结果 在 经 典 电磁 理论 中 当然 是 
没有 的 .严格 说 来 ,要 处 理 这 个 发 散 问题 ,需要 将 辐射 场 量 子 化 后 ， 
用 量子 场 论 中 的 重 整 化 方法 .我们 这 里 不 来 详细 讨论 这 些 问题 ,而 
只 准备 讨论 一 个 由 于 存在 这 种 真空 能 量 而 带 来 的 可 以 直接 从 实验 
观测 的 物理 结果 一 一 卡 什 米 (Casimir) 效应 。 

想象 将 一 对 距离 为 a 的 平行 板 电 容器 放 在 辐射 电磁 场 中 , 只 
考虑 那些 满足 在 平行 板 的 表面 上 的 电场 强度 Ey 为 零 的 边界 条 件 
下 的 振动 模式 。 选 垂直 于 平行 板 表 面 的 方向 为 z 方向 , 则 在 这 个 方 
向 上 传播 的 波长 是 从 0 到 2a。 由 于 每 一 个 允许 的 振动 模式 都 有 一 


个 零点 能 二 万 w, 因 此 两 个 平面 间 的 总 能 量 为 


U(a) = BD) Fh (6. 13. 3) 

若 增 大 两 个 平行 板 之 间 的 距离 ,所 容许 的 振动 模式 增多 ,U (a) 将 

随 a 的 增 大 而 增 大 .同样 若 减 小 两 板 之 间 的 距离 , 则 能 量 也 将 减 

少 。 0 种 吸 

引力 : 

9E(a) 

9a 

我 们 可 以 通过 实验 上 测量 这 种 力 而 证 实 存在 真空 能 量 。 

现在 来 定量 计算 这 种 力 的 大 小 .在 zx,y 方向 的 波 数 .,k, 没 有 
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F 一 一 (6. 13. 4) 


限制 ,从 一 oo 到 十 oo 连续 变化 , 它 相应 的 态 密度 是 4| 9s,4 
是 平行 板 的 面积 ,在 z 方 向 ,由 边界 条 件 E(o) 一 E(a) 一 0, 有 


Eccsimz, k= ,n=1,2,) (6.13.5) 


振动 频率 是 
wi 一 5 好 十 妇 十 | 至 | 一 cl (6. 13. 6) 
零点 运动 的 总 能 量 是 
ee > Gr Bh = Ena > | te 
(6. 13.7) 


(6.13.7) 式 中 的 2 表示 对 于 每 个 振动 模式 有 两 个 垂直 的 偏振 方 
向 ,定义 k= VA2 十 有 2 ,有 Ad& = wdw,(6.13,9) 式 为 


UC) = A 5 | -ordo (6. 13. 8) 
姻 一 二 a 


U (a) 是 个 发 散 的 积分 .为 得 出 收敛 的 结果 ,在 被 积 函 数 乘 上 切断 
因子 e ”再 作 积分 ,得 


ox de 下 
hcAd’ Si 1 eS ( 
a 之 cexPp 6. 13. 9) 
完成 上 式 的 求 和 后 ,得 
cA d: 1 ] 
Ela) 一 -77 ge | 1 (6. 13. 10) 
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现在 来 计算 当 e 很 小 的 极限 下 上 式 的 结果 。 利 用 展开 式 


1 NT 
Re 之 ,5.7 (6.13.11) 


式 中 B, 是 伯 努 利 (Bernoulli) 数 。 单 位 面积 的 能 量 是 


了 7 二 全 
NS x de ell+t+ DB 


各 ni 


7 
=hc|3B, i — (+B)+B :+ | 


(6. 13. 12) 
可 以 证 明 , 切 断 因 子 并 不 影响 力 的 计 
算 。 为 说 明 这 个 问题 ,想象 把 这 个 平 | 一 工 一 ~ 
行 板 放 在 另 一 个 距离 为 2L 的 平行 板 
电容 器 中 ,如 图 6. 13.1, 定义 


i 6. 13. 1 ”两 平行 板 电 容器 
Ci 一 一 ES (6. 3.13) 的 套装 示意 图 
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二 
-ic|zcu 十 3C 1 十 C2la - a 3 | (6. 3. 14) 


[一 
当世 一 co 时 ， 
VCe) _ Ca 
大 < = const 十 (6.3,15) 
万 c4 
记过 2 A Coa Te 
a a 
注意 B, == 50, 最 后 得 出 
下 一 一 石和 (6. 3. 17) 


这 个 结果 与 切断 因子 无 关 。 事 实 上 ,切断 因子 的 依赖 关系 只 影响 整 
个 能 量 标 度 , 上 面 的 计算 手续 类 似 于 量子 场 论 中 的 重 整 化 和 正规 
化 手续 ,目的 在 消除 发 散 。(6. 3.17) 式 中 的 负 号 表示 吸引 力 。 平 行 
板 电 容器 在 辐射 场 真 空 态 中 存在 吸引 力 的 现象 称 为 卡 什 米 效应 。 
卡 什 米 能 量 和 卡 什 米 力 都 已 被 实验 证 实 。 


本 章 小 结 


1. 电子 具有 自 施 ,电子 自 施 算 符 S 一 -2 c, 满 足 对 易 关系 : 


SxXS=ihs, oxXo= 2i0, 
后 i ee 时 时 和 一 
SA = S, a or 二 0 二 0. 二 1。 
"是 泡 利 矩阵 ; 
人 
CI 一 COy » ， gz 一 o 
0 0 一 1 
1 
2. .的 本 征 函 数 在 5, 表象 中 是 好 一 | ,| ,X= | ] ,两 电子 体系 的 自 放 


函数 有 单 态 , 它 的 总 自 旋 S = 0, 是 到 对称 态 ;还 有 三 重 态 , 它 的 总 自 旋 S 
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1 ,是 对 称 态 中 


. 一 个 带电 为 e 的 粒子 在 电磁 场 中 的 哈密 顿 量 是 


7 由 2 
H= (Pp ~ 4) 二 e$ 


”电子 的 泡 利 方程 是 


6. 1 


6. 2. 


6. 3. 


Hp= [二 (p+ £4) -+U+ 训 0.8] 


2m 


.带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 是 量子 力学 的 一 个 重要 课题 。 朗 道 能 级 、 塞 曼 效 


应 、 阿 哈 朗 诺 夫 - 玻 姆 效应 、 贝 利 位 相 、 卡 什 米 效 应 等 量子 力学 的 理论 结果 
都 已 被 实验 证 实 。 


对 易 的 算 符 , 其 共同 本 征 函 数 系 构成 的 表象 是 无 耦合 表象 , 基 矢 是 
[jsjzas1m2) 。 由 9,2,J?,J: 四 个 算 符 的 共同 本 征 函 数 构成 的 表象 是 朱 
合 表 象 , 基 矢 是 | 六 ,ji,j,m) ,两 个 表象 之 间 的 变换 系数 是 克 莱 布 希 - 高 登 
系数 ,满足 


| 77 7 》 一 > ism Fam 一 misma om 一 mi | sf2 1m) 
2 


J 三 广 十 jzr 几 十 J 一 1，…，| 7 一 瑚 | 


m= m+ zzz。 
习 题 


.如果 是 ,的 本 征 态 , 满 足 本 征 方程 Lp 二 mr yy, 现在 将 z 轴 转 一 个 
角度 9, 变 成 z' 轴 , 求 证 ， 

(Ls) = mA cosl 
求 自 旋 角 动 量 在 任意 方向 n( 方 向 余弦 是 cosa,cosB,cos7) 的 投影 $, = 
Sicosa 十 SycosB 十 Sicos? 的 本 征 值 和 本 征 函 数 。 
求 下 列 状态 中 算 符 玉 ,J.(J = 二 工 十 5) 的 本 征 值 ; 
(DD b= X41(S.)Y1(0,9) 


(ii gy = -二 (1V 2 XSIY(0,D + XFCSOYN 0) 
Y 3 


Gi) p= 一 二 (V 2 XHSIF, (09 + XS F109) 
Y 3 
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《iv) 内 一 X- 了 (9712P) 。 
1 
6. 4. 对 自 旋 态 X3(S2) 一 四 , 求 ((4S-)2)》。((A4AS，)?)。 


6.5. 设 J =] 十 了, 求证 
GD (72 Jia 一 017 , 即 册 :的 矩阵 对 于 量子 数 阅 是 对 角 
化 的 ; 
CGD Fm Ja [jm) = (fm + 1 Tis |jm) Ownii 
(ii) 当 |7 一 站 之 1 时 ,(j'm'| |jm) = 0。 
6. 6. 对 于 两 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 组 成 的 体系 , 令 


r 一 广 一 关中 一 记过 方向 上 的 单位 矢量 ) 
取 h 一 1 ,定义 张 量 算 符 


Si = 3(0 .mm)(os .nm) 一 oos 
(i) 证 明 (S1s)* 二 4S? 一 2938 是 总 自 旋 。 再 进而 证 明 Siz 的 任意 正 整数 
次 兰 均 可 表示 为 S1; 和 3? 的 线性 组 合 。 
《ii) 求 8 的 本 征 值 。 
(ii) 令 机 会 均等 地 经 历 各 种 方向 , 求 51 的 平均 值 。 
6. 7， 对 于 两 个 自 旋 1/2 的 粒子 组 成 的 体系 ,证 明 张 量 算 符 


Su = (Gor) “0O, 


和 S? 及 J 对 易 .S 为 总 自 旋 ,J 是 总 角 动 量 ,J 一 $ 一 l,l 是 体系 的 轨道 角 
动量 ,在 质心 坐标 系 中 ,i 的 算 符 形式 是 
{=rxp=—1ifrx VY,， r=rr; 
6. 8, 一 个 由 两 个 自 旋 为 1/2 的 非 全 同 粒 子 组 成 的 体系 ,已 知 粒 子 1 处 在 


Si 一 广 的 本 征 态 ,粒子 2 处 在 Ss, = 去 的 本 征 态 , 取 一 1, 求 体系 总 


自 旋 5S? 的 可 能 值 及 相应 的 几率 。 

6. 9， 考虑 三 个 自 旋 为 1/2 的 非 全 同 粒 子 组 成 的 体系 。 体 系 的 哈密 顿 量 是 
H= AS:,.$,++B(S 十 3$)。S; 

4,B 为 实 常数 , 试 找 出 体系 的 守恒 量 , 并 确定 体系 的 能 级 和 简 并 度 ( 取 记 

二 1 为 单位 )。 
6. 10. 气 是 质子 和 中 子 的 束缚 态 , 其 总 角 动 量 7 二 1, 现 已 知 它 主要 是 由 

SU 一 0) 态 组 成 并 且 有 很 少 的 DU = 2) 态 参 与 进来 : 

(i) 解释 为 什么 书 态 不 能 参与 ? 
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6. 11. 


6. 12. 


(ii) 解释 为 什么 C 态 不 能 参与 ? 

(iii) 计算 n-p 体系 (总 角 动 量 = 1) 处 在 纯 DD 态 时 的 磁 矩 .假设 xn 和 
p 自 旋 耦合 形成 总 自 旋 $S, 然 后 总 自 旋 再 与 轨道 角 动 量 ! 耦合 形成 
总 角 动 量 ,用 核磁 子 表示 你 的 结果 ,已 知 质子 和 中 子 的 磁 矩 分 
别 是 2. 79 和 一 1. 91 核磁 子 。 

一 个 -介子 ( 麻 标 粒子 , 自 旋 为 零 , 奇 宇 称 ) 最 初 被 束缚 在 气 核 周 围 ， 

并 处 在 最 低 库仑 能 态 上 , 它 被 气 核 (一 质子 和 一 中 子 处 在 ;S; 态 中 ) 俘 

获 ,并 使 氛 核 转变 为 一 对 中 子 

十 以 一 天 十 天 
(i) 中 子 对 的 轨道 角 动 量 和 总 自 旋 角 动 量 是 多 少 ? 
(ii) 发 现 两 个 中 子 的 自 旋 均 与 气 核 的 自 旋 相反 的 几率 是 多 少 ? 


dii) 如 果 饮 核 的 自 旋 在 最 初 全 部 指向 及 方向 ,发 现 自 旋 反 向 的 中 子 的 
发 射 几 率 ( 单 位 立体 角 ) 的 角 分 布 是 多 少 ? 
在 了 = 五 十 Ji,m 二 mi 十 mz 的 态 中 
(i) 若 广 一 1,72 一 去 2 pa 去 , 求 克 莱 布 希 - 高 登 系数 
(ii) 考虑 下 列 反应 
(a) x+ p>at+p 
(bx pn pp 
(c) x pp — mn 
这 些 同位 旋 守 和 便 的 反应 能 在 同位 旋 1= 3/2 的 4 共振 态 或 在 了 一 1/2 
的 N* 共振 态 中 产生 , 试 分 别 就 对 应 于 4A 共振 和 NN' 共振 的 能 量 计算 
截面 比 o。: 0 : o.. 在 一 个 共振 能 处 可 忽略 其 他 同位 旋 态 产生 的 影响 ， 
x 介子 的 同位 旋 是 了 上 = 1 态 , 核 子 的 同位 旋 是 1= 1/2 态 。 


. 讨论 一 个 中 性 粒子 , 它 的 内 豪 角 动量 是 VSCS 十 1) ,其 中 S = /2, 即 


它 是 一 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 .假设 这 粒子 有 一 磁 矩 于 一 7S 光 是 一 个 常 

数 。 这 个 粒子 的 量子 态 可 用 自 旋 空间 描述 . 它 的 基 矢 是 $- 的 两 个 本 征 

态 | 十) 和 | 一 ) ,分别 代表 其 自 旋 方向 平行 和 有 反 平 行 于 z 轴 , 即 有 
S.| 十 ) 一 全 1 ++)，5.| 一 ) 一 一 去 | 一 ) 

在 t= 二 0 时 ,体系 状态 是 1) 二 0) = | 十 )。 这 一 粒子 沿 > 轴 运 动 , 通 


过 一 沿 y 轴 方 向 的 均匀 梯 场 B 一 Buy。 
中 求 19)(), 用 | 十 ) 和 | 一 ) 来 表示 。 


6. 14， 


Gi) (5,) ,0S,),(S,) 作为 时 间 函 数 的 表达 式 。 
两 个 自 施 为 1/2 带 等 量 异 号 电荷 的 粒子 组 成 一 个 复合 体系 .两 粒子 的 
自 施 分 别 是 s, 和 s,, 自 施 - 自 施 相 互 作用 能 是 AE, 体 系 放 在 均匀 磁场 


= Hz 中 , 自 旋 相 互 作 用 的 哈密 顿 量 是 

好 一 (4AE1/4)(ol。 az) (hh)H 
式 中 上 一 gpsi 是 第 :个 粒子 的 磁 矩 。 当 用 算 符 o, = 2s; 的 = 分 量 的 本 
征 态 来 表示 时 ,体系 的 四 个 状态 的 自 施 波 函 数 是 :J = ww, 加 一 Spas 
+ CapBigs = Chias ~— SaBss, = BiBs 其 中 (iu 一 (op = 


1 I 3 1 人 172 

Re | Ce | 

X= puH(lg, 一 BID)AAE 

(i) 求 每 个 波 函 数 如 相应 的 能 量 本 征 值 ,并 分 别 讨论 两 种 极限 情况 
LH/AE S11 和 pH/AE 1; 

(ii) 假定 初 态 5(0) 中 粒子 1 沿 z 方 向 极 化 ,而 粒子 2 是 非 极 化 的 , 求 粒 
子 1 的 极 化 与 时 间 的 依赖 关系 Pi:(G) 三 《gC2) 401.18(2)) ,再 分 别 
讨论 joH/AE & 1 和 joH/AE 六 1 两 种 极限 情况 。 


. 用 柱 坐 标 系 , 取 磁 场 方向 沿 z 轴 方向 , 矢 势 4 一 去 Bp,A, 一 4. 一 0, 求 


匀 磁 场 中 带电 粒子 的 本 征 能 量 。 


. 带电 粒子 在 均匀 磁场 和 三 维 谐振 于 势 场 U(r) = mr? 中 运动 , 求 


粒子 的 能 谱 。 


. 自 旋 为 1/2 的 粒子 ,在 均匀 磁场 中 运动 .磁场 的 绝对 值 不 变 。 但 各 个 分 


量 随时 间 变 化 ,满足 


B, = singcosot , 呈 , = BsinGsinwt ,已 , = Bcos0 
设 /一 0 时 自 旋 在 磁场 方向 上 的 分 量 等 于 于 , 求 在 时 刻 :粒子 跃迁 到 自 
旋 在 磁场 方向 上 的 分 量 等 于 一 于 的 态 中 的 几率 ? 


. 考虑 一 个 无 穷 长 的 螺 线 管 ,其 中 通 有 电流 了, 结果 在 螺 线 管内 产生 了 一 - 


个 均匀 伍 定 的 磁场 。 在 螺 线 管 外 的 区 域 中 有 一 电荷 为 ,质量 为 关 的 粒 
子 运动 。 当 7 = 二 0 时 , 设 这 个 粒子 的 醉 定 证 方程 的 解 是 p(x,t) = 
eito' g(x) 

(i) 当 1 关 0 时 , 写 出 并 求解 螺 线 管区 外 的 醉 定 计 方 程 。 
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6. 20. 


(i) 将 螺 线 管 放 入 显示 阿 哈 朗 席 夫 - 玻 姆 效应 的 双 儿 入射 区 中 。 设 两 
缝 间 的 间距 4 远大 于 螺 线 管 直径 。 计 算 由 于 I 关 0 的 螺 线 管 存在 而 
使 入 射 图 象 在 屏 上 产生 的 移动 4S 


. 一 个 无 自 旋 的 质量 为 m, 带 电 为 9 的 粒子 被 束缚 在 一 个 半径 为 R 的 图 


周 上 运动 ,分 别 就 下 述 各 种 情况 求 允 许 的 能 级 (可 以 准确 到 一 个 公共 

的 附加 常数 )， 

(i) 粒子 的 运动 是 非 相 对 论 的 ， 

(ii) 在 与 圆 面 垂直 的 方向 上 有 一 均匀 的 磁场 8 

Giii) 同样 的 磁 通 景 穿 过 圆 面 ,但 它 现在 被 包 在 一 个 半径 68(6 < R) 的 螺 
线 管内 ， 

(iv) 在 贺 面 上 有 一 极 强 的 电场 E 存 在 (gq| 已 | 污 廊 /mR?)， 

(v) 没有 E 和 8B, 但 粒子 的 运动 是 极端 相对 论 的 ; 

(vi) 圆 现在 被 一 等 周 长 但 一 半 面 积 的 椭圆 所 代替 。 

核反应 堆 中 出 来 的 低能 中 子 已 被 用 来 检验 重力 导致 的 量子 干涉 ,如 图 

所 示 , 从 4 入射 的 中 子 经 过 两 等 长 路 径 ABCEF 和 ABDEF ,并 在 EE 处 

发 生 于 涉 效应 。 使 中 子 偏转 的 三 块 平行 的 原 板 是 从 一 块 单 唱 上 切 下 

的 。 为 改变 引力 势能 的 效应 ,整个 系统 可 绕 4BD 轴 转动 .如 果 p 是 转动 

角 ( 当 路 径 ABCEF 在 水 平面 时 , 取 9 == 0) 


(1) 证 明 由 于 引力 效应 在 五 处 的 位 相差 可 以 表示 成 8 = 9qsing, 其 中 4 
一 4 sin20,4 是 中 子 波 长 ,上 是 依赖 于 中 子 质 量 M、 引 力 加 速度 g、 
普 朗 克 常 数 h 和 数值 因子 的 适当 常数 . 试 确定 ,假定 引力 势 差 远 
小 于 中 子 动能 。 

(i) 实验 中 所 用 的 中 子 波长 为 0. 145nm 中 子 的 相应 动能 是 多 少 电子 
伏 ? 
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Qi) 如 果 S = 4cm,6 二 22.5°*, 和 4 二 0,145nm, 当 Pp 从 一 90° 变 到 十 90° 
时 在 下 处 的 中 子 探测 器 中 应 出 现 多 少 次 极 大 ?已 知 中 子 质 量 等 于 
939MeV/c’,ic = 1.97 X 10- MeV 。cm。 


电子 和 正 电 子 靠 库 合 吸 引力 束缚 在 一 起 构成 一 个 类 毛 的 体系 .在 外 磁 
场 上 它 的 哈密 顿 量 ( 对 工 = 二 0 态 ) 近似 为 


H= H+ASs “5, + (Sas — So) 


4,evm,c 是 实 正 数 ,B 二 Bz ,Ss，,5, 分 别 是 电子 和 正 电子 的 自 旋 算 符 。 
上 ,包含 电子 动能 、 正 电子 动能 及 电子 - 正 电 子 间 的 库仑 能 。 对 自 旋 相 
互 作用 态 一 H。 用 一 级 微 扰 论 计算 五 ,的 四 度 简 并 基态 的 能 量 分 裂 . 画 
出 这 四 个 态 的 能 量 对 外 磁场 B 的 关系 图 (保持 4 是 常数 )。 


第 七 章 散射 理论 


前 面 几 章 主 要 讨论 了 薛 定语 方程 中 的 来 缚 态 问题 , 特 别 是 微 
扰 理 论 :必须 要 求 微 扰 五 ' 在 无 徽 扰 表 桶 中 的 矩阵 元 玖 "的 绝对 
值 远 小 于 无 微 扰 表 背 中 相应 的 能 级 间隔 |E2 一 本 | ,以 保证 徽 扰 
级 数 收 化 ,而 对 于 能 量 连续 的 散射 态 , 能 级 间隔 趋 于 替 ,因此 一 般 
说 来 ,不 能 用 第 五 章 中 的 方法 处 理 。 

但 是 , 另 一 方面 ,微观 粒子 之 间 的 散射 或 称 碰 撞 过 程 的 研究 ， 
对 于 了 解 许多 物理 现象 十 分 重要 。 例 如 ,许多 复合 粒子 的 内 部 结 
构 、 电 荷 分 布 等 ,就 是 通过 散射 实验 给 出 的 。 核 子 、 介 子 的 竺 克 结 
构 , 由 于 目前 在 实验 上 还 未 找到 自由 睾 克 ,也 只 能 通过 散射 实验 问 
接 地 予以 论证 。 近 年 来 的 高 能 重 离子 碰 接 之 所 以 能 引起 巨大 的 关 
注 , 也 是 因为 人 们 相信 ,有 可 能 由 此 得 出 等 克 - 胶 子 等 离子 态 。 至 
于 高 能 宇宙 线 、 气 体 放 电 、 原 子 - 分 子 物理 的 研究 ,散射 过 程 更 证 
着 重要 地 位 。 建 立 一 套 散 射 理论 无 论 从 实验 上 看 ,还 是 从 使 理论 更 
加 完整 的 角度 上 看 ,都 是 完全 必要 的 。 

散射 过 程 最 主要 的 特点 是 散射 粒子 的 波 函 数 , 一 般 说 来 ,在 
无 穷 远 处 并 不 为 零 。 而 且 , 入 射 粒子 的 能 量 通常 是 给 定 的 。 散 射 粒 
子 在 无 穷 远 处 的 波 函 数 不 为 零 , 能 谱 连续 。 散 射 过 程 中 最 感 兴 趣 的 
物理 结果 是 粒子 被 散射 后 ,散射 到 各 个 不 同方 向 ,各 个 不 同 的 立体 
角 的 几 妾 ,在 下 一 节 中 将 看 到 ,这 些 物理 结果 可 以 用 微分 散射 截面 
以 及 总 散射 截面 描述 。 在 本 章 中 ,我 们 将 分 别 就 弹性 散射 和 非 弹 性 
散射 两 种 不 同情 况 , 按 入 射 粒子 是 高 能 粒子 还 是 低能 粒子 ,分 别 建 
立 各 种 不 同 的 散射 理论 。 我 们 还 将 逐步 介绍 适用 于 各 种 不 同情 况 
的 处理 散射 过 程 的 近似 方法 ,包括 分 波 法 、 和 阁 林 函数 法 和 玻 因 近 
似 、S 矩阵 .了 和 矩 阵 和 形式 散射 微 搜 理论 .光学 势 、 捏 曲 波 近 似 等 
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8$7.1 散射 问题 的 一 般 描述 


在 经 典 力学 中 ,弹性 散射 是 按照 粒子 在 散射 过 程 中 ,同时 满足 
动量 守恒 和 能 量 守 便 来 定义 的 。 在 量子 力学 中 ,一 般 说 来 ,除非 完 
全 略 去 粒子 之 间 的 相互 作用 能 , 否则 ,动量 将 不 守 便 。 这 是 因为 动 
量 算 符 与 势能 算 符 U(r) 不 对 易 ,动量 不 是 守 便 量 .因此 ,在 量子 
力学 中 ,不 可 能 按 经 典 力学 的 方式 定义 弹性 散射 。 

在 量子 力学 中 ,如 果 在 散射 过 程 中 两 粒子 之 间 只 有 动能 交换 ， 
粒子 内 部 运动 状态 并 无 改变 , 则 这 种 散射 过 程 称 为 弹性 散射 ,如 果 
在 散射 过 程 中 粒子 内 部 运动 状态 有 所 变化 ,例如 激发 .电离 等 等 ， 
则 称 为 非 弹性 散射 .本 章 将 先 讨论 弹性 散射 问题 ,在 最 后 几 节 再 研 
究 非 弹性 散射 。 

考虑 一 束 入 射 粒子 流向 粒子 4 射 来 , 取 粒 子 流入 射 方向 为 > 
轴 。4 称 为 散射 中 心 (如 图 7. 1. 1 所 示 )。 为 讨论 方便 起 见 , 假 定 4 
的 质量 比 入 射 粒子 大 得 多 ,由 碰撞 而 引起 的 4 的 运动 可 以 略 去 。 


山中 


| 


力 7.1.1 粒子 的 散射 


应 该 指出 ,散射 过 程 是 个 两 体 问题 ,因为 它 涉及 两 个 相互 散射 
的 粒子 ,对 于 两 体 问题 ,最 好 的 处 理 方法 是 采用 质心 坐标 系 。 因 为 
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在 质心 系 中 ,一 个 两 体 问题 将 被 归结 为 一 个 粒子 因为 与 质心 的 相 
互 作用 而 被 散射 , 另 一 个 粒子 的 运动 可 由 对 称 性 给 出 ,从 而 归结 为 
单 体 问题 .如 果 散 射 中 心 粒子 4 的 质量 比 入 射 粒 子 大 得 多 ,可 以 认 
为 质心 就 在 4 上 .这 样 就 使 问题 处 理 起 来 简单 得 多 了 。 

如 图 7. 1. 1, 入 射 粒子 受 4 的 作用 而 偏离 原来 的 运动 方向 ,发 
生 散 射 . 图 中 角 6 为 散射 粒子 的 方向 与 入 射 粒子 方向 间 的 夹 角 , 称 
为 散射 角 。 显 然 , 经 过 散射 后 ,散射 到 角 0 处 立体 角 d0 = dS/r? 的 
粒子 数 dN 必然 与 入 射 的 粒子 流 强度 N 及 dQ 成 正比 , 即 


dN cc Ndn (7.1.1) 


(7.1. 1) 式 中 ,入 射 粒子 流 强度 N 由 在 单位 时 间 内 穿 过 垂直 于 入 
射 粒子 流 前 进 方向 z 上 的 单位 面积 的 粒子 数 表 示 。 以 o 表示 
(7.1.1) 式 中 的 比例 系数 ,一 般 地 ,o 应 与 描述 散射 粒子 散射 方向 
的 角度 6,p 有关, 妈 o = o(9,9) ,因而 有 


dN = o(0,9)NdnN C7; 1:2) 
ol9,9) 的 量 纲 可 以 由 (7.1.2) 式 给 出 ,结果 是 


[dN] = 未,;[N] = 7 于 


[ds] _ [ZL:] 
[doO] = ye (7. 1. 3) 
[cb,9)] = #5]= LL 


《7. 1. 3) 式 表示 ,c(b,P) 具有 长 度 平方 即 面积 的 量 纲 。 因 此 o(9,9) 
称 为 徽 分 散射 截面 。 它 和 入 射 粒子 .散射 粒子 的 性 质 ,以 及 它们 之 
间 的 相互 作用 、 角 度 0,8 等 有 关 . 它 的 物理 意义 是 :一 个 入 射 粒 子 
经 散射 后 ,散射 到 69,9 方向 单位 立体 角 的 几率 .将 oC(60,9)d 人 对 所 有 
可 能 的 方向 积分 ,得 


Q= Jc0,pan | "| ce,Psinedbdy (7.1.4) 
OJ0 
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Q 称 为 总 散射 截面 。 它 表示 一 个 入 射 粒 子 被 散射 后 ,散射 到 任何 方 
向 的 几率 .如 果 散 射 中 心 的 相互 作用 势 对 z 轴 对 称 , 则 显然 ac(0,9) 
与 角度 p 无 关 ,(7. 1.4) 式 化 简 为 


Q = 2x| “cb)sinbdg (7.1.5) 
0 


由 于 在 实验 上 最 感 兴趣 的 是 观察 散射 后 , 散射 到 各 个 方向 的 粒子 
数 或 几率 ,因此 散射 理论 的 核心 问题 是 如 何 求 出 微分 散射 截面 
0(0,9) 。 为 此 ,我 们 先 来 求 微分 散射 截面 的 一 般 公 式 。 

在 转 力 场 Cr) 中 , 苦 定 谓 方程 是 


2 
引入 
2 
,V(r) = UG) A 


(7.1.6) 式 可 改写 为 
viy+ [kk — Voy=0 (7.1. 8) 


散射 问题 就 是 要 求解 薛 定 谓 方 程 (7.1. 8) 式 , 找 出 散射 后 粒子 出 
现在 (6,9) 方向 的 几率 。 也 就 是 要 求 出 满足 (7. 1. 8) 式 的 波 函 数 。 
但 是 ,由 于 实验 上 测量 粒子 的 散射 几率 都 是 在 离开 散射 中 心 很 远 
的 地 方 ,因此 ,散射 问题 中 感 兴趣 的 问题 主要 是 y 在 r 一 co 时 的 浙 
近 行 为 。 
在 未 受 散 射 中 心 散射 前 , 势 场 的 作用 为 零 . 入 射 粒子 是 自由 粒 
子 , 由 平面 波 表示 , 取 入 射 粒子 流 的 方向 为 z, 沿 z 方 向 行进 的 入 射 
波 是 
赂 一 Ae* (7. 1. 9) 


式 中 人 是 振幅 .粒子 进入 势 场 , 经 散射 中 心 散射 后 , 波 函 数 会 发 生 
变化 ,在 离散 射 中 心 足够 远 处 ,粒子 间 的 相互 作用 可 以 忽略 ,V(7) 
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RS 0 。 因此 在 rx DO 处 , 波 函 数 将 由 两 部 分 组 成 :一 部 分 是 仍 


沿 z 方 向 的 透射 波 Ae*, 另 一 部 分 是 散射 波 ,在 转 力 场 F(7) 中 ,由 
于 球 对 称 ,散射 波 是 球面 波 .而 且 由 于 现在 只 考虑 弹性 散射 ,因此 
散射 波 的 能 量 不 变 .球面 散射 波 波 矢 的 数值 仍 为 ,弹性 散射 过 程 
一 般 只 改变 波 矢 的 方向 ,不 改变 波 矢 的 大 小 。 记 这 部 分 散射 波 为 
/(0) e ,7(9) 是 散射 角 0 的 函数 ,= 是 球面 波 .于 是 ,散射 后 的 波 
函数 在 无 穷 远 处 的 渐 近 行为 是 


ikr igr 
y Ae** 十 1(0) 村 一 办 十 加, 办 二 70) 一 


rr— OO 


《7. 1. 10) 
为 方便 起 见 , 取 4 = 1, |.1? = 1, 表 示 单 位 体积 中 只 有 一 个 入 身 
粒子 .入 射 粒 子 的 几率 流 密度 是 


es 二 | yg |= y=. 1.11) 


< 2m Oz dz 


”是 粒子 的 速率 。 它 在 数值 上 等 于 单位 时 间 内 穿 过 垂直 于 粒子 前 
进 方向 即 > 轴 上 单位 面积 的 粒子 数 , 即 入 射 粒子 流 的 强度 N 。 
散射 波 的 几率 流 密度 是 


1 9 a” 2 *# 9 y, 
] = 到 | 光 Dr 网 | 


a i 万 eitr De 一 加 @-itr gj /ekr 
a) 


ar!l rr r+r gr 


这 2ig) _ hk 

= 识 1O) 一 侣 | 一 训 |f0)1 

= 三 |f(0) 1 wh 
7 


(7.1.12) 式 中 ,J, 表示 单位 时 间 穿 过 球面 上 单位 面积 的 粒子 数 。 
利用 (7.1.12) 式 , 散 射 粒子 通过 散射 角 2 处 ds 面积 的 粒子 数 是 


NE US If dS 一 fd (7.1.15) 
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比较 (7.1.2) 和 (7. 1.15) 式 ,再 注意 到 vw 在 数值 与 NN 相等 ,最 后 得 
出 
0CO) = |f 01 (7. 1. 16) 


(90) 称 为 散射 振幅 。(7. 1.16) 式 表明 , 求 微 分 散射 截面 的 问题 归 
结 为 求 /(9) ,而 求 1(0) 最 后 又 归结 为 求解 醉 定 谓 方 程 (7. 1. 8) ,不 
过 在 散射 问题 中 ,求解 酬 定语 方程 比 过 去 方便 ,因为 我 们 只 需要 知 
道 波 函 数 在 无 穷 远 处 的 渐 近 行为 g(r -一 ce), 并 将 求 得 的 波 函 数 在 
"一 co 处 的 渐 近 解 与 (7.1. 10) 式 对 比 , 从 而 定 出 1(0) ,就 可 求 得 
微分 散射 截面 和 总 散射 截面 ,并 不 需要 求 苹 定 户 方 程 在 任何 区 间 
的 解 y(7) ,应 该 指出 ,在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 略 去 了 透射 波 和 散射 
波 的 干涉 效应 ,可 以 证 明 ,r 一 co 时 干涉 效应 确实 可 以 略 去 。 

最 后 ,为 了 进一步 说 明 散 射 截面 的 概念 ,不 妨 回 忆 一 下 在 经 典 
力学 中 对 散射 问题 的 处 理 .在 经 典 力学 中 ,粒子 在 势 场 中 的 散射 角 
0 由 瞄准 距离 或 称 碰撞 参数 5 决定 ,如 图 7.1. 2, 瞄准 距离 在 2 到 


7.1.2 经 典 力 学 中 粒子 与 势 场 的 碰 接 


bp 十 db 间 的 粒子 ,散射 后 被 散射 到 散射 角 9 至 9 十 d9 范 围 内 ,单位 
时 间 内 通过 环形 面积 2xbdb 的 粒子 数 是 2x5Ndb, 这 些 粒 子 散 射 后 
出 现在 0 一 0 十 dg 范围 内 ,由 (7.1.2) 式 , 散射 粒子 数 是 
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2xNo(0)sin6d9, 于 是 有 


2xNbdb = 2xNo(0)singd0 (7.1.17) 
1d ,db 
o(0) 一 4 RE d6 =b csco do (7. 1. 18) 


总 散射 截面 是 
Q= 2x| Co)sinbd = 2r1pd2 = rb (7. 1.19) 
(7. 1.18) 和 (7. 1.19) 式 是 经 典 力学 中 熟知 的 公式 。 在 经 典 力学 


中 ,粒子 有 确定 的 轨道 .这 意味 着 d2 应 该 取得 足够 小 ,使 得 

de < a (7. 1.19) 
a 表示 势 场 有 效 作 用 半径 ,. 另 一 方面 ,粒子 的 角 动 量 L = mvb, 于 是 
近似 地 有 


SS Ee a 《7. 1. 20) 
mv 


而 粒子 的 德 希 罗 意 波长 4 一 他 一 各，《7.1. 20) 式 是 
A 2nAa (7. 1.21) 


粒子 的 德 希 罗 意 波长 必须 远 小 于 势 场 的 作用 范围 ,这 时 波动 性 可 
以 忽略 ,散射 问题 近似 地 可 以 用 经 典 方 法 处 理 。 


$7.2 分 波 法 


本 节 将 介绍 求 转 力 场 中 弹性 散射 微分 截面 的 一 种 非常 有 效 的 
方法 一 一 分 波 法 . 转 力 场 中 的 薛 定 刘 方 程 由 (7. 1. 8) 式 表示 。 

先 分 析 入 射 波 . 入 射 波 ee* 是 沿 z 方 向 传播 的 平面 波 .e* 是 能 

量 .动量 和 角 动 量 算 符 = 分 量 记 的 共同 本 征 态 。 动 量 算 符 的 本 征 

值 是 姑 大 .万 . 的 本 征 值 是 0, 这 可 以 简单 地 从 本 征 函 数 ex 对 p 角 对 
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称 ,将 9 一 一 9 后 本 征 函 数 不 变 ,因而 上 的 本 征 函 数 ee 对 应 的 mm 
= 0 看 出 。 

经 连 力 场 作用 后 ,由 于 势 场 U = Dr) ,因而 动量 不 再 守 便 . 粒 
子 方向 发 生 偏转 ,出 现 散射 .表现 为 散射 角 9 可 以 不 为 零 .但 是 因 
为 势 场 只 是 > 的 函数 ,与 角度 无 关 ,中 心 对 称 , 因 此 守恒 量 是 能 量 、 
二 和 工 .。 对 比 入 射 波 相 应 的 守恒 量 和 散射 波 相 应 的 守恒 量 可 见 ， 


关键 在 于 守恒 量 从 p 变 成 了 Lse* 是 名 的 本 征 函数 而 不 是 万 的 本 
征 函数 .如 果 我 们 将 e* 写成 许多 分 波 的 组 合 , 而 每 个 分 波 又 是 疡 
的 本 征 函 数 ,那么 经 过 散射 后 ,由 于 各 个 分 波 的 守恒 量 不 变 , 它 仍 
然 是 本 征 函数 ,仍然 是 同样 的 分 波 ,只 不 过 在 势 场 的 作用 下 ,整个 
分 波 向 前 或 向 后 移动 . 换 句 话说 ,散射 后 的 各 个 分 波 与 散射 前 的 分 
波 比 较 ,将 具有 附加 的 相 角 。 相 角 的 正 负 视 散 射 势 是 吸引 还 是 排 
斥 ,散射 后 的 分 波 是 被 推 前 还 是 被 移 后 而 定 。 又 因 Z 的 本 征 函 数 
是 球面 波 ,将 ex 写成 各 个 7? 本 征 函 数 的 又 加 ,在 数学 上 就 相当 于 
将 平面 波 e* 按 球面 波 展开 。 在 数学 物理 方法 中 ,将 平面 波 按 球面 
波 展开 的 公式 是 


ei 一 &itreoxb 一 > + Dj (kr)P (cosD) (7.2.1) 


t=0 


式 中 ,j(&7r) 是 球 贝 塞 尔 (Bessel) 函数 ,满足 


i(kr) = N27 Jd Rr) (E 六 


Ji Cir) 是 贝 塞 尔 函数 ,ji(hr) 在 + 一 co 处 的 渐 近 行为 是 


、 i. 
1 (kr) Ey FR 


现在 来 求解 苹 定 语 方 程 (7. 1. 8)。 关 键 是 要 求 出 波 函 数 乡 在 无 
穷 远 处 的 渐 近 行为 并 和 (7. 1. 10) 式 对 比 , 以 求 出 散射 振幅 /28) 。 
由 于 (7.1. 8) 式 具 有 球 对 称 性 , 它 的 解 必 然 是 
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Le 六 | (7. 2. 3) 


yr,0,9 = > RiCr)7m( ,内 (7. 2. 4) 
由 于 现在 所 要 求 的 解 对 xz 轴 对 称 , 因而 对 应 的 量子 数 mr = 二 0 
(7. 2.4) 式 简化 为 

pr,0) = >JRi(r)P(cosd) (7. 2. 5) 
Ri(r)Pi(cos0) 称 为 第 ! 个 分 波 。 它 由 (7. 2.1) 式 中 相应 的 第 /个 分 
波 经 势 场 散 射 而 来 。R,(r) 满足 径 向 薛 定 廖 方程 


ly Ds BB Ee Et 1) 


[RC7) 一 0 

(7. 2. 6) 
我 们 没有 必要 严格 求解 方程 (7. 2. 6) 式 ,因为 (9) 只 涉及 波 函 数 
在 无 穷 远 处 的 渐 近 行为 . 当 7 一 co 时 ,Cr) -0, 全 二 于 项 也 可 


以 略 去 .引入 代 换 RiCr) 二 轨 人 2 以 化 简 (7. 2. 6) 式 中 的 第 一 项 ， 


r 


《7. 2. 6) 式 在 r 一 oo 时 的 渐 近 形式 为 


2 
十 udr) = 0 人 
它 的 解 是 
wlr) = A'isinCkr + 6’,) (7. 2. 8) 
因此 有 
4 4sin| kr 一 也 十 gj| 
R,(r) ee sinCkr 十 6 ) 一 人 


(7. 2.9) 

在 (7. 2. 9) 式 的 最 后 一 步 ,为 了 方便 与 标准 形式 (7.1. 10) 式 比较 ， 

曾 令 4 一 到 ,8 一 8 一 公用 两 个 新 的 待定 常数 4 代替 
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(7. 2.8) 式 中 的 44 ,6 。 利 用 (7. 2.5) 和 (7. 2. 9) 式 , 得 


gr,0) 一 一 一 和 sin [kr 一 所 一 一 于 和 | Pi(cosO) 
(7. 2. 10) 
将 (7. 2. 10) 式 和 散射 后 无 穷 远 处 波 函 数 的 标准 形式 


yer + f(0) (7. 2.11) 
相 比 较 , 并 利用 平面 波 的 球面 波 展开 式 (7. 2. 1)、(7. 2. 3) 式 ,得 
Str Bsin| 如 一 了 | PCeosb) 下 基色 2 ew 
一 > zsin 
将 (7.2. 12) 式 中 的 三 角 函 数 写成 指数 函数 形式 ,合并 化 简 后 得 


[2kiF(e) HS 21+ Dite-i“P(cos0) —S Ae'( -4) PCcosg) Jew 
i { 


Be 平 2 Picosg) (7. 2. 12) 


加 [> C21+ Dites*P,(cos0) 一 > Ae “2) P,(cos0) em 一 0 
i 
(7. 2. 13) 


要 使 (7. 2. 13) 式 成 立 , 式 中 ew 和 。-* 前 面 的 系数 必须 分 别 为 零 ， 
于 是 得 到 两 个 方程 


2” + > (2! 十 Die-s*P,(cos0) 一 ZI4el 多 ) Pi(cos0) 
i 
> (21 + Die¥P,(cos0) = DAe-'(%$) Pi(cosb) 
i ， i 
(7.2. 14) 


利用 勤 让 德 多 项 式 的 正 交 性 


0 2 
I2 (cos0) Pr (cos0)sin0db = 区 十 oT io (7.2.15) 
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以 P, (cosb)sin0g 分 别 乘 (7. 2. 14) 式 中 第 二 式 的 两 端 ,并 对 0 角 从 0 
一 开 积 分 ,得 


一 (24 十 1)iew (7. 2. 16) 
将 (7.2. 16) 式 代 入 (7. 2. 14) 式 的 第 一 式 , 得 到 
2ikgf (0) = PL Dierel® -多 ) 一 (2 十 1)e 次 .e-i]PiCcosb) 
一 02 十 1) Ce” — 1)P,(cos0) 
= 之 (2 十 1)eia[eia 一 e-3]P,(cos0) 


加 22 十 1)P,(cos0)2ie™isino, 0 


于 是 最 后 得 出 散射 振幅 1(9) 满足 


f(0) = .2 2 十 DPiCcosO)eisind, (7.2.18) 


微分 散射 截面 是 
oC0) = |f(0) 1 = 走 | > + DP(cosO)essing, | 
(7. 2. 19) 
总 散射 截面 是 


Q= 2x| (bsingdl 
一 2 DD) >)(20 十 1)(20 十 1) 
{=0 r=0 
XxX (cos0) Py (cos0)sinbdOe'®s in sinosino, 
了 1 —$n) 
> > .12 1 i i sinO,sino, 


4 十 1)sin?6, = Se, (7. 2. 20) 
t=0 


i=0 
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其 中 
Ge 人 (21 二 (7. 2. 21) 


表示 第 /个 分 波 对 总 散射 截面 的 贡献 。 

我 们 对 上 述 的 这 些 结果 作 一 些 分 析 和 讨论 : 

《1) 将 平面 波 按 球 面 波 展开 后 ,入 射 波 中 的 每 一 个 分 波 都 对 
应 一 个 确定 的 相 移 。 由 (7. 2.1 一 3) 式 可 见 , 第 7 个 分 波 的 相 移 是 


| 好 一 分 | .经 散射 中 心 散射 后 ,由 (7. 2. 9) 式 看 出 ,散射 波 中 的 第 
! 个 分 波 的 相 移 变 成 了 | br 一季 + 8| ,多 了 一 个 位 相 8 这 个 结 
论证 实 了 我 们 前 面 通过 守恒 量 所 作 的 分 析 。 

(2) 由 (7. 2.18), (7. 2. 19) , (7. 2. 20) 式 看 出 ,在 黑 力 场 中 作 
弹性 散射 的 问题 , 利用 分 波 法 后 归结 为 计算 各 个 分 波 的 散射 相 移 
和。 而 要 计算 0, 就 要 求解 征 向 桩 定语 方程 , 求 出 径 向 波 函 数 Ri(r) 
在 无 穷 远 处 的 渐 近 行为 ,把 它 写成 去 sin| hr 一 捍 十 | 的 形式 ， 
再 求 出 2 ,一 旦 求 出 2 ,就 可 以 由 (7. 2. 19) 式 求 出 微分 散射 截面 
o(0). 

(3) 关于 6, 正 负 号 的 讨论 :如 上 所 述 , 势 场 的 作用 是 使 第 7 个 
分 波 产生 了 一 个 相 移 6。 车 UG) = 0,6, = 0, 若 U(r) > 0, 表 示 斥 
力 ,粒子 被 推 向 外 , 径 向 波 函 数 将 向 外 移 , 相 应 的 相 移 6, < 0。 反 
之 , 奉 U (Cr) 二 0, 表 示 吸 引力 , 径 向 波 函 数 将 向 内 移 ,6, > 0,6, 正 负 
的 图 象 如 图 7. 2. 1 所 示 。 

(4) 分 波 法 给 出 的 (0) 和 o(09) 的 公式 (7.2. 18) ,(7. 2. 19) 式 
是 严格 的 ,并 没有 作 近 似 。 但 是 ,这 两 个 公式 中 对 /的 求 和 都 是 从 0 
到 无 限 大 。 这 意味 着 要 算 无 穷 多 个 散射 相 移 6:(! = 0,1,2… ,oo)。 
在 实际 计算 中 ,这 当然 很 不 方便 ,于 是 自然 提出 ,在 什么 条 件 下 
(7. 2.18),(7. 2. 19) 式 中 的 无 穷 级 数 才能 收敛 得 很 快 ,使 得 只 要 
算 最 低 几 个 分 波 ,就 能 让 (7. 2.18),(7.2.19) 式 近 似 地 足够 准确 ? 
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sin (kr—ir/ 2) 
2 ~sinC(er—lr/2+6 ? 


图 7.2.1 5 的 图 象 


为 此 ,注意 ! 越 大 的 分 波 , 角 动 量 越 大 , 它 所 描述 的 粒子 距 散 射 中 
心 越 远 , 因 而 受 团 力 场 的 影响 也 越 小 ,相应 地 ,散射 相 移 的 绝对 值 
12 1 也 越 小 。 若 记 势 场 的 有 效 作 用 半径 为 w, 则 在 经 典 意义 下 , 当 入 
射 粒子 的 角 动 量 二 > pa 时 ,粒子 的 轨道 和 散射 中 心 的 距离 将 大 
于 a, 粒 子 的 轨道 在 作用 球 外 ,将 不 产生 散射 ,或 者 说 散射 的 影响 
可 以 略 去 .于 是 ,可 以 利用 艺 > pa 的 条 件 作 一 个 估 值 ,由 媚 一 娘 &， 
二 40 十 1) 大 ,近似 地 取 工 cc ! 方 , 代 入 二 > pa 后 得 ! > 如 ,这 
表示 在 (7. 2.18) 和 (7. 2. 19) 式 中 对 ! 的 求 和 实际 上 只 须 算 至 ka， 
即 


lka (7. 2. 22) 


所 对 应 的 分 波 才 需 要 计算 。 

(7. 2. 22) 式 也 可 以 用 另 一 种 方法 给 出 。 由 球 贝 塞 尔 函 数 的 性 
质 得 出 ,j,(kr) 的 第 一 个 极 大 值 是 许多 极 大 值 中 最 大 的 一 个 , 而且 
它 的 位 置 在 > = 2/& 附近 。 当 7 很 小 时 ,ji(kr) 的 渐 近 行为 是 


(kr)’ 


0 1 2 


Jilkr) 


即 j(&r) 随 hr 趋 于 零 而 很 快 地 趋 于 零 . 而 且 / 越 大 ,j(hr) 趋 于 堆 
也 越 快 .因此 ,如 果 ji(&r) 的 最 大 值 的 位 置 在 势 场 作用 范围 以 外 ， 
即 > a, 则 第 /个 分 波 受 势 场 的 影响 可 以 略 去 ,这 个 结果 正 是 
(C7222 
(5) 光学 定理 :我 们 再 进一步 讨论 (0) 的 虚 部 .由 PC1) = 1 
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及 (7. 2. 18) 式 得 


/0) = 去 > 2! 十 1)evsind, (7. 2. 24) 
1=0 
其 虚 部 是 
Imf(0) = 庆 2 让 (7. 2. 25) 


比较 (7. 2.25) 和 (7. 2. 21) 式 , 得 
ep 全 Imf(0) (7. 2. 26) 


(7. 2. 26) 式 称 为 光学 定理 。 它 表示 由 散射 振幅 在 零点 的 虚 部 可 以 
求 出 总 散射 截面 。 

综合 上 述 ,我 们 看 到 ,分 波 法 对 低能 粒子 的 散射 特别 有 效 。 对 
低能 粒子 ,k 小 ,!/ 委 如 ,要 算 的 分 波 的 数目 较 少 。 


8$7.3 分 波 法 示例 


本 节 将 利用 分 波 法 具体 计算 一 些 低能 弹性 散射 过 程 的 微分 散 
射 截面 。 
1. 球 对 称 常 势 阱 的 散射 
设 散射 中 心 的 势 场 为 球 对 称 常 势 阱 , 势 场 满足 
—U, ra 


U(r) = (VU, > 0) (7. 3. 1) 
0 r>a, 


假定 入 射 粒 子 的 能 量 很 低 ,* 很 小 ,波长 4 很 大 ,满足 ka < 1, 因 此 
只 要 讨论 2= 0 的 5 分 波 。 


利用 上 节 的 结果 ,对 径 向 波 函 数 RR(r) 引入 代 换 RC(r) 一 < 站 
后 ,! 二 0 分 波 的 薛 定 刘 方 程 是 
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YEE/ 


wh ~J/ 


C7 89) 
本 十 hz 一 0 rr>a 
其 中 
Be ek? i 2 (7. 3. 3) 
解 是 
u(r) = Asin(k’'r + 0 0) ra (7. 3. 4) 
u(r) = Asin(kr + 6,) r>a (7. 3. 5) 


利用 + = 0 处 R 一 < 有限 的 边界 条 件 ,由 (7. 3.4) 式 得 ,一 0。 


再 利用 ~ = a 处 波 函 数 连续 , 波 函 数 的 微 商 连续 , 即 u(r) 的 对 数 微 
商 连 续 的 条 件 ,得 


kctg(ka + 0,) = k'ctgk'a (7. 3.6) 
即 散射 相 移 0。 为 
到 pr 
0 一 arctg| ptgh “|- ka (7. 3.7) 


在 入 射 粒子 的 能 量 很 低 , 在 一 0 的 极限 情况 下 , 利用 展开 式 
arctgZz 一 >, 可 将 (7. 3.7) 式 简 化 为 


0 人 各 tgk'a 一 ka (7. 3.8) 
0 
化 简 为 
k 
5。 = | 爱 o0 1|<! (7. 3. 9) 
oa 


由 (7. 2.18) 式 ,散射 振 幅 2) 是 


有 6 ftgkoa | 
f(0) = ze sin6u ~ ~al 了 1| (7. 3. 10) 
微分 散射 截面 是 
此 
o(0) 一 | CO)12 一 9 ee 1 (7. 3. 11) 
总 散射 截面 是 
2 
Q = Q, = sin’6, 人 93. 2 47rQ :| 划 一 1 
oa 
(7. 3. 12) 


这 些 结果 可 以 相应 地 用 于 讨论 球 对 称 常 势 色 以 及 刚 球 势 。 对 球 对 
称 常 势 又 ,可 将 一 U。 改 为 Uo。,k, 改 为 ig。 后 得 出 & 一 0 极限 情况 的 
微分 散射 截面 是 


o0) 一 Qa’ 


2 
De a 1 (7. 3. 13) 


总 散射 截面 是 


E 2{ thkoa _ 
Q = 4ra 2 1 


(7. 3.14) 


对 刚 球 势 ,Uo — CO ,ko 一 > 00,thkoa — 1 ;总 散射 截面 是 
Q = 4Xa’ (7. 3. 15) 


在 这 种 情况 下 ,总 散射 截面 等 于 半径 为 a 的 球面 面积 .这 个 结果 与 
经 典 情况 不 同 ,在 经 典 力学 中 ,总 散射 截面 等 于 刚 球 的 最 大 截面 面 
积 re 。 量 子 力学 的 结果 比 经 典 力学 大 四 倍 。 
2， 低能 散射 的 形状 无 关 近 似 
大 入 射 粒子 能 量 很 低 , 只 要 考虑 ! 一 0 的 S 分 波 . 可 以 证 明 , 若 
将 kctg6。 按 展开 ,展开 式 总 可 表示 为 
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3 站 1]3 | 


~ 一 器 时 


二 祈 a rk (7. 3. 16) 
与 势 场 U() 的 具体 形状 无 关 .C7. 3. 16) 式 中 ,ao 称 为 散射 长 度 ， 
”> 0 称 为 有 效力 程 。 
现在 来 证 明 (7. 3.16) 式 .粒子 的 能 量 E 二 元, 令 径 向 波 函 数 
Ri = 委 四 , 则 ws(r) 满足 的 方程 是 


i 
ust [k:— V(r)ju=0 (7. 3. 17) 
k* 和 V(r) 满足 (7.1.7) 式 。 记 当 说 0 时 的 波 函 数 为 wo, 由 
(7. 3.17) 式 ,w 满足 
us— V(r)u=0 (7. 3. 18) 
设 V(r) 只 在 空间 有 限 范围 内 不 为 零 ,在 7 二 Ro 后 ,V(r) = 0, 在 
”~ > R。 处 的 解 是 
uo = Clr — ao) (7. 3. 19) 
而 (7. 3. 17) 式 的 解 是 
us 一 Asin(kr 十 Go) (7. 3. 20) 


现在 来 找 5 和 双 之 间 的 关系 。 为 此 ,以 zx 乘 (7.3.17) 式 ,w 乘 
(7. 3. 18) 式 , 相 减 后 得 

UU 一 Uouk 一 kuoun (7. 3.21) 
从 (7.3. 21) 式 看 出 ,这 种 处 理 方法 的 好 处 在 于 ,在 方程 中 消去 了 


势 场 V(r) ,使 得 下 面 的 计算 与 V(r) 的 具体 形式 无 关 。 这 一 步 是 讨 
论 形状 无 关 近 似 的 关键 .(7. 3. 21) 式 又 可 写成 


(UpUd 一 uous)’ = kiuous (7. 3. 22) 


积分 后 得 
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Zi 一 Mo2A 一 好 | uousdr’ (7. 3. 23) 


以 元 二 乘 (7. 3. 23) 式 两 端 ,得 


(7. 3.24) 


wlr) wr) ke | i 


pu 
Uo (7) us (7) UoUEJ 0 


车 将 (7. 3. 24) 式 的 积分 上 限 7 取 在 大 于 R。 处 , 即 令 7r = R> Ro， 
则 (7. 3. 24) 式 的 左 端 为 


[dnuo)’ 一 (nw)’J-e = 二 元 一 tctg(CR 十 gu) 
(7. 3. 25) 


上 面 利用 了 uo 和 ui 的 解 (7. 3.19) 和 (7. 3. 20) 式 . 将 (7. 3.25) 式 
代入 (7. 3.24) 式 , 有 


ee 
ket (RR HO) = R—a RR), WW dr 
(7. 3. 26) 
利用 三 角 函 数 公 式 
tg (AR 十 0,) 一 eR (7. 3. 27) 
可 将 (7. 3. 26) 式 化 简 为 
kctgoo 一 ktgkR 
eR (7. 3. 28) 
准确 到 OCk?),(7. 3. 28) 式 变 为 
7 
和 十 有 LER 十 一 二 一 十 …] 
kctgo, 一 人 ERS 
1 — tgkR » RT 
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ta/r.ad . 


2 
__ _ 、%+AA (7. 3.29) 


人 SX&R 


另 一 方面 , 按 XX 的 定义 式 (7. 3. 26) ,得 


OR 
X= 一 kD 


准确 到 O(&?)， 
1 R ] fe 
RR | ur dr A tk rdr 
(7. 3. 30) 


因此 


Re 一 和 < 十 RD 
R—a R—a 


(7. 3. 31) 
代入 (7. 3. 29) 式 后 ,有 
1 zz 
R&D + kR 
—a 1 1 
十 RD 一 二 三 AD | ER: 
_ 1— (R— oD+ ARR— a) 
sR SR 
1 — (R— ohD + RRCGR— a) 
» 2 ee 2p3 
ep a) ER | 


kctgdo = 


a 3a 


一 一 二 (1 一 (R 一 oa) 有 2D 


a 3a 


+RIR 一 ai1I+E[ -22 一 区 || 


Er 十 Ok?) (7. 3. 32) 


准确 到 有 ,(7. 3. 32) 式 是 


其 中 
1 RG 


Dn 3a’? 


Ss 2 
万 R—a 


a 


(7. 3. 33) 


问题 得 证 。 
$ 7.4 ”格林 函数 法 和 玻 恩 近似 


分 波 法 虽然 给 出 了 计算 弹性 散射 截面 的 一 般 公式 ,但 在 实际 
计算 中 只 适用 于 低能 散射 ,只 有 在 低能 散射 情况 下 ,不 必 计 算 太 多 
的 分 波 ,使 能 给 出 相当 准确 的 微分 散射 截面 .在 入 射 粒子 能 量 较 
高 ,特别 在 入 射 粒子 的 动能 远大 于 势能 U(r) 时 ,由 于 要 算 许多 分 
波 , 分 波 法 不 便于 应 用 ,本 节 将 介绍 另 一 种 计算 微分 散射 截面 的 方 
法 。 

1. 格林 函数 法 

在 数学 物理 方法 和 电动 力学 中 曾 指 出 ,可 以 用 格林 函数 法 求 
解 静电 势 的 问题 。 设 空间 中 有 电荷 密度 为 pCr) 的 带电 体 , 它 所 产 
生 的 静电 势 满足 方程 


V’°$=— 4rp (7. 4.1) 


为 了 求解 这 个 方程 ,可 以 采取 “分 而 治之 ”的 方法 ,将 带电 体 分 成 
许多 点 电荷 ,点 电荷 的 电荷 分 布 是 函数 .点 电荷 产生 的 电势 满足 
的 方程 是 


ViG(r,r) =— 4x6(r — rr’') (7. 4.2) 
G(r,r") 称 为 格林 函数 ,如 果 能 求 出 CCr',m~), 则 由 (7. 4.2) 式 及 
plr) = Jecr ya — rr )dr’ 
一 一 去 |eeryvice — 7r')dr’ (7. 4. 3) 
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就 可 求 出 方程 (7.4. 1) 的 解 . 的 确 , 在 (7.4. 3) 式 中 ,微分 算 符 对 = 
作用 ,积分 对 普 进行 ,因而 积分 和 微分 可 以 互 换 , 得 


一 4xplr) = v*|ocr )JGCr — r’)dr’ (7. 4. 4) 
对 比 (7. 4.4) 式 和 (7. 4.1) 式 后 , 便 可 求 得 #$ 的 一 个 特 解 
多 一 Jee derr )dr’ (7. 4. 5) 


于 是 求解 (7.4. 1) 式 的 问题 ,就 归结 为 求解 一 个 格林 函数 的 方程 
(7. 4.2) 和 算 一 个 积分 (7. 4. 5) 式 的 问题 .达到 “分 而 治之 ”, 先 求 
点 电荷 的 贡献 ,然后 再 作 积分 。 

量子 力学 的 问题 要 比 这 个 复杂 ,在 讨论 量子 力学 的 格林 函数 
求解 之 前 ,我 们 先 将 上 面 的 处 理 推广 至 一 般 的 不 限于 静电 学 的 情 
况 。 

讨论 非 齐 次 线性 方程 


OR ply (7. 4. 6) 


xz 代表 所 有 坐标 .0 是 线性 算 符 ,o(z) 是 已 知 函 数 , 方 程 (7. 4. 6) 式 
的 通 解 是 


Wn dd Oo) (7. 4.7) 
式 中 加 (z) 是 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 ,满足 


OR (7. 4. 8) 


0-:p(z) 是 方程 (7. 4. 6) 式 的 一 个 特 解 ,O-: 是 算 符 台 的 逆 算 符 .由 
于 


p(x) = |ecz dcr — ZX dx' (7. 4. 9) 


因此 有 
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Ott 一 Jecz’) O-i6Cz — ZX')dx (7. 4. 10) 


定义 格林 函数 GC(z,x') ,使 它 满足 


OGr,x') = or — 2') (7. 4. 11) 

或 
G(T,X') 一 O-18Cz — Xz') (7. 4. 12) 

得 
Oipcz) = [pz YG dz (7. 4. 13) 


一 旦 从 (7.4.11) 式 求 得 格林 函数 Gl(z,zx') 后 ， 从 (7.4.7)， 
(7. 4. 13) 式 就 可 求 得 %z) 的 通 解 


i ey Jecz )GCz,zydz 7.4.14) 


2. 用 格林 函数 法 处 理 散 射 问题 

量子 力学 中 用 格林 函数 处 理 散射 问题 , 比 通常 在 电动 力学 中 
用 格林 函数 处 理 问题 复杂 得 多 。 

量子 力学 要 求解 的 方程 是 薛 定 廖 方程 (7.1. 8) 式 。 将 它 移 项 
整理 一 下 后 , 即 


(Vi EY = VY (7. 4. 15) 
它 相应 的 线性 算 符 是 
0 六: 十 天 (7.4. 16) 


这 个 算 符 对 应 的 格林 函数 不 难 求 出 。 但 问题 在 于 , (7. 4. 15) 式 的 

右 端 并 不 像 电动 力学 那样 是 个 已 知 的 电荷 分 布 ,而 是 含有 未 知 的 

函数 Y。 这 就 决定 即使 求 出 格林 函数 ,还 要 求解 一 个 含 未 知 函 数 少 

的 积分 方程 。 在 求解 积分 方程 的 过 程 中 , 必须 引入 各 种 不 同 的 近 

似 。 从 而 出 现 了 诸如 玻 恩 近似 .7 矩阵 ,S 矩阵 等 各 种 不 同 的 处 理 
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方法 .这 些 方法 ,特别 是 形式 散射 理论 ,将 在 以 后 各 节 中 陆续 介绍 。 
现在 求 算 符 C 的 格林 函数 。 由 
Oe Oe pe (7.4.17) 
看 出 ,e*" 是 人 的 本 征 函 数 ,对 应 的 本 征 值 是 & 一 ,显然 上 的 逆 算 
符 O-: 的 本 征 方程 是 


pe” (7. 4. 18) 


这 很 容易 用 和 作用 于 (7. 4. 18) 式 的 两 端 证 实 。 利 用 6(r 一 r) 的 表 
示 式 


blr—r')= ase de (7. 4.19) 
及 格林 函数 满足 的 方程 
CiCr rm ) 一 O-icr 一 rm) (7. 4. 20) 
得 
ek (rr) 
f (rr') / f 
Gilr,r') = Cox 世人 e dk Dn | 让 i ridk 
(7. 4.21) 
选 球 坐 标 , 并 以 r 一 r' 为 极 轴 ,利用 积分 
J esinodody 二 FE py Le ir—ri eee 
可 将 (7. 4. 21) 式 写 成 
1 k'dk’ i rr| kr | 
人 pe 二 CR gste S | 
(7. 4. 22) 


在 最 后 一 项 积分 中 将 积分 变量 一 一 外 后 得 
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二 cnc- 


oo 7 7 
k'dk ed i 


| A 
Gr drilr—r|)_.k:—k 


(7. 4. 23) 式 中 ,= 十 上 是 被 积 函 数 的 一 阶 极 点 。(7.4.23) 式 可 用 

复 变 函 数论 中 的 回路 积分 和 留 数 定理 算出 。 积 分 回路 有 三 种 不 同 

和 复 平面 的 选择 方式 ,分 别 对 应 推迟 格林 

函数 、 超 前 格林 函数 和 因果 格林 

C 函数 .图 7.4.1 的 积分 回路 对 应 

推迟 格林 函数 , 它 给 出 的 结果 可 

以 和 散射 问题 中 所 要 满足 的 无 穷 

本 远 处 边界 条 件 (7.2.11) 式 相符 

7.4.1 大 平面 中 的 积分 回路 ” 合 。 相反 地 只 包含 一 & 奇 点 不 包 

含 十 & 奇 点 的 回路 对 应 超前 格林 函数 。 两 个 奇 点 都 包括 在 内 的 回 
路 对 应 因果 格林 函数 。 选 图 7. 4. 1 的 回路 给 出 的 积分 结果 是 


co 这 ~ 是 | ig’ |r—r’| 
wm pk dk = | 2 prik' dk 
e 达 | 一 ”1 : 
2ri| 0 1 一 一 Tie 
《7. 4. 24) 
由 (7.4. 23) 和 (7. 4. 24) 式 得 
. 1 elr—r | 
Gilrsr) 一 一 ix Tr =PT (7, 4. 25) 


于 是 最 后 求 出 方程 (7. 4. 15) 式 的 解 是 


elr—r | 


Ir—r| 


J = 一 去 | 


pr Vlrylr )dr (7.4.26) 


(7. 4. 26) 式 是 个 积分 方程 ,可 以 通过 逐步 渐 近 的 方法 求解 。 
3. 玻 思 近似 
对 于 高 能 散射 ,入 射 粒 子 能 量 较 高 ,Y (~) 的 影响 很 小 ,可 以 近 
似 看 成 微 扰 .y 的 零 级 近似 就 是 入 射 的 平面 波 e* ,一 级 近似 下 ,将 
(7.4. 26) 式 右 端 第 二 项 积分 号 中 的 y(r') 用 零 级 近似 的 平面 波 
412 


e” 代 入 ,从 而 给 出 
gr) = er “一 去 | Ev )ewdr’ (7.4.27) 


这 样 的 近似 称 为 一 级 玻 因 近似。 当然, 还 可 以 用 逐步 迭代 的 方法 求 
出 高 级 玻 恩 近似 ,在 一 级 玻 恩 近似 下 ,固然 可 以 通过 对 (7.4.27) 
式 右 端 直接 积分 后 求 出 波 函 数 y(r) ,但 是 ,由 于 求 散射 振幅 只 涉 
及 波 函 数 在 无 穷 远 处 的 渐 近 行为 ,因而 实际 上 只 要 求 出 > 一 co 时 
(7) 的 渐 近 形式 。 另 一 方面 , 势 场 Y(~) 只 在 一 定 的 空间 范围 内 才 
不 为 零 , (7. 4. 27) 式 的 积分 实际 上 只 局 限 在 空间 的 一 个 小 范围 。 
当 二 一 cc 时 ,利用 展开 式 


|r 一 | = (7r2 一 or 。r! 十 六 2)172 
1 \ 271/2 
-+ 
r f 克 
~7[1 一 人 (7. 4. 28) 


可 将 (7. 4. 27) 式 简化 为 
fr) = eic 一 ev )ew dr (7. 4. 29) 
与 标准 形式 (7. 2. 11) 式 对 比 后 ,得 散射 振幅 为 
f(0) = ebay -¥) vr dr (7. 4. 30) 
《7. 4. 30) 式 是 玻 恩 近似 下 散射 振幅 的 表示 式 。 为 计算 式 中 的 积 
分 , 选 入 射 波 波 矢 的 方向 为 大, 沿 = 方向 ,散射 波 波 矢 方向 为 
k=h 元， 如 图 7. 4.2 所 示 , 又 因 现 在 的 散射 是 弹性 散射 , 满足 
天 | = |Ko | 9 有 
@ 一 et ro 一 eikor (7. 4. 31) 


令 K 二 上 一 表示 散射 过 程 中 波 矢 的 变化 , 则 如 图 显然 有 
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图 7.4.2 散射 波 矢 图 


K= |K| 一 &(Cr" — 727) = 2ksin 了 (7.4. 


将 (7.1.7),(7.4. 31) 及 (7.4. 32) 式 代 入 (7. 4. 30) 式 , 得 


0 走 |e ovr )dr 一 一 52 je)dr 


(7.4. 


微分 散射 截面 是 


o(0) = 
完成 对 角度 的 积分 后 ,得 


Ue-war [vrar| ewsing do | dy 
0 0 0 


径 | Cr)sinKrdr (7. 4. 

f0) 一 一 图 | rU(r)sinKrdr (7. 4. 
oo 2 

o(0) = |fC0)|? = 和 了 | | rU(r)sinKrdr (7. 4. 


Pa Ve earl (7.4. 


32) 


33) 


34) 


(7.4. 36) 及 (7. 4. 37) 式 是 玻 恩 近似 下 ,散射 振幅 和 微分 散射 截面 
的 一 般 公式 , 式 中 下 由 (7.4. 32) 式 表示 。 给 定 团 力 场 VCr) 后 , 直 
接 积分 即 可 求 出 f(90) 和 c(2), 这 是 玻 恩 近似 比分 波 法 方便 的 
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地 方 。 

我 们 对 玻 思 近似 作 一 些 评注 : 

(1) 由 (7. 4. 37) 式 可 见 ,KK 越 大 ,ac(0) 越 小 ,入 射 的 粒子 能 量 
愈 高 ,Ao 越 大 ,从 而 & 愈 大 ,天 也 愈 大 .对 于 高 能 粒子 入 射 , 因 为 能 
量 高 , 势 场 可 以 近似 地 看 成 微 扰 . 玻 恩 近似 就 是 一 级 近似 下 的 微 拢 
展 式 .故而 o(9) 较 小 ,另外 ,09 越 小 ,对 于 同样 的 ,oC0) 越 大 。 即 高 
能 入 射 粒子 的 能 量 固定 后 ,角度 小 的 分 布 大 .高 能 入 射 粒子 散射 后 
主要 集中 在 小 角度 区 域内 .粒子 受 势 场 的 影响 小 ,差不多 主要 透射 
而 过 ,也 有 一 些 作 小 角度 偏转 。 

(2) 为 具体 表示 玻 恩 近似 的 适用 范围 ,我 们 以 常 势 又 的 散射 
为 例 。 由 (7. 3. 3) 式 和 (7. 3. 6) 式 , 得 


二 1/2 
以 一 A[1 一 25] -41 一 肝 ] (7. 4. 38) 


kctg (ka 十 0) = k'ctghk'a 


U, 172 
| 


(7. 4. 39) 


加 Uo 1/2 
= a| Ds 如 ctg| ka 


UY? U, 
对 于 高 能 散射 ,E 污 U。， 1 一 去 > ] oa 


172 
和 如 ~ ctg| ka 这 | (7. 4, 40) 


ctg [4a 到 7 太 


比较 (7. 4. 39) 和 (7. 4. 40) 式 可 见 , 当 


1 (7. 4. 41) 


时 ,散射 相 移 8。 很 小 .(7.4. 41) 式 中 v 是 粒子 的 速度 ,laUo| 之 有 wv 
正 是 表示 入 射 粒子 能 量 高 的 具体 表示 式 。 
当然 ,有 些 情 况 下 ,低能 粒子 也 能 用 玻 恩 近似 讨论 。 比 如 对 于 
势 阱 的 散射 , 若 入 射 粒子 能 量 较 低 ,满足 ka < 1,E < U6。|, 由 
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(2mU 173 
旋 机 


(7.3. 3) 式 ,得 过 ;(7. 3. 6) 式 近 似 为 


1/2 1/2 
a [a ee | 


(7. 4. 42) 
U, 


因此 只 要 (2mU,)'?a/ 为 不 接近 于 x/2,6 将 很 小 , 玻 思 近似 在 这 种 
情况 下 仍然 适用 。 

(3) 既然 56, 很 小 ,U(r) 很 小 , 玻 恩 近似 相当 于 微 扰 ,不 过 这 是 
连续 谱 的 微 扰 。 由 于 U(r) 有 一 定 的 作用 范围 ,因而 可 以 近似 认为 ， 
入 射 粒子 只 在 经 过 这 个 作用 范围 时 , 即 在 一 段 时 间 内 才 起 作用 。 这 
是 一 种 含 时 微 扰 .可 以 利用 费 米 黄金 规则 讨论 .在 费 米 黄金 规则 
(5.5.8) 式 中 ,取石 ' 一 VCr) , 态 密度 采用 箱 归 一 化 ,满足 (5.5. 12) 
式 , 一 个 粒子 在 单位 时 间 的 跃迁 几率 ,或 者 说 ,六 个 粒子 中 跃迁 的 
粒子 数 是 


dN = 这 [Ha | :ple,) 


2 | thr | Cmk_ 
= 至 LUes dr| Tid 《7.4.43) 


在 (7. 4. 43) 式 中 ,入 射流 和 散射 波 都 用 了 箱 归 一 化 的 波 范 数 , 它 
们 分 别 是 元 -32es 7 和 工 -?zes ,利用 公式 v = 二 序 k/m, 及 


dN = No(b)d0 = F300)d0 (7. 4. 44) 
对 比 (7.4.43) 及 (7.4. 44) 式 后 得 


o(0) = 


2 到 |wopeeodr 
这 正 是 (7. 4. 34) 式 , 这 也 说 明了 玻 恩 近似 相当 于 含 时 微 扰 的 一 级 
近似 表示 式 。 
4. 玻 恩 近似 下 的 相 移 公式 
利用 (7.4. 36) 式 , 可 以 算出 玻 恩 近似 下 的 相 移 公式 。 将 展开 
式 
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sinKr 
Kr 


代入 (7. 4. 36) 式 , 得 


=- 2 + jiCkr)P(cos0) (7.4.45) 


f(0) 一 一 党 之 ;2 十 DPiCeos0)| UC Cr)ridr 
l=0 0 


(7. 4. 46) 


与 分 波 法 的 公式 (7,2.18) 式 相 比较 , 当 6 很 小 时 ,e* 之 1， 
sin0 六 61, 得 


2 Ckr rdr (7. 4. 47) 


0 ~、 


由 (7.4.47) 式 也 可 以 看 出 当 U(r) <0 时 ,2 > 0, 当 LU(r) >0 时 ， 
6, 二 0, 这 正 是 我 们 早 就 得 出 过 的 结果 。 

例 1 试用 玻 恩 近似 公式 讨论 屏蔽 库仑 场 中 粒子 的 散射 ,并 
由 此 得 出 卢 瑟 福 公 式 。 

解 :讨论 高 速 带电 粒子 被 中 性 原子 散射 ,带电 粒子 的 电量 为 
2 e, 原 子 核 所 产生 的 电场 被 原子 内 部 的 电子 所 屏蔽 .这 种 屏蔽 库 
仓 场 可 以 表示 为 
22 -mm 


rr 


U(r) 一 一 《7. 4.48) . 


式 中 Z 是 原子 序数 ,a 是 原子 半径 。 将 (7.4. 48) 式 代 入 (7.4.37) 
式 , 得 


co 2 
7(0) = Eh | Ur)sinKrdr 


_ dm’Z°Z'*e 4 
Kn 
a 4m’*Z’?7' ?et 1 


| sinKre- rady | 


(7. 4. 49 ) 


若 入 射 粒 子 能 量 很 高 ,满足 天 ae = 2kasin 全 六 1, 则 (7.4. 49) 式 是 
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OO 


有 7Z2Z102 4 4 PAN AR 4 48 

4 一 5 2 i 了 (7, 4. 50) 
这 正 是 卢 瑟 福 公 式 。 注 意 (7. 4. 50) 式 只 在 下 大 ,0 大 ,Ka 污 1 时 才 
成 立 , 当 9 很 小 时 ,结果 只 能 用 (7. 4. 49) 式 表 示 。 


87.5 ”质心 坐标 系 和 实验 室 坐 标 系 


前 面 四 节 的 计算 都 是 在 质心 坐标 系 中 进行 的 。 但 实验 数据 在 
实验 室 坐标 系 测 得 .为 了 和 实验 结果 相 比较 , 还 必须 找 出 实验 室 坐 
标 系 和 质心 坐标 系 中 微分 散射 截面 之 间 的 关系 .为 此 ,我 们 先 把 质 
心 坐 标 系 中 的 角度 9 变换 到 实验 室 坐标 系 中 去 。 

设 质量 为 mi ,速度 为 v 的 粒子 沿 z 轴 入 射 ,撞击 质量 为 m 的 
粒子 .后 者 与 实验 室 坐 标 系 相 对 静止 ,v, = 0。 则 质心 的 速度 是 


o(0) = 


Nv 
vx 一 mi 十 + mz (7. 与 。 1) 


在 质心 系 中 粒子 mi 的 速度 是 


Vi =w— 一 一 2 叫 (7 3.2 


1 十 7 m1 十 772 


粒子 ms 的 速度 是 


vy, ese 771 V1 
2 一 一 -一 一 一 一 
mi 二 7722 


因为 碰撞 是 弹性 碰撞 ,碰撞 前 后 粒子 运动 的 速度 大 小 不 变 , 以 由 
表示 质心 系 中 粒子 mm 磁 后 速度 ,ww 与 z 轴 成 6 角 , 它 的 数值 是 


(7. 5. 3) 


: DLsUT 
Ul 一 


0 (7, 5. 4) 


如 图 7.5. 1, 设 在 实验 室 坐 标 系 中 ,粒子 mi 在 碰撞 后 的 速度 与 
轴 的 夹 角 为 ,于 是 有 
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(c) 


(a) 在 实验 室 坐 标 系 中 两 粒子 的 碰撞 ; 
(b) 在 质心 坐标 系 中 两 粒子 的 碰撞 ; 
(c) 实验 室 坐 标 系 与 质心 坐标 系 中 散射 角 的 关系 
图 7.5.1 两 坐标 系 的 关系 


到 | 一 Vx 十 ul (7.5.5) 
zicosD = vx 十 zicosG 
站 《7.5. 6) 
zising0u = zsSin0 
另 一 方面 ,由 (7.5.4) 及 (7.5.1) 式 又 可 得 
一 一 (7. 5. 7) 
UM 7 


这 样 由 (7. 5.6) 及 (7. 5.7) 式 就 可 得 到 
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visinO zw/ isinD mosin0 


vm 十 Wic0s0 [ 轨 0 mi 十 zzcOSO 
2 
(7. 5. 8) 
同 理 还 可 以 找 出 m, 粒子 在 两 个 坐标 系 之 间 的 夹 角 关系 。 
vs, = vx + Us (7. 5. 9) 
由 于 在 质心 系 中 ,v; 与 ww 的 夹 角 为 zx, 有 
ee = vu zzcos(r — 0) i 
ussing, 一 usin (Tz — 0) 
2 是 实验 室 坐 标 系 中 wz 与 z 轴 夹 角 。 又 因 磁 挤 弹 性 ,有 
= 一 C7 6.11 
1 2 
-2 一 1 (7.5. 12) 
UM 
由 (7.5.10) 及 (7. 5. 12) 式 得 
sin(x—0 x0 
tg0, 一 PE tg 一 7 (7.5.13) 
即 
0 = 王子 (7.5. 14) 


只 要 第 一 个 粒子 的 散射 角 4 给 定 ,第 二 个 粒子 的 0, 可 由 (7.5. 147 
式 算出 .对 于 = ms 的 特殊 情况 ,92 和 之 间 有 很 简单 的 关系 式 ， 
的 确 , 若 mi 二 wz, 由 (7. 5. 8) 式 得 


sing 0 
i ey 了 7， (7.5.15) 


tgOo 一 


即 
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半生 ” (7. 5. 16) 


l0 十 见 一 T/2 《7. 5,17) 


有 了 上 述 各 种 关于 质心 坐标 系 和 实验 室 坐 标 系 角度 之 他 的 关 
系 式 后 ,容易 求 出 两 个 坐标 系 之 间 微 分 散射 截面 之 间 的 关系 。 

根据 微分 散射 截面 的 定义 (7. 1.2) 式 , 再 注意 到 dN/N 在 两 
个 坐标 系 中 应 该 相同 ,因而 有 


5(0,0d0 = ol0,, dN, (7. 5. 18) 
因为 dy 二 dm, 所 以 
o(0,9)singd0 = o(0,,)singd0, (7. 5. 19) 
利用 (7. 5. 8) 式 ,又 可 求 出 


mi 十- m2cos0 


mc 
对 上 式 求 微分 ,得 
sing dg 一 mi(m, 十 ?ZaiCOosO)sinbdO (7. 5. 21) 


(m? 十 mi 十 2mim2cosO) 
将 (7. 5. 21) 式 代入 (7. 5.19) 式 后 ,我 们 得 到 两 个 坐标 系 中 微分 散 
射 截 面 的 变换 关系 式 是 


i 十 mi 十 2mimcos0) 


mi |m, 十 micosl | o(0,9) (7. 5; 22) 


o(0,,H) = 


当 mi 二 ms 时 , (7. 5. 22) 式 给 出 


23/2 (1 十 COSO Da/2 


0 
0 o(0,9) = 4cos D009) 


o(0o, 9) Ee 
(C7: S28) 
当 ms 六 zz 时 ,由 (7.5.8) 和 (7. 5. 22) 式 街 


0 => Oo (7. 5。 24) 
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I(O, 风 ) = o(0,9) (7.5. 25) 


至 于 总 散射 截面 ,可 以 证 明 两 个 坐标 系 的 总 散射 截面 相等 .请 读者 
自己 证 实 这 个 结论 。 
最 后 ,我 们 讨论 两 个 坐标 系 之 间 的 能 量 关 系 。 在 实验 室 坐标 系 


中 ,由 于 ms 粒子 静止 ,Po = 到 mioi。 在 质心 坐标 系 中 


1 ， 1 
E = 一 mu 十 m2’? 


2 2 
Ee ?722 了 1 1 II1T1 上 
2 re 

1 mn 2 
涯 汪 en 下 mo (7.5. 26) 

因此 
五 -一 ?2 E 一 1 E 全 . 
Ma 十 za " 1 十 一 (7.5. 27) 


质心 系 中 的 总 能 量 小 于 实验 室 坐 标 系 中 的 总 能 量 ,特别 当 m = 
ms 时 , 玉 = 去 Es。 这 说 明 如 果 在 质心 系 中 ,两 个 质量 相同 的 粒子 ， 
能 量 为 E 时 ,实验 室 坐 标 中 的 能 量 E。= 2E。 因 此 ,在 加 速 嚣 中 加 
速 粒子 ,使 得 获得 高 能 量 的 较 好 的 方法 是 ,使 两 个 同样 的 粒子 同时 
加 速 , 并 让 它们 对 头 碰 擅 这 样 得 出 的 质心 系 的 能 基 , 在 转换 到 实 
验 室 坐标 系 时 ,能 量 将 加 倍 。 

最 后 应 该 指出 ,本 节 的 所 有 内 容 ,实际 上 并 未 涉及 体系 是 否 量 
子 化 。 它 仅仅 是 两 个 坐标 系 之 间 的 一 个 变换 关系 式 。 


8$ 7.6 ”跃迁 和 矩阵 (7 和 矩阵) 


从 本 节 开 始 ,我 们 将 建立 一 套 散 射 的 形式 理论 .这 套 理论 ,不 

仅 在 数学 上 非常 优美 ,而 且 有 明显 的 对 称 性 ,使 得 我 们 能 够 从 这 些 

对 称 性 中 预言 某 些 观测 量 比 如 獒 迁 几 率 或 散射 截面 的 一 般 性 质 。 
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事实 上 ,这 也 是 一 套 非常 有 效 的 微 扰 论 的 形式 理论 。 
体系 的 哈密 上 顿 量 是 


H=H,+U (7. 6. 1) 
按 微 扰 论 的 精神 将 瑟 的 本 征 函 数 y 用 石 。 的 本 征 聘 数 展开 
J 2) = DC, Ce amy, (7. 6. 2) 
其 中 
Hoyg, = Eg (7. 6. 3) 


Ho 可 以 只 传动 能 项 ,也 可 以 包含 某 些 相互 作用 ,但 石 ,的 本 征 值 
E, 及 本 征 函 数 峭 是 已 知 的 。 将 (7. 6. 2) 式 代 入 薛 定 请 方程 


,90 
i = Hy 


并 利用 的 正 交 归 一 性 后 得 出 


LA = ZUnCe (7. 6. 4) 
式 中 
OR E, (7. 6. 5) 
如 果 无 , 是 连续 谱 , 波 函数 可 以 用 箱 妇 一 化 ,有 
(pp,) = 0 (7. 6. 6) 
以 s 记 入 射 波 的 状态 ,初始 条 件 是 
C,(— oc0)=1 (7. 6. 7) 
C,(— 00)=0 es (7. 6. 8) 


用 微 扰 论 的 方法 求解 (7. 6. 4) 式 ,由 于 U(r) 不 含 1, 满 足 初始 条 件 
(7. 6.7),(7. 6. 8) 式 的 解 是 
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C,(t) 一 一 FU0| edi 十 人， (7. 6.9) 


在 (7. 6. 9) 式 的 积分 中 , 一 ce 是 个 本 性 奇 点 ,积分 发 散 , 为 了 计算 
这 个 积分 ,这 里 介绍 一 种 在 理论 物理 中 常用 的 方法 ,在 (7. 6.9) 式 
的 被 积 函 数 中 加 上 一 个 因子 e ,ea 是 正 数 ,并 将 积分 改写 成 


C,(t) 三 一 到 To eic te dt 十 人 (7. 6.9) 


完成 (7. 6. 9) 式 积分 后 , 先 令 避 一 一 ce ,再 令 % 一 0, 以 保证 积分 收 
敛 , 这 种 处 理 方式 在 |t| < 二 时 成 立 .另外 ,同时 还 将 (7. 6. 8) 式 中 


的 已 知 的 矩阵 元 UV, 换 成 未 知 的 矩阵 元 T,,。 事实 上 ,可 以 认为 
(7. 6. 9) 式 是 个 关于 方程 (7. 6.4) 式 的 解 的 一 个 基本 假定 ,并 据 此 
定义 矩阵 元 T,, (7. 6.9) 式 仅仅 是 用 一 个 未 知 的 了 .来 表示 
(7. 6. 4) 式 的 解 。 

完成 (7. 6. 9) 式 的 积分 并 令 如 一 一 ce 后 得 


iw tat 
C,(t) = jc 十 (7. 6. 10) 
当 > 兴 5 时 
2 .20 
[1C,C2) | le (7. 6. 11) 


A + o 吧 ) 
按照 上 述 方式 定义 的 矩阵 T 称 为 牙 迁 和 抢 阵 .(7. 6. 11) 式 表示 ,一 


日 求 出 T 了 和 矩阵 ,就 可 以 给 出 跃迁 几率 。 
由 (7. 6. 11) 式 得 从 s 态 到 > 态 的 跃迁 速率 是 


C01 六 (7. 6. 12) 
利用 6 函数 的 公式 
(zr) 三 一 Alim -7 2 (7. 6. 13) 
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在 a 一 0 的 极限 下 , (7. 6.12) 式 给 出 
$C = 8c) Tl? = ICE, — ET,l’ 
(7. 6.14) 


(7. 6.14) 式 中 的 6 函数 保证 跃迁 过 程 中 能 量 守 恒 。 如 果 末 态 的 能 
量 准 连续 ,再 近似 地 将 了 和 抢 阵 看 成 是 微 扰 的 矩阵 了,.,(7. 6. 14) 式 
其 实 就 是 费 米黄 金 规则 。 


“$7.7 李 普 有 曼 - 许 温 格 方程 


在 引入 了 和 托 阵 时 我 们 曾经 指出 ,(7. 6. 9) 式 可 以 认为 是 对 于 
方程 (7. 6.4) 式 的 解 的 一 个 基本 假定 。 为 保证 (7. 6. 9) 式 确实 是 
(7. 6. 4) 式 的 解 , 我 们 将 (7. 6. 9) 式 代 入 (7. 6. 4) 式 并 令 at 一 0 得 


2 +U, (7.7.1) 

为 了 把 形式 散射 理论 和 通常 的 散射 理论 联系 起 来 ,定义 一 个 
正 频 散 射 态 |g1), 令 

= (yg,1U |g ) (7.7.2) 

它 和 微 扰 矩阵 忆 - 二 《yg,1U01y,) 的 不 同 在 于 ,1g*) 不同 于 HH 的 本 

征 态 |y,) , 它 是 个 待定 的 波 函 数 . 将 (7.7.2) 式 代 入 (7.7.1) 式 ,得 


,|U Gg, |U |g 
(p01g) = (WI019) 十 可 委 民 10， 


NY 
在 (7.7. 3) 式 中 , 右 端 第 二 项 分 母 中 的 i 固 w, 当 一 0 时 ,实际 上 只 


是 指明 了 积分 回路 应 该 包含 的 奇 点 和 积分 的 路 径 。(7.7. 3) 式 对 
所 有 (| 均 成 立 , 因 此 有 


Ct) CA 
WD 
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一 | 从) 十 >) ALCAL 
(7.7.4) 


利用 完备 性 > ;|%) (办 | 二 1, 从 (7.7.4) 式 得 


J 一 内 十 pe em yh (7.7.5) 


(7. 7.5) 式 称 为 李 普 曼 (Lippman)- 许 温 格 (Schwinger) 方 程 . 这 是 
散射 理论 的 基本 方程 式 。 利 用 这 个 方程 求 出 内 ”> 后 ,由 (7.7.2) 式 
即 可 求 出 TT 矩阵 ,这 个 方程 和 格林 孙 数 法 求解 时 给 出 的 结果 十 分 
相似 .为 了 和 格林 函数 法 作 一 个 比较 ,用 算 符 ( 了 2, 一 E, 十 i 太 a) 作 
用 于 (7. 7.5) 式 两 边 并 令 a ~> 0 后 得 

(Ho — ED =— UT (7. 7.6) 


于 是 可 见 ,bt+) 其 实 就 是 让 = 入 ,十 U 的 本 征 态 ,E, 是 相应 的 本 征 


值 .在 > 一 ceo 时, 坟 ~0, 让 和 砍 有 相同 的 本 征 值 ,这 正 是 弹性 散射 
的 结果 。 
引入 G， (E,), 令 


G+ (E,) = (7.7.7) 


表示 能 量 表象 中 的 格林 函数 , 则 可 将 (7. 7. 5) 式 写 成 

J = + GG (EY (7.7. 8) 
(7.7.8) 式 表 示 ; 非 齐 次 方程 (7. 7. 6) 式 的 通 解 等 于 相应 的 齐 次 方 
程 的 通 解 加 上 非 齐 次 方程 的 特 解 .这 和 用 格林 函数 法 求解 散射 问 


题 的 结果 完全 相同 。 事 实 上 ,(7. 7.8) 式 就 是 (7. 4.26) 式 。 它 们 之 
间 的 不 同 仅 在 于 :(7. 4. 26) 式 是 在 坐标 表象 中 写 出 来 的 ,(7.7.8) 


式 则 是 在 无 微 扰 的 能 量 表象 中 写 出 .在 片 ,只 含 动能 算 符 时 , 瑟 , 表 
象 就 是 动量 表象 .G+ 在 动量 表象 中 的 矩阵 元 用 坐标 为 独立 变量 写 
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出 来 是 


Is -| 一 f 
‘riG+: |r') = | Tha 
= ar at orlk) Ck EH Ti ihe > Klr) 
(7.7. 9) 
利用 (-|&) 一 (2z) ?ze 以 及 
t | ri 一 = pe 一 大) 
< EF, 二 "> = 2 i 
(7.7. 10) 
hzk? 本 
bs rlk) = (rl|y,) 全 
可 以 立刻 得 出 
| 人 
‘rlG+ Ir 》 7 zal k? We k’'? 十 ipNa | 2 
(7.7.12) 


(7.7.12) 其 实 就 是 (7. 4. 21) 式 。 因子 4 是 因为 我 们 现在 的 格林 
函数 由 (7. 7. 8) 式 决 定 ,(7. 7.8) 式 中 的 势 场 是 VCr), $ 7.4 中 的 
格林 函数 由 (7.4, 15) 式 定 义 , (7.4.15) 式 中 的 势 场 是 V(r), 而 
ycr) = 2 ( 见 (7.1.7) 式 )。 

同样 的 方法 可 用 于 讨论 负 频 散射 态 和 驻 波 解 .结果 是 :对 于 负 
频 态 ,超前 格林 函数 是 
1 


C_ (EE,) = 2 (7.7.13) 
相应 的 李 普 曼 - 许 温 格 方程 是 
1 
a es pe (7.7,14) 
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对 于 驻 波 解 ,格林 范 数 是 


1 1 
GI(E,) = [C+ 《下 ,) 十 C- (五 ,) ] = 一 ji 厅 均 | 
(7.7.15) 
PP 代表 主 值 积 分 ,满足 
lim = 二 二 一 书 二 干 Cy (7.7. 16) 
相应 的 李 普 曼 - 许 温 格 方程 是 
$$+P| Ev (7.7.17) 
由 了 和 矩阵 可 以 直接 求 出 微分 散射 截面 ,利用 公式 
8(E, — Ev) = 26(k — k') (7.7. 18) 


及 (7. 6. 14) 式 , 可 得 从 入 射 动量 为 上 的 状态 散射 到 立体 角 d2 的 态 
的 跃迁 速率 是 

d 2 二 es 2p'2 2 

(C757 19) 


Kk' 是 散射 态 粒子 的 动量 ,因子 区 5; 是 因为 我 们 现在 采用 箱 归 一 
化 , 按 (3.4.23) 式 , 从 求 和 变 积 分 时 引入 的 。 完 成 (7.7. 19) 式 的 积 
分 ,得 


Tw 一 | 了 2d02 一 


人 -Te 2d0 (7.7. 20) 


Co 


(7.7. 20) 式 中 ,Ik | 一刀 在 入 射 粒 子 流 中 单位 体积 内 找到 一 个 六 
子 的 几率 是 1/73。0/L: 是 一 个 粒子 单位 时 间 内 入 射 到 垂直 于 入 身 
流 的 单位 面积 上 的 几率 .因此 
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Ee ee te 


竺 = 一 | 玫 训 | JI7welsaa Cm 
微分 散射 截面 是 
0(0) = [于] Tl = |f(0)| (7.7.22) 
散射 振幅 是 
f(0) =— Tr (7.7. 23) 


37.8 戴 逊 方程 


散射 态 的 基本 问题 是 求解 李 普 曼 - 许 温 格 方程 . 求 得 + 后 ， 
就 可 得 出 三 矩阵 和 微分 散射 截面 .为 了 更 便于 求 出 必 + ,我 们 先 将 
李 普 曼 - 许 温 格 方程 (7. 7. 5) 写成 男 外 的 形式 ,以 (E, 一 HH, 十 iha) 
乘 (7. 7. 5) 式 的 两 端 ,并 在 方程 的 右 端 加 一 项 Uy, 再 减 一 项 Uy 后 
得 
(E.— H+ihoy = (E— H+ihiay,+Uy, 
(7. 8. 1) 


即 
Ey l 
2 ey erry dh (7. 8. 2) 


这 里 特别 注意 (7.7.5) 和 (7. 8. 2) 式 之 间 的 区 别 。 在 (7. 7. 5) 式 中 ， 
分 母 是 五 。, 态 是 灵 + ,这 是 五 的 本 征 态 。 在 (7. 8.2) 式 中 ,分 母 是 
妃 , 态 是 少 ,这 是 媚 。 的 本 征 态 .将 (7. 8. 2) 式 代入 (7.7.2) 式 , 得 


Ts; = 一 ygIU lg ™) 
;> 


1 
CA A 
(7. 8. 3) 
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| 


当然 ,也 可 以 用 (7.7. 5) 式 将 了 T- 写成 另外 的 形式 


U 


> 
> 


-rr 1 
AT 


1 
A 


EE Re RR Me 
+ 《gw 下 一 孙 二 证 到 区 一 尿 二 0 朱士 
(7. 8.4) 
写成 算 符 的 形式 后 , 即 
1 
T=U+UE—H Tsar (7. 8. 5) 


(7. 8. 5) 式 称 为 戴 加 (Dyson) 方程 , 它 既 可 用 算 符 形式 写 出 ,也 可 
以 用 态 的 形式 给 出 。 由 (7.7.5) 式 ,进行 反复 迭代 后 有 


eG ee (7. 8. 6) 
sp Gs (EYOU. dC CVG hp 


一 1 
总 ] 一 G+ CEI0Y: (7, 8. 7) 


波 函 数 的 戴 进 方程 (7. 8. 7) 式 是 玻 恩 级 数 , 它 一 直 可 以 作 到 任意 
级 . 它 的 一 级 近似 就 是 8$ 7.4 中 的 玻 恩 一 级 近似 ,事实 上 ,由 (7.7. 
5) 式 , 当 入 射 波 为 平面 波 时 ,在 箱 归 一 化 下 ,有 


克之 te"U GN ydr (7. 8. 8) 
代入 (7.7.23) 式 后 ,得 
f (0) =— 2 | ew"U rer "rdr (7. 8. 9) 


这 正 是 玻 恩 近似 下 的 (7. 4. 33) 式 。 
利用 形式 解 (7.8.2) 式 , 可 以 证 明 , 散射 态 满足 正 交 归 一 条 
件 。 由 (7. 8.2) 式 及 厄 米 性 得 
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《不 二 w+ A Cy 十 到 所 一 3 

1 
i _ UH "> 
a 


l 生 
A AA 
(pl$.) = 6 (7. 8. 10) 


| 


| 


同 理 还 可 证 明 
‘pg > 一 和 (7. 8. 11) 


另外 ,还 要 指出 ,所 有 正 频 散射 态 y:*' 的 集合 ,构成 完备 系 . 所 有 负 
频 散 射 态 必 - 的 集合 ,也 构成 另 一 个 完备 系 。 

上 面 已 经 给 出 了 算 符 的 戴 逊 方程 (7.8. 5) 式 和 波 函 数 的 戴 进 
方程 (7. 8. 7) 式 , 还 可 以 建立 格林 函数 的 戴 进 方程 , 苹 定 语 方 程 


(VIRGV OT) = Vo (7. 8. 12) 
的 通 解 是 
pit 一 Blr) + pr) (7. 8. 13) 
@ 是 相应 的 齐 次 方程 的 解 
(V?++ kB,=0 (7. 8. 14) 


以 CyV? 十 有 一 V) 作用 于 (7.8.13) 式 两 端 , 由 (7.8.12) 至 
(7. 8. 14) 式 可 见 ,Y4 满足 的 方程 是 


[V+ Vr) = VG, (7. 8. 15) 


定义 势 场 V 存在 时 的 格林 函数 G"* 为 
[V2 十 有 2 一 了 (r)] G(r,r) =6(r— rr) (7.8.16) 
则 


GP Cr) = B, 十 15 Cor Vr Br dr (07.8.17) 


将 (7.8. 16) 式 写 成 (V? 十 和 2) GD,r) = 6(r 一 7) 十 VG) 
x G(r,r), 并 利用 无 势 场 时 的 格林 函数 方程 (V? 十 &*)G(r7， 
r') 二 6(r 一 7 ), 得 出 
CE Je per 一 四 十 Fr GHD, ) dr 
= G(r,r) 十 [ev a ve) GH rr dr 
即 
GP 一 GCC 十 GO GOh 


闪 全 YYCCeTE 
(7.8. 18) 


(7. 8. 18) 是 格林 函数 的 戴 示 方程. 它 用 无 相互 作用 的 格林 函数 
G%+， 表示 有 相互 作用 的 格林 函数 Ge+，。 


“$7.9 散射 矩阵 (CS 矩阵 ) 


为 了 使 散射 理论 的 公式 具有 更 明显 的 对 称 性 ,在 量子 力学 和 
量子 场 论 中 用 得 更 多 的 是 散射 矩阵 ,或 称 $ 和 矩阵。 下面 将 看 到 :9 
矩阵 和 了 和 拖 阵 一 一 对 应 ,实质 上 是 完全 一 样 的 ,不 过 是 换 了 一 种 对 
称 性 更 明显 的 表述 方式 。 

由 于 办” 是 完备 系 ,我 们 可 以 将 上 ” 按 { 几 展开: 


Ve (7. 9. 1) 


(7. 9. 1) 式 的 右 端 不 包含 分 立 的 束缚 态 ,因为 这 些 态 都 和 WW 正 
交 。 由 散射 态 的 正 交 归 一 条 件 得 
= (gg) (7. 9. 2) 
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矩阵 S 称 为 散射 矩阵 或 简称 $ 算 阵 。 由 于 五 中 属于 两 个 不 同 能 量 
本 征 值 的 本 征 函 数 正 交 , 因 此 5,, 在 能 量 表象 中 必然 是 个 对 角 算 
阵 。 它 总 可 写 为 


S, = 6 + OE,— E)Q, (7. 9. 3) 


Q 是 个 在 E, == E, 时 无 奇 性 的 待定 的 矩阵 ,现在 来 求 8 和 矩阵 和 荆 秆 
阵 的 关系 。 利 用 2 函数 的 公式 


en | (7. 9. 4) 


1 1 
E>0 2 


zx—ie 并 十 ie 
可 将 (7. 9. 3) 式 表示 为 


二 I 
54 一 0% 十 起 | 一 一 1h6 EE Fifale" 


(7. 9. 5) 
将 (7.7.5),(7. 9.5) 和 (7.7. 14) 式 代 入 (7. 9.1) 式 ,整理 化 简 后 得 


1 
ET 宝 = 

1 1 1 

i — Ho—iia 五 一 五 ,十 me] >: 

ee re (7. 9. 6) 

由 于 (EE 一 五, 十 i 广 a)-!1 和 (E 一石 ,一 iha)-! 线性 无 关 ,(7. 9. 6) 
式 成 立 的 条 件 必须 是 等 式 两 端 这 两 个 因子 前 面 的 系数 各 自 相 等 。 
由 (EE 一 HH。 十 i a)-! 的 系数 相等 得 


Q, = 一 2xiT，。 (7. 9. 6) 
S。 一 一 2xi6(E — ET.,, (7.9.7) 


(7. 9.7) 式 给 出 了 S 和 罕 阵 和 了 矩阵 的 关系 。 若 将 入 射 波 选 为 平面 
波 , 由 (7. 9.7) 和 (7. 7. 23) 式 得 
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人 人 — Jy)f0) (7. 9. 8) 


(7. 9. 8) 式 表明 ,微分 散射 截面 f(0) 与 Si 一 Got 成 正比 。 另 一 
方面 ,由 (一 瓦 。 一 ia) 的 系数 相等 得 


和 >)wQu = 一 > US, 
一 一 2 2 N99) GU SS, (7.9.9) 
用 了 矩阵 的 厄 米 性 
T= (p01 ) = (UIY,) (7. 9. 10) 
及 (7.9.6) 式 ,可 将 (7.9.9) 式 写 成 
三 BT 一 一 DOC 2 TiS) (7. 9. 11) 


《7. 9. 11) 式 对 任何 的 均 成 立 , 得 


7 .7 (7. 9. 12) 
S 矩阵 具有 下 述 性 质 : 
(1) 乏 正 性 
S 矩阵 具有 乏 正 性 ,满足 
D555 二 或 >)SmS) = 6 (7. 9. 13) 


为 证 实 (7.9. 13) 式 , 利 用 定义 (7. 9. 2) 得 
六 9 
= 2 9 NG) gO Ng) 
= gg = 0, (7.9. 14) 


(7. 9. 13) 式 的 第 二 式 可 用 同样 方法 证 明 。 
(2) S 矩阵 和 演化 算 符 的 关系 
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oT 


为 讨论 S 矩阵 和 波 函 数 演化 算 符 的 关系 ,我 们 来 重新 考虑 跃 
迁 几 率 振幅 的 公式 (7. 6. 9) 式 。 在 (7. 6. 9) 式 中 令 t6 一 一 coya 一 
0, 一 十 oo 得 
C. (十 co) = Ts) ede + 6,, 


2ri 


=— TS(0,) 十 bn (7. 9.15) 
比较 (7. 9. 15) 及 (7. 9.7) 式 得 
C,(+ co) = S。 (7. 9. 16) 
按 定义 ,演化 算 符 Z 满足 
$0) =U Gt gl) (7. 9.17) 


C.( 十 ce) 的 物理 意义 是 , 它 表 示 上 一 一 ce 时 , 初 态 为 加 ,经 相互 作 
用 及 演化 算 符 作用 后 ,至 + 一 十 ce 时 跃迁 到 末 态 少 的 几率 振幅 , 即 


人 


4 三 让 人 (7. 9. 19) 
《7. 9.19) 式 表示 ,S 矩阵 对 应 的 算 符 等 于 体系 从 1 一 一 oo 开始 ,经 


散射 后 ,演化 到 + 一 十 oo 的 演化 算 符 . 算 符 $ 称 为 么 正 散 射 算 符 。 
它 的 矩阵 元 5 表示 若 体系 在 :一 一 oo 时 处 在 无 微 扰 的 本 征 态 风 ， 
经 过 散射 和 相互 作用 后 ,在 一 十 oo 时 体系 处 在 几 态 的 几率 振幅 。 


S 矩阵 与 体系 的 性 质 ,体系 的 哈密 顿 算 符 有 关 , 因 为 演化 算 符 六 决 


定 于 体系 的 哈密 顿 算 符 友 。 
(3) 5 矩阵 的 转动 不 变性 和 分 波 法 
对 于 转 力 场 , 体 系 具有 空间 转动 不 变性 。 当 对 整个 体系 作 一 个 
空 间 转动 时 , 初 态 动量 和 未 态 动量 之 间 的 夹 角 不 变 、 散 射 振 幅 、 微 
分 散射 截面 不 变 。 因 此 S 矩阵 具有 空间 转动 不 变性 。 
由 于 在 空间 转动 中 , 先 转 过 角度 和 ,再 转 过 角度 0, 与 同时 转 过 
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角度 9 十 0, 的 结果 相同 ,因此 ,转动 算 符 Ux 满足 
OC0) OR) = Or, + 0,) (7. 9. 20) 
在 $ 6. 10 中 曾 说 过 , 它 的 一 般 形 式 是 


A 
Ur = exp 


一 元 和 4| (7. 9. 21) 


J 了 是 角 动 量 ,9 是 转角 .3 矩阵 的 转动 不 变性 可 以 表示 为 
(Ugk’ |S |Ugk) = Ck' |S|Kk) (7. 9. 22) 


(7. 9. 22) 式 表 示 S 矩阵 只 依赖 于 上 和 之 间 的 夹 角 , 与 上 原来 的 
方向 无 关 。 因 此 ,S 和 矩阵 只 能 是 能 量 和 初 、 末 态 动 量 之 间 夹 角 的 沙 
数 . 对 弹性 散射 ,动能 不 变 ,S 矩阵 可 写成 


CK'|SIk> = Ok — Ek) DIFCR)PCcOsO) (7.9.23) 
i=0 


(7. 9. 23) 式 中 A,(4) 是 待定 系数 , 它 可 以 由 S 和 矩阵 的 乏 正 性 决定 。 
对 于 连续 谱 , 乏 正 条 件 (7. 9. 13) 式 是 


jx IS IK AKIS |k”) * dK” = Ok — Kk') (7.9. 24) 


将 (7. 9. 23) 式 代 入 (7. 9. 24) 式 得 


&28(R — k') > 过 7 FCk) |?2P,(cos0) = Ck — Kk’) 
(7. 9. 25) 
将 (7. 9. 25) 式 与 8 函数 的 表示 式 


Sk kK) 一 1 


二 -一 一 已 (cosO) (7.9. 26) 
相 比 较 , 准 确 到 一 个 位 相 因 子 ,得 


Fi(h) = 


2 (7. 9. 27) 
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将 (7. 9. 27) 式 代 入 (7. 9. 23) 式 后 ,我 们 得 到 $ 矩阵 的 表达 式 是 
(KISIk) = 6 — 1) D) ire PCeosb) (7. 9. 28) 


注意 从 箱 归 一 化 的 (7. 9. 8) 式 过 渡 到 连续 谱 的 表示 式 (7. 9. 28) 式 
了 .3 
时 , 需 乘 上 因子 7275， 印 


7 2 0 ky) LL 
Ck |S IKk) ee ER Kk ) 0 (27)3 
得 


2 十 1 
Axk’ 


l 到 TS 是 坑 
(KISIK) = OR—& > P (cosg) 十 3/ (0) | 
(7. 9. 29) 


比较 (7. 9. 28) 和 (7. 9. 29) 式 , 解 出 A(9) 后 得 
FO = 元 2 i Dy 


这 正 是 分 波 法 的 结果 (7. 2. 18) 式 。 由 此 得 出 结论 :分 波 法 的 结果 
实际 上 是 $ 矩阵 具有 勾 正 性 和 具有 转动 不 变性 的 推论 。 

(4) S 矩阵 的 么 正 性 和 光学 定理 

将 S 矩阵 的 表示 式 (7. 9. 7) 式 代 入 系 正 性 表示 式 (7. 9.13) 式 
后 ,得 出 


2x 之 18( 下 .一 匹 )T2Tw 一 iT 一 T) (7.9.30) 


将 了 矩阵 和 散射 振幅 的 关系 式 (7.7. 23) 式 代入 上 式 , 并 注意 将 求 
和 变 成 积分 时 需 乘 上 -区 因子 ,有 


27 


A? 73 二 
2 六 | Fifer zk 天 7) 天 天 直人 一 一 i 及 a fi | 


即 
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其 np 4 区 也 fx 
[Fiferadn = 地 i (7. 9. 31) 

在 二 kk 的 特殊 情况 下 ,我 们 得 到 总 散射 截面 
Q = | uao: = Imfu = 天 Imf(0) (7.9. 32) 


这 正 是 光学 定理 (7. 2.26) 式 。 
(5) 5 矩阵 的 时 间 反 演 对 称 性 
引入 时 间 反 演算 符 企 ,在 企 作 用 下 ,时 间 上 -= 一 妃 有 


A A 

TrTi-i=r (7. 9. 33) 
A 人 
TpT =—p (7. 9. 34) 
A A 
了.JT7 1 一 一 了 《7. 9. 35) 


在 时 间 反 演 下 ,坐标 r 不 变 ,动量 p 和 和 角 动 量 J 反 号 .将 时 间 反 演算 
符 作用 在 正 频 散射 态 点 * 得 


A 6 pp WN 1 —1 《二 》 
TW 


二 Ei = (7.9. 36) 
因此 


CE' |S IE = CG NG = (Tg gn): 
= (gp) = (Ek|S|— Kk')» (7. 9. 37) 


(7. 9. 37) 式 表示 时 间 反 演 后 粒子 的 路 径 反 转 。 而 散射 振幅 
fi = fr (7. 9. 38) 
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“87.10 ， 复 势 场 中 的 散射 和 光学 势 


从 本 节 开 始 ,我 们 将 讨论 非 弹性 散射 .在 分 波 法 中 曾 指出 , 转 
力 场 中 的 散射 经 过 将 入 射 波 作 分 波 处 理 后 ,最 后 归结 为 计算 各 个 
分 波 的 散射 相 移 。 显 然 ,以 前 算出 的 各 分 波 的 散射 相 移 6 全 部 是 实 


数 。 现 在 先 讨论 ,假如 算出 的 散射 相 移 是 复数 时 ,会 出 现 什么 样 的 
物理 结果 。 


按 分 波 法 ,散射 后 的 波 肾 数 在 无 穷 远 处 的 渐 近 行为 是 


ikr 
J + f(0) 一 


,sin| kr 一 Sy 

(27 二 + 1)i 已 (cos0) 十 CO 
oo ,sin| br kr 一 | 

一 之 (2 十 1)i P,(cos0) 


SyC21 + De 一 1) Picosg) 
t=0 
C+1) 


i 


ikr 
;9) 二 


et ) _ ei(s 


-各 ) |Piceos) (7. 10. 1) 


(7. 10. 1) 式 布 端的 第 一 项 表示 沿 r 方 向 的 入 射 波 ,第 二 项 表示 沿 
方向 的 出 射 波 .因此 , 滑 r 方 向 的 出 射 粒 子 流 和 入 射 粒 子 流 之 比 是 
J /jr = le l? (7. 10. 2) 


当 势 场 V(r) 为 实数 场 时 ,5, 是 实数 ,j" == 六 ,入 射流 和 出 射流 相 
等 ,散射 是 弹性 的 ,车 6 是 复数 ,6, = 6 十 1629, 则 


Jr — 48.2) 


a ‘ (7. 10. 3) 
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出 射流 和 入 射流 不 相等 ,必然 有 一 部 分 粒子 离开 弹性 散射 道 而 进 
入 其 他 反应 道 . 这 种 散射 是 非 弹性 散射 。 因 此 ,如 果 势 场 是 复数 , 相 
移 6, 是 复数 ,就 表示 散射 是 非 弹 性 的 。 

为 进一步 看 清 复 势 场 的 情况 ,作为 例子 ,我 们 讨论 复 势 阱 , 取 
势 场 为 复数 常 势 阱 , 即 


本 一 DC 十 1 rr 过 a 


U 一 (7. 10. 4) 
0 rr 之 a 
则 相应 于 (7. 3. 2) 式 的 其 定 请 方程 为 
3 十 kzx 一 0 ra 
有 (7. 10. 5) 
和 十 &z 一 0 r>a 
式 中 
ee Ye, k= 二 V2m(E + U, + iUt) 二 后 十 ia 
(7. 10. 6) 
为 方便 起 见 , 只 讨论 ! = 0 分 波 , 在 复 势 阱 内 的 波 函 数 是 
u= Bie +Be” ra (7. 10.7) 
由 wu(0) = 二 0 得 Bi 二 一 B, 二 B, 复 势 阱 内 的 波 函 数 是 
u= Ble rt — en) ra (7. 10. 8) 


(7. 10. 8) 式 右 端 第 一 项 ,表示 势 阱 中 入 射 波 ; 第 二 项 表示 势 阱 中 
的 出 射 波 . 由 于 出 射 波 中 含有 因子 e “, 当 7 增加 时 ,出 射 波 的 振 
幅 指数 下 降 , 它 的 强度 正比 于 e >。 这 说 明 波 被 复 势 阱 散射 时 ,一 
部 分 被 吸收 了 。 复 势 阱 相当 于 一 种 吸收 系数 为 2ez 的 介质 ,由 于 部 
分 波 被 吸收 ,这 种 散射 必然 是 非 弹性 散射 。 

下 面 讨 论 一 个 全 吸收 模型 。 假 定 进 入 复 势 阱 中 的 波 被 全 部 吸 
收 , 复 势 阱 中 只 有 入 射 波 , 没 有 反射 波 .(7. 10. 8) 式 变 为 
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2 (7. 10. 9) 
而 由 (7. 10. 5) 式 , 复 势 阱 外 的 波 函 数 是 


2 一 Be 


itr+ ) -itr+a )》 
和 r>a (7.10. 10) 


波 函 数 及 其 微 商 在 ~ = a 处 连续 的 条 件 给 出 


Be-'™ 一 > Le a eatéo) ] (7.10.11) 


— ixBe i* = 一 i > 十 ettet+s) ] (7.10.12) 


两 式 相 除 后 得 
a 2 二 SR Se (7. 10. 13) 
由 此 解 得 
eo 一 全 二 Tin (7. 10. 14) 


将 (7. 10. 14) 式 代入 (7. 10. 11) 式 后 ,可 得 
ik 


B= ew” —————— .10. 
"a (7. 10. 15) 
出 射 粒子 流 与 入 射 粒子 流 之 比 是 
a £4 < (7. 10. 16) 


(7. 10. 16) 式 表 明 , 出 射 粒子 流 小 于 入 射 粒子 流 , 粒 子 被 吸收 丁 。 


吸收 的 部 分 是 1 一 |e*|? 一 人 55s. 于 是 , 复 势 阱 的 物理 图 象 相 


当 于 :在 阱 外 ,粒子 在 一 种 稀薄 介质 中 运动 , 它 的 波 矢 为 ; 在 阱 

内 ,粒子 在 一 种 稠密 的 吸收 介质 中 运动 ,相应 的 波 失 是 x。 因 而 这 

种 模型 称 为 光学 模型 , 复 势 场 也 称 为 光学 势 .在 原子 核 物理 中 常用 
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这 种 模型 讨论 粒子 被 核 散 射 和 吸收 问题 。 
* $7.11 非 弹性 散射 的 一 般 理论 


与 弹性 散射 不 同 , 非 弹性 散射 不 仅 涉及 平 动能 的 交换 ,而 且 还 
涉 及 体系 内 部 状态 的 变化 ,因此 ,一 般 说 来 , 它 与 体系 的 内 部 状态 
有 关 。 考 虑 一 个 质量 为 mw 的 入 射 粒子 被 又 4 散射 ,以 $ 记 上 靶 和 4 的 内 
部 自由 度 ,r 记 入 射 粒 子 的 坐标 。 设 对 的 质量 远 远 大 于 入 射 粒 子 的 
质量 ,因此 质心 系 的 中 心 就 在 靶 上 .粒子 和 轰 这 个 总 体系 的 哈密 顿 
算 符 是 


A 


2 
= 2 十 让 (6) + UG,é) (7.11.1) 


式 中 , 右 端 第 一 项 是 入 射 粒子 的 动能 ,第 二 项 是 靶 的 哈密 顿 函 数 ， 
第 三 项 是 粒子 和 靶 的 相互 作用 能 .让 (6) 的 本 征 方程 是 


hf (One) = em(Ce) (7. 11. 2) 


设 店 (6) 的 本 征 值 6, 本 征 函 数 8(6) 已 知 , 则 


人 矶 2 人 
H, =:— 7 + H(é) (7. 11. 3) 
mm 
的 本 征 值 和 本 征 函 数 分 别 是 
h: 2 
Es = & 十 2 (7. 11. 4) 
$,, = hE) es (7. 11. 5) 


相应 的 正 交 归 一 条 件 是 


1 


a Dn er "dg = 36€ — 8)8Cr —7) 


(7. 11. 6) 
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假定 体系 的 初 态 即 入 射 波 态 为 
$, = Bo = pe” (7. 11.7) 


它 相应 于 靶 开 始 时 处 在 基态 ,而 入 射 粒子 和 地 的 相对 动量 是 ,. 体 
系 初 态 的 能 量 是 E, 一 eo 十 艺 外 ,体系 的 薛 定 谓 方 程 是 


yr,é) = Ey(r,€) (7.11.8) 

经 散射 后 , 靶 的 状态 由 多 变 为 ,入 射 粒子 的 动量 由 变 为 , 因 
而 末 态 是 

0, = be (7. 11. 9) 


相应 的 能 量 是 EE, 一 & 十 芳 汪 ,由 于 能 量 守恒 ,E, 一 E,, 因 此 散射 后 


粒子 对 靶 相 对 运动 的 能 量 是 


各 让 1 


一 6 一 名 十 D7 (7.11.10) 


不 同 的 末 态 用 不 同 的 量子 数 5 标记 。 散 射 后 体系 可 能 出 现 的 状态 
称 为 散射 的 道 , 当 初 态 和 末 态 的 能 量 满足 


Eu 一 6 一 之 0 (7. 11. 11》 


时 , 这 些 散 射 道 称 为 开放 的 。 粒 子 在 开放 道中 经 散射 后 的 动能 为 
正 , 它 可 以 运动 到 无 穷 远 处 ,对 应 实际 的 散射 过 程 。 反 之 , 若 


< 0 《7. 11. 12) 


则 相应 的 这 些 散射 道 是 封闭 的 .综合 上 述 , 非 弹性 散射 过 程 中 波 函 
数 在 r 一 co 时 的 标准 形式 是 : 


gr) 


7 一 CO 


这 pg 
PEs DI AG) (7.11.13) 
6 
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求解 藤 定 证 方程 (7. 11. 8) 式 , 并 将 求 得 的 波 函 数 在 r ce 时 的 渐 
近 行 为 与 (7.11. 13) 式 比较 , 求 出 相当 于 开放 道中 的 4A, 就 可 给 
出 散射 振幅 以 及 微分 散射 截面 。 

现在 用 格林 函数 法 求解 。 先 求 非 弹性 散射 的 格林 函数 。 将 
(7.11.8) 式 改 写 为 


A 2 De DG 


(7. 11. 14) 
定义 相应 的 格林 函数 为 
HE By 
(7.11.15) 
语 , 的 本 征 方程 是 
户 @ = ES, (7. 11.16) 
用 $7.7 的 方法 可 得 出 满足 (7. 11. 15) 式 的 正 频 的 格林 函数 
是 
,~ O60r—r E68) 
Gt (rEs;r 6 ) 三 E— Hiha > H. 二 i == 2 
(7. 11.17) 
gl [Bul Dar ) 
. (27)5】 E,— E+ifia 
m & 6 ei2Cr 一 ) ， 
| i 7.11.18) 
式 中 
,2m A2k2 
k? = [est 5 | (7, 11. 19) 


对 于 开放 道 ,如 > 盖 0, 极 点 在 实 轴 。 用 $7.4 的 回路 积分 可 以 证 明 这 
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时 有 


人 RE a 
lim | 三 ad 一 一 起 站 ee 
因此 开放 道 的 格林 函数 是 
©itslr—r 
g8!) (Crime ) 0 9x in PR (2 ) Ir Ir—r| 
(7.11. 21) 


方程 (7. 11., 14) 式 的 解 是 
KN) = BO— 和 
x |% Ce") (8 ) 本 er EU ,EP Cr! ,Edé' dr 
a Spot EU EDD sb de dr 


(7. 11. 22) 


(7.11. 22) 式 中 第 一 个 求 和 5 对 所 有 可 能 的 开放 道 , 即 实际 的 散射 
道 和 反应 道 进行 , 第 二 个 求 和 ww 对 所 有 可 能 的 封闭 道 进 行 。 
(7.11. 22) 式 可 以 写成 李 普 曼 - 许 温 格 方程 的 形式 


J 一 更. + [E, yh +iha] Uy’ (7.11.23) 


当然 ,对 于 实际 情况 , (7. 11. 22) 式 的 第 二 个 对 封闭 道 的 求 和 不 必 
考虑 。 

现在 来 求 散射 振幅 和 微分 散射 截面 。 为 此 , 须 将 (7.11. 22) 式 
与 标准 形式 (7. 11. 13) 式 比 较 , 而 且 只 须要 考虑 开放 道 , 因 为 只 有 
开放 道 的 粒子 才 具 有 动能 并 且 可 以 散 射 到 无 穷 远 处 .对 足够 大 的 
rskslr —r | kr—r,*r ,ks 是 7 方向 的 波 矢 ,比较 (7.11.13) 和 
(7. 11. 22) 式 得 


4 =— 2 Is (eiirU Cr EG Cr, Edrdé 
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人 cpr LL (7. 11. 24) 


4u 表示 从 到 态 散 射 到 色 一 (S$)e%" 态 的 散射 振幅 。 

这 里 要 特别 指出 ,如 果 要 找 粒 子 从 a 一 5 的 散射 所 对 应 的 微分 
散射 截面 ,必须 对 (7. 11. 13) 式 乘 上 Bg (#) 后 并 对 积分 ,因为 粒 
子 的 微分 散射 截面 只 涉及 粒子 从 a 一 2 态 , 而 不 涉及 靶 。 注 意 对 非 
弹性 散射 ,k, 与 不 仅 方 向 而 且 数值 都 可 以 不 相等 。. 取 单位 时 间 ， 
垂直 于 入 射 方向 单位 面积 的 入 射 粒 子 流 的 密度 是 v。 一 元 &。/m, 单 
位 时 间 散 射 到 方向 立体 角 dQ 处 的 散射 粒子 流 是 


< | 4u(0) |:d0, 则 微分 散射 截面 是 


dou = 总 [Aw.(0) 1:d@ 


mk (C+), 12 | 
eA ) |:d02 《7. 11. 25) 
将 (7. 11. 25) 式 乘 上 入 射 粒子 流 密度 后 ,得 到 单位 时 间 散 射 到 立 
体 角 元 d9 的 粒子 数 是 


dP, = 天 | (®, |U gt) |2dp, (7. 11. 26) 
式 中 
dp, 一 Ta (7. 11. 27) 


表示 单位 体积 ,单位 能 量 间隔 内 末 态 的 数目 。 

《7.11.25) 及 (7. 11. 26) 式 是 决定 微分 散射 截面 或 散射 粒子 
数 目的 准确 的 公式 ,如果 入 射 粒子 是 高 能 粒子 ,可 以 用 玻 恩 近似 ， 
准确 到 一 级 ,将 (7. 11. 25) 及 (7. 11. 26) 式 中 的 必 +> 用 零 级 近似 波 
函数 %, 代替 : 


dols) -| 一 aA IUl®,) |:dn (7. 11. 28) 
ba 27r h? k, 6 a w . 
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dP 镶 = FB, U1®,) dp, (7. 11. 29) 
式 中 


(BUI®,) = | Us Cr ei t dr (7.11. 30) 


Uio = | (Ur, ERE dE (7.11. 31) 


“$7.12 扭曲 波 近 似 


在 许多 情况 下 ,相互 作用 势 可 以 分 成 两 部 分 。 例 如 ,带电 粒子 
被 原子 核 散 射 ,带电 粒子 与 核 之 间 的 相互 作用 , 既 有 核 力 势 ,也 有 
库仑 势 。 在 这 种 情况 下 ,常常 须要 将 两 部 分 相互 作用 分 开 考 虑 .本 
节 将 讨论 存在 两 种 相互 作用 时 的 散射 理论 。 

设 体 系 的 哈密 顿 算 符 可 写成 


H= H+Ust+Us (7. 12. 1) 

由 公式 (7.6. 14) 及 (7. 7. 2) 式 得 出 ,单位 时 间 从 态 @, 经 散射 后 跃 
迁 到 到 的 跃迁 几率 是 

wu = FT ld(E, — E.) (7. 12. 2) 


Th = (®,|Us dt Ugly ™) (7. 12. 3) 
必 ”” 满足 李 普 曼 - 许 温 格 方程 


内 一 十 (EE, ~ Ho tikha) 十 Upp 
(7. 12. 4) 


引入 函数 7, 它 只 被 场 Us 作用 ,满足 
d= EE,— Ho—~ifia) Usd (7.12.5) 


将 (7.12.5) 式 代入 (7. 12, 3) 式 得 
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Ts = (HVANg™) + (dH Ug lg) 
= ‘dH UsglE, I 五。 十 iAaAQa) (CA 十 Ug) 1ZS+ 7 》 
(7. 12. 6) 
将 (7.12. 4) 式 代 入 (7. 12.6) 式 的 最 后 一 项 后 得 
To = (HUaNg tT) + (HUg|®,) (7. 12.7) 
现在 来 看 看 (7. 12.7) 式 右 端 第 一 项 和 第 二 项 的 物理 意义 。 先 看 第 
二 项 , 令 
Ti(B) = (4 IUgs|®,) = (®, IUs|¢™) (7. 12. 8) 
Ts(B) 决 定 从 @, 态 只 在 相互 作用 势 Us 作 用 下 跃迁 到 @, 态 的 几率 
振幅 。 式 中 
Hd’ =, + EE,— Ho+tiha) Us (7, 12. 9) 
再 看 (7.12.7) 式 右 端的 第 一 项 。 为 此 , 先 利用 (7.8.2) 式 将 
(7. 12.4) 式 改写 为 
St = ,+ (EE,— HC— Usa— Us 二 1a) (CU 十 Us)®, 
(7. 12. 10) 
再 将 (7. 12. 9) 式 改写 为 
d= EE,— Ho — Ustiha)- Us®, 
(7. 12. 11) 
利用 算 符 等 式 


A A 


A A 人 A 
A-!1— B= A (Bm A)B’! . (7. 12. 12) 
及 (7.12.11) 式 , 可 将 (7. 12. 10) 式 写 成 
Js) 一 HT) 十 (E,— HH, — Ua — Ug 二 iAa)! 
XxX Usl®, 十 (FE 二 HH, I Us 十 1 直 a) 1U gp®@, | 
一 从) 十 (五 一 万 一 DA 一 Us 十 ia ‘Ug 
(7. 12. 13) 


或 者 等 价 地 写成 
大 + 一 A Em Hom— Ugtifa) Ua 
(7. 12, 14) 


积分 方程 (7. 12. 14) 式 决 定 了 一 个 由 态 #1 出 发 , 受 势 场 Us 散射 
后 得 出 的 出 射 波 兴 +)。 因 此 (7. 12. 7) 式 右 端 第 一 项 即 和 矩阵 元 


To(4) = (dd Ua ) (7. 12. 15) 


表示 一 个 先 被 势 场 Vs 散射 或 “ 招 曲 ”后 的 波 引见 (7. 12. 5) 式 ) 
再 受 势 场 U4 散射 而 得 出 的 几率 振幅 。 
如 果 采 用 玻 恩 近似 ,在 (7. 12. 15) 式 中 用 零 级 近似 K* 代替 
%+ ,得 
Ti (A) = (H IUa|¢") (7. 12. 16) 


这 个 雅 迁 矩阵 元 称 有 扭曲 波 近 似 , 因 为 在 这 个 矩阵 元 中 , 初 态 和 末 
态 都 不 再 是 平面 波 , 而 是 先 经 势 场 Vs 作用 扭曲 后 的 波 HW ”和 
PC ,和 Ye 分 别 满足 积分 方程 (7. 12.5) 和 (7. 12. 9) 式 。 积 分 
方程 (7.12. 5) 式 表 明 ,H”? 是 一 个 平面 波 Bs 和 一 个 经 势 场 Us 作 
用 后 得 出 的 球面 波 的 全 加 。 如 果 Us 是 库仑 势 ,KH 可 以 由 
(7. 12. 5) 式 求 出 ,于 是 相互 作用 势 的 第 二 部 分 U4, 比方 是 核 力 ,就 
可 用 扭曲 波 近似 计算 (7.12.16) 式 , 或 是 解 积 分 方程 (7. 12. 14) 
式 , 求 出 yi 后 ,再 将 它 代 入 (7.12.15) 式 , 然 后 求 出 跃迁 几率 振 
幅 Ts (4) ,在 扭曲 波 近 似 下 ,总 的 跃迁 几率 振幅 是 


TE = (BUsIg™) + (A UNMY) 7.12.17) 
本 章 小 结 


1， 微 分 散射 截面 C0) 表示 一 个 入 射 粒子 经 散射 后 ,散射 到 9,9 方向 单位 立 
体 角 的 几率 .对 于 轩 力 场 中 的 弹性 散射 ,o(b) 一 17(O)1? ,而 f(0) 由 
pr 一 ee + fC0) 
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i ee hw ed A i es 


[5 


0 


心 


| 


决定 .散射 问题 要 求 的 是 薛 定 廖 方程 在 ~ 一 oo 时 的 渐 近 行为 ,并 与 上 式 比 
较 , 决 定 /6) 和 cz(6) 。 


. 分 波 法 给 出 的 微分 散射 截面 


ICO) = 去 | 2 十 DPi(cosb)ersind. | 
第 ! 个 分 波 的 散射 截面 


人 = 二 (2/ 十 1)sin?6, 


总 散射 截面 满足 “@ =- 既 Im7(0) ,分 波 法 最 后 归结 为 计算 各 个 分 波 的 散 
射 相 移 ,对 低能 散射 ,之 a 的 分 波 可 略 去 。 


. 对 于 高 能 粒子 的 散射 ,可 用 玻 恩 近似 处 理 。 结 果 是 


4m? 


KR 


大 承运 || rv nsinKrarl’, K Er 
0 


2 


. 质心 坐标 系 中 的 微分 散射 截面 609,9) 与 实验 室 坐 标 系 中 的 微分 散射 截面 


的 关系 是 


Cm? 十 m2 十 2mim2cos0O) 
mz |mz 十 micosl | 


o(0,,%) 一 o(0,9)。 


.了 和 矩 隆 7 一 《$101g1), 从 s 态 到 7 态 的 跃迁 速率 为 


(有 一 E,) |T, |. 1W+>》 满足 李 普 曼 - 许 温 格 方程 ， 


1 1 
= 二 UJ 由 十 一 一 一 一 一 一 D0 
a 4 Bi 


了 和 矩阵 的 戴 还 方程 是 


1 


五 , 一 H+ifha 


.5 矩阵 :S, < (ge) | ) 6 一 2m6(E, 一 E)T,, 


S=U(+%,— %) 
S 矩阵 具有 乏 正 性 、 转 动 不 变 性 等 各 种 对 称 性 质 。 


. 复 势 场 将 导致 非 弹性 和 散射 ,在 这 种 情况 下 ,散射 相 移 是 复数 。 
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. 非 弹性 散射 的 波 函 数 满足 


ylr ,6) 


rr” oo 


_ 这 gr 
网 (G)eitor 十 4om(6) 一 


散射 振幅 ”4 = 一 U1), 
在 势 场 可 以 分 成 两 部 分 时 ,了 T 矩阵 的 计算 可 以 用 招 曲 波 的 方法 处 理 。 


习 题 


.1. 粒子 受到 势 场 U(r) = 元 散射 , 求 * 分 波 的 微分 散射 截面 。 


. 2. 慢 速 粒子 受到 势能 为 U(r) = 志 的 场 散射 , 求 * 分 波 的 散射 鹤 面 。 
.3. 用 玻 恩 近似 法 求 粒子 在 势能 U(r) = Uoe-“2” 的 场 中 散射 时 的 散射 堆 


面 。 
2 r<~a 2 
4 用 并 人 和子 丰 妇 能 D0 一 r” 5” ”6= 如, 场 中 
0， 六 之 4， 
散射 时 的 微分 散射 截面 。 


.5. 考虑 中 子 束 对 双 原 子 分子 H; 的 散射 .中 子 束 沿 z 方 向 入 射 , 两 个 氨 原 子 


核 位 于 xz = 二 土 a 处 .中 子 和 电子 无 相互 作用 ,中 子 与 氢 原 子 核 即 质子 之 
间 的 短程 作用 可 取 为 


V(r) =~ VoLd(z — ody) Oz) 十 SCz 十 a)8(y)8(z)] 
不 考虑 反 冲 ,试用 琉 恩 近似 计算 散射 振幅 及 微分 截面 。 


.6， 设 有 两 个 电子 , 自 旋 态 分 别 是 


cos 全 es 


0 


sin —e'”? 
2 


(i) 已 知 两 个 电子 体系 的 波 函 数 对 电子 交换 具有 反对 称 性 ,证 明 两 个 电 
子 处 于 自 旋 单 态 (s 一 0) 和 三 重 态 (s = 1) 的 几率 分 别 是 


PP 一 二 (1 一 cos* 也 ) 和 P, 一 二 (1+cos* 卫 | 
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(ii) 设 有 两 束 这 样 的 极 化 电子 散射 ,证 明 
a(9) = 计 [C3 十 cos98)os 十 (1 一 cos8)o11] 


os 和 co 分 别 表 示 两 个 电子 处 于 三 重 态 和 单 态 下 的 散射 截面 。 
7.7. 一 非 相 对 论 的 ,质量 为 m 的 粒子 被 一 中 心 势 散射 ,这 一 中 心 势 有 如 下 形 

式 

天 A 11? 
VO = UUG) =— 2 | 
其 中 4 是 一 个 参数 ,这 个 势 场 有 下 面 的 性 质 : 当 一 0 时 ,截面 olE) 越 
来 越 大 , 当 E= 0 时 ,ol(E) 一 oo, 很 明显 ,在 EE 很 小 的 条 件 下 ,o(E) 主要 
是 由 分 波 贡献 而 来 .因此 低能 互 时 ,只 需要 计算 分 波 振幅 就 够 了 。 与 
此 相关 ,为 数学 上 方便 ,方程 
二 A$ 一 UG)# (其 中 4 是 一 正常 数 ) 
的 通 解 是 
Mtaahjir 一 这)em 十 Citanhjr 十 达 )e- 到 


其 中 4 一 VA ,a、B 是 积分 常数 , 记 住 tanhz 一 所 二 二 ,计算 一 0 时 
的 oC(E)。 

7. 8. 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 三 维 情形 下 与 一 球 对 称 势 作 用 Vr) 一 
一 C8CIr| 一 4) , 即 作用 势 是 一 个 3 函数 ,除非 粒子 恰好 处 在 与 作用 中 
心 距离 为 4 的 位 置 上 ,否则 势 为 零 ,其 中 C 是 个 正常 数 。 
Gi) 求 有 一 个 束缚 态 存 在 时 的 C 的 最 小 值 ; 
dii) 考虑 一 个 散射 实验 ,其 中 粒子 以 低速 入 射 到 势 时 中 ,在 低 入 射 速度 

极限 下 , 求 散射 截面 及 角 分 布 。 
7. 9. 考虑 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 一 维 势 V(r) 上 的 散射 。 


GD 证 明 ”Getz) = 式 | 4 一 一 一 一 是 能 量 为 上 的 与 时 间 无 关 
五 一 十 ia 
的 薛 定 兽 方程 在 出 射 波 边界 条 件 下 的 自由 粒子 格林 函数 。 
Gi) 写 出 一 个 沿 正方 向 的 入 射 波 能 量 本 征 函 数 所 满足 的 积分 方程 ,并 
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7. 10. 


7. 13. 


7.14. 


Vo,lz| <a/2 
在 玻 因 近似 下 求 势 为 了 (z) 一 (, ~ 的 反射 几率 ,讨论 在 

E 取 什么 范围 值 时 ,所 采用 的 近似 准确 度 较 高 。 
考虑 一 个 有 非 弹性 散射 存在 时 的 量子 力学 散射 间 题 .假如 我 们 有 下 面 


的 弹性 散射 道 散射 振幅 的 分 波 展开 


f(0,k) 一 > 十 1) 2 1p,(cos0) 
式 中 (8),6,(4) 是 实 的 , 且 0 科 7 委 1, 波 数 用 & 标 志 ,2 是 散射 角 。 对 
于 一 个 给 定 的 分 波 , 求 出 用 第 : 个 分 波 非 弹性 散射 截面 c% 表示 的 第 / 


个 分 波 弹性 散射 截面 的 上 .下限 。 


. 讨论 一 个 假想 的 中 子 - 中 子 低能 散射 ,相互 作用 势 为 


0,* OVo ra 
r>a 


91,92 是 两 个 中 子 的 泡 利 矩 阵 ,计算 总 的 散射 截面 . 设 入 射 中 子 及 靶 中 
子 都 未 被 极 化 。 


V(r) 一 


. 一 无 自 旋 带电 粒子 4, 束缚 在 一 球 对 称 态 中 , 波 末 数 为 


f(r) 一 (Cra ) 一 5/2e 一 一 /2 


若 一 无 自 旋 非 相对 论 入 射 粒子 4: 与 4, 间 通 过 势 了 Cr 一 普 ) 一 Yob303 Cr 
一 7") 相互 作用 。 计 算 在 第 一 级 玻 因 近似 下 ,4; 被 上 述 4: 束缚 态 弹性 
散射 的 振幅 (可 以 不 考虑 整体 的 归 一 化 ) .假定 4; 很 重 ,以 致 其 反 冲 能 


量 可 忽略 ,描绘 出 被 散射 的 入 射 粒子 的 角 分 布 “5 纪 的 形状 ,说 明 这 个 


形状 随 入 射 能 的 变化 ?怎样 用 它 来 确定 束缚 态 的 尺度 ?是 什么 确定 了 
测量 该 尺度 所 需要 的 4: 的 最 小 能 量 ? 
设 有 某 种 球 对 称 电 荷 分 布 , 电 荷 密度 为 p(r), 具 有 下 述 性 质 :+ -> co， 


pr) 迅速 趋 于 零 : | 由 zotr) =0, |p(r)ridr = A, 今 有 一 束 质 量 为 加 , 电 


荷 为 e, 动 量 为 p 二 让 的 粒子 , 沿 z 轴 方 向 入 射 , 受 到 这 个 电 蓓 分 布 产 
生 的 静电 场 作用 而 发 生 散 射 ,试用 一 级 玻 恩 近似 计算 向 前 散射 (9 = 0) 
的 微分 截面 。 

将 S 和 矩阵 在 动量 表象 中 的 表示 式 (7. 9. 28) 式 变 换 到 轨道 角 动 量 表象 
中 ,并 证 明 


453 


《了 mm! IS lim) cs eM)O ， 。 


7.15. 若 散 射 势 是 定 域 可 分 离 势 (7 |V1r”) = 如 (r)zC- ), 写 出 并 求解 少 ”的 
积分 方程 , 求 散射 振幅 和 这 种 势 场 下 的 玻 恩 近似 。 
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第 八 章 多 体 问 题 


迁 仿 为止, 我们 的 讨论 基本 上 局 限于 单 粒子 体系 。 本 章 将 把 讨 
论 推 广 到 多 粒子 体系 。 自 然 界 实际 存在 的 体系 一 般 都 是 多 粒子 体 
系 。 因 此 量子 力学 多 体 问 题 的 研究 不 仅 有 巨大 的 理论 意义 ,而 有 全 有 
极 大 的 实际 价值 。 

但 是 ,应 该 指出 ,量子 力学 的 多 体 问题 远 比 单 体 问题 复杂 ,这 
不 仅 因为 , 当 粒 子 之 间 具 有 相互 作用 时 ,多 粒子 体系 的 订 定 语 方程 
一 般 无 法 求解 ,通常 只 能 借助 各 种 近似 方法 , 按 体系 的 各 种 不 同性 
质 以 及 和 实验 比较 时 要 求 的 精确 度 , 求 近似 解 。. 而 且 还 因为 ， 多 粒 
子 体系 ,特别 是 全 同 粒 子 体系 ,还 具有 新 的 单 粒 子 体系 所 没有 的 特 
性 。 而 这 些 特 性 又 要 求 发 展 一 些 新 的 处 理 方 法 ,比方 二 次 量子 化 万 
法 ,等 等 。 

另外 还 要 指出 ,本 章 的 内 容 不 同 于 量子 统计 物理 学 .本章 只 限 
于 讨论 温度 为 零 的 情况 ,只 讨论 真空 平均 值 或 者 纯 量子 态 的 平均 
值 , 不 涉及 系 综 平 均值 ,不 涉及 温度 。 

本 章 将 先 讨 论 全 同 粒子 的 一 般 特 性 ,然后 讨论 两 个 简单 的 多 
粒子 体系 一 一 所 分 子 和 乞 原 子 的 问题 ,介绍 海 特 (Heitier)- 伦敦 
(London) 理论 ,托马斯 (Thomas)- 费 米 (Fermi) 方法 。 再 进一步 讨 
论 研 究 全 同 粒 子 体 条 最 重要 的 表象 一 粒子 数 表 象 ,介绍 二 次 量 
子 化 方法 。 以 及 自 洽 场 理论 , 哈 特 利 (Hartree)- 福 克 (Fock) 近似 ， 
巴 丁 (Bardeen)- 库 柏 (Cooper)- 许 瑞 弗 (Schriffer) 超 导 理 论 , 玻 六 
贸 博 夫 (Bogoliubov)- 华 拉 亭 (Valatin)z .zw 正则 变换 方法 ,这 是 非 
徽 扰 理论 中 最 重要 的 方法 之 一 。 另 外 ,还 将 介绍 超 流 理论 和 近似 二 
次 量子 化 方法 。 本 章 的 许多 理论 和 方法 ,即使 现在 ,仍然 在 许多 领 
域 中 有 重要 的 实用 价值 。 
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%《 8.1 全 辐 粒 子 的 性 质 


我 们 称 质量 .电荷 、 自 旋 、 同 位 旋 以 及 其 他 所 有 内 豪 固 有 属性 
完全 相同 的 粒子 为 全 同 粒 子 .例如 所 有 的 电子 是 全 同 粒子 ,所 有 质 
子 是 全 同 粒子 ,但 质子 和 电子 不 是 全 同 粒子 。 

全 同 粒子 的 最 重要 的 特点 是 :在 同样 的 物理 条 件 下 ,它们 的 行 
为 完全 相同 .因而 用 一 个 全 同 粒子 代 换 另 一 个 粒子 ,不 引起 物理 状 
态 的 变化 ， 

在 经 典 力学 中 ,即使 是 全 同 粒子 ,也 总 是 可 以 区 分 的 。 因 为 我 
们 总 可 以 从 粒子 运动 的 不 同 轨道 来 区 分 不 同 的 粒子 。 在 量子 力学 
中 , 由 于 波 粒 二 象 性 ,和 每 个 粒子 相 联 系 的 总 有 一 个 波 。 随 着 时 间 
的 变化 , 波 在 传播 过 程 中 总 会 出 现 重 玻 .在 两 个 波 重生 在 一 起 的 区 
域 , 无 法 区 分 哪个 是 第 一 个 粒子 的 波 ,哪个 是 第 二 个 粒子 的 波 .也 ， 
就 是 说 ,无 法 区 分 哪个 是 第 一 个 粒子 ,哪个 是 第 二 个 粒子 .因此 ,全 
同 粒子 在 量子 力学 中 是 不 可 区 分 的 。 我 们 不 能 说 哪个 是 第 一 个 粒 
子 , 哪个 是 第 二 个 粒子 。 全 同 粒 子 的 不 可 区 分 性 ,在 量子 力学 中 称 
为 全 同性 原理 。 

从 全 同性 原理 出 发 ,可 以 推 知 ,由 全 同 粒子 组 成 的 体系 具有 下 
述 性 质 : 

(1) 全 同 粒子 体系 的 哈密 顿 算 符 具有 交换 对 称 性 。 

讨论 一 个 由 X 个 全 同 粒子 组 成 的 体系 ,第 ; 个 粒子 的 全 部 变 
量 用 9 表示 ,d 包括 坐标 、 自 施 等 等 ,体系 的 哈密 顿 算 符 是 入 (4， 
…gis…gj"…qwwt) ,由 于 全 同 粒子 不 可 区 分 性 ,将 两 个 粒子 i 和 7 互 
换 ,体系 的 哈密 顿 算 符 保持 不 变 ; 

万 (ggigvot) 一 再 (qqigNo) 

(8. 1.1) 


(8. 1. 1) 式 表 示 哈 密 顿 算 符 具有 交换 不 变性 .全 同 粒 子 体 系 的 薛 
定 刘 方 程 是 
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. .9 fq1,°"* qi gj "sn 9»t) ee 
ty 


H(gqgi***qi***qgj*"*qN ,tp (ql 9 Gi ;°°" ,GN»t) (8. 1. 2) 


(2) 交换 算 符 P,,， 
引入 交换 算 符 P,, 表 示 将 第 i 个 粒子 和 第 ;个 粒子 相互 交换 的 
运算 ， 


A 
P,; yq1,*** 509 dj;»""* sdN ;t) 一 qi gdi "GN ,£) 


A 
y 是 任意 波 函 数 ,由 五 的 交换 不 变性 得 
ps 方 (gi BW DL AE so. ND, 一 
及 
h (gi1°*°qi***qgy°**qy ft) Go (8.1.4) 
即 
A A 
LP;,H] 一 0 (8.1.5) 
A 人 
交换 算 符 Pi 与 瑟 对 易 。 另 外 ,将 交换 算 符 P; 作用 于 苹 定 调 方 程 
上 ,得 
A A A 
jihs— = PHy=HPYy (8. 1. 6) 


(8. 1. 6) 式 表示 , 若 少 是 葵 定 启 方 程 的 解 , 则 P; y 也 是 苹 定 读 方 程 
“的 解 。 有 


Py= Ny (8.1.7) 


(8. 1. 7) 式 也 是 交换 算 符 的 本 征 方程 ,为 求 出 交换 算 符 的 本 征 值 
4, 利 用 


Py = (8.1. 8) 


得 A 1,4 一 土 1 , 即 


Pw =Y (8. 1. 9) 
(CII=1,2,.…,N) 
(8. 1.9) 式 表示 ,两 粒子 互 换 时 波 函 数 不 变 ,y 是 9 的 对 称 函数 。 
(8. 1. 10) 式 表 示 , 两 粒子 互 换 时 波 函 数 反 号 ,y 是 9g 的 反对 称 函 
数 。 由 此 得 出 ,全 同 粒子 所 组 成 的 体系 的 状态 只 能 用 交换 对 称 的 波 
函数 或 交换 反对 称 的 波 函 数 描述 , 户 , 是 守恒 量 , 它 的 本 征 值 是 
士 1。” 

(3) 全 同 粒 子 体系 波 函 数 的 对 称 性 不 随时 间 变 化 而 变化 ,的 
确 , 若 t 二 0 时 波 函 数 g(z = 0) 是 对 称 波 函数 几 (0) , 则 由 于 友 交 换 
对 称 ,因此 Hy, 对称, 由 巷 定 刘 方 程 (8.1. 2) 式 可 见 ,SY 也 对 称 。 
将 MAD, 按 i 展开 到 一 级 ， 


pl) = 0) 十 A (8. 1. 11) 


由 (8. 1. 11) 式 得 Y(t) 交换 对 称 , 因 为 右 端 两 项 都 是 对 称 波 函数 。 
按 这 样 的 办 法 重复 论证 , 可 以 证 明 以 后 任何 时 刻 的 波 函 数 都 是 对 
称 波 函数 。 同 理 , 如 果 Y( = 0) 是 反对 称 波 函 数 yaC0), 则 Hyp。(0) 
也 是 反对 称 波 函 数 ,3 反对 称 ,y(t) 反对 称 ,这 就 证 明了 描述 全 同 
粒子 体系 波 函数 的 对 称 性 不 随时 间 的 改变 而 改变 。 

(4) 玻 色 子 和 费 米子 。 

实验 证 明 , 由 电子 .质子 .中 子 这 些 自 旋 为 /2 的 粒子 以 及 其 
他 自 旋 为 为 /2 的 奇数 倍 的 粒子 组 成 的 全 同 粒子 体系 , 它 的 波 函 数 
是 反对 称 的 ,这 些 自 旋 为 # /2 奇数 倍 的 粒子 称 为 费 米 子 。 在 量子 统 
计 中 ,由 费 米 子 组 成 的 体系 服从 费 米 - 次 拉 克 统 计 。 

实验 还 证 明 , 由 光子 ,介子 等 自 旋 为 & 的 偶数 倍 的 粒子 组 成 的 


* 对 于 空间 是 二 维 的 体系 ,+ 可 取 e* 值 ,9 可 取 任 意 值 , 称 为 任意 子 。 
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全 同 粒 子 体系 , 它 的 波 函 数 是 对 称 的 .这些 自 旋 为 偶数 倍 的 粒子 
称 为 玻 色 子 .在 量子 统计 中 ,由 玻 色 子 组 成 的 体系 服从 玻 色 - 爱 因 
斯 坦 统 计 。 

(5) 全 同 粒 子 体系 的 波 函 数 , 泡 利 原 理 。 

先 讨 论 由 两 个 全 同 粒子 组 成 的 体系 ,在 不 考虑 粒子 之 闻 相 互 
作用 的 条 件 下 ,两 粒子 体系 的 哈密 顿 算 符 是 


A A A 
H= H, (qi1) 十 于, (qs) (8. Ls 12) 


应 , 是 每 个 粒子 的 哈密 顿 算 符 ,因为 是 全 同 粒子 ,所 以 两 个 粒子 的 
哈密 顿 算 符 相同 。 娘 , 的 本 征 方程 是 


Ho,(gi)y(q1) = egg)) (8. 1. 13) 

Ho(q2)y;(q92) = ep;(q;) (8. 1. 14) 
当 第 一 个 粒子 处 在 i 态 , 第 二 个 粒子 处 在 j 态 时 ,体系 的 能 量 是 

下 一 6 十 6i (8.1. 15) 

体系 的 波 函 数 是 

ylq1,92) = Yi(q1)¢;(g;) (8. 1. 16) 
ylq1,q2) 满足 

广 $lqi,q92) = Ey(lqi ,gq2) (8. 1.17) 


如 果 将 第 一 个 粒子 和 第 二 个 粒子 互 换 , 使 第 一 个 粒子 处 在 7 态 , 第 
二 个 粒子 处 在 i 态 , 则 体系 的 能 量 仍 由 (8. 1. 15) 式 表示 .但 波 函 数 
是 


plgs,91) = f(gq2)y; (91) (8.1.18) 
这 说 明 y(qi,qz) 和 ylqs,q1) 对 应 同一 个 能 量 本 征 值 ,体系 存在 
交换 简 并 。 


在 ; 兴 7 时 , 波 函 数 (8.1.16),(8. 1.18) 式 既 非 对 称 波 函 数 , 也 
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非 反对 称 波 函 数 . 这 种 波 函 数 不 能 描述 全 同 粒子 体系 。 要 描述 全 同 
粒子 体系 ,必须 将 波 函 数 作对 称 化 或 反对 称 化 。 于 是 有 : 
(a) 当 z = 二 j 时 ,Jy(q1,4:) 二 Ylq:,q1), 波 函数 是 对 称 波 函数 。 
(b) 当 i 关 7 时 ， 


1 
人 (gi:) + $92,91) 
多 Fi pqz ,91)] 


1 
= ———[y,(g1)Y,(g2) + Yq ) ggs) (8. 1. 19) 
9 bg yq1) pq) 


是 对 称 波 函 数 。 
1 
A 


RACAL — papg)] (8.1.20) 
是 反对 称 波 浮 数 , 由 (8.1.20) 式 可 见 , 若 i == j, 即 第 i 个 粒子 和 第 
j 个 粒子 处 在 同一 个 状态 时 ,ya = 0。 
上 述 结 果 可 以 推广 到 由 N 个 全 同 粒子 组 成 的 体系 。 若 粒子 间 
的 相互 作用 可 以 忽略 , 则 体系 的 哈密 顿 算 符 是 


[ylq1,92) — yq ,91)] 


人 A A a 
H= H, (gq) 十 … + Ho, (qn) = Ho (g;) (8. 1. 21) 


各 个 单 粒子 的 苹 定 汕 方程 是 
Ho,(gi)y,(g1) 一 €y.(91) 
[rw 一 Ep;(q2) (8. 1. 22) 
体系 的 薛 定 廖 方 程 是 
让 gg gw) = Eglqg1 egw) (8. 1. 23) 
体系 的 能 级 和 波 函 数 是 
五 一 之 1 (8. 1. 24) 
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plqi,'"* ,qn) = pi(q91)Y;(92)°* Welqn) (8. 1. 25) 


对 于 由 入 个 全 同 玻 色 子 组 成 的 体系 , 波 函 数 是 对 称 的 , 需 将 
(8. 1. 25) 式 作 对 称 化 .对称 化 后 的 波 函 数 是 


ys =C DPy(q)Y(q2)h(qn) (8. 1. 26) 
式 中 书 表 示 六 个 粒子 在 波 函 数 中 的 某 一 种 排列 。C 是 归 一 常数 。 显 
然 ,C = 二 ,| [li1/N! ,7; 是 处 在 第 i 个 单 粒子 态 内 中 的 粒子 数 。 因 


此 ， 
ni! 
4s 一 | WN" Py(q ila) "hlgw) C8.1. 27) 


对 于 由 N 个 全 同 费 米子 组 成 的 体系 , 波 函 数 是 反对 称 的 。 需 将 
(8. 1. 25) 式 作 反 对 称 化 .为 此 ,我 们 先 将 二 粒子 体系 的 反对 称 波 
函数 (8. 1. 20) 式 写成 行列 式 的 形式 


yq1) J (gq,) 
“V2|yg) blqs) 


再 将 这 种 行列 式 的 写法 推广 到 N 粒子 体系 


yi(q1) pi (qz) yi (qn) 
1 Gq) pil(qs) yi(qn) 
证 Ps (8. 1. 29 ) 
VAN! a 
rlq1) Pilqgs) '** Yilqn) 


(8. 1. 29) 式 称 为 斯 莱特 (Slater) 行列 式 。 容 易 看 出 ,斯 莱特 行列 式 
是 反对 称 的 ,因为 任何 两 个 粒子 的 交换 相当 于 行列 式 中 两 列 之 间 
的 交换 ,行列 式 必然 反 号 。 
特别 重要 的 是 ,如果 有 两 个 或 两 个 以 上 的 粒子 的 状态 相同 , 则 
由 于 行列 式 中 有 两 行 或 两 行 以 上 相同 ,这 个 行列 式 必 为 零 。 这 表示 
不 能 有 两 个 或 两 个 以 上 的 全 同 费 米子 处 在 同一 个 状态 ,这 个 结果 
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(8. 1. 28) 


称 为 泡 利 不 相 容 原理 。 

应 该 指出 ,严格 说 来 , 泡 利 不 相 容 原理 不 是 什么 新 的 原理 , 它 
只 不 过 是 粒子 全 同性 原理 , 全 同 费 米子 体系 具有 交换 反对 称 性 的 
必然 推论 .全 同性 原理 的 含义 比 泡 利 原理 广泛 得 多 ,因为 它 不仅 适 
用 于 费 米子 ,而 且 适 用 于 玻 色 子 。 

男 外 ,还 应 该 补充 说 明 的 是 ,如 果 粒 子 之 间 存 在 相互 作用 ,我 
们 虽然 不 能 把 体系 波 函 数 写成 单 粒子 波 函 数 的 形式 进行 对 称 化 或 
反对 称 化 ,不 能 写成 (8. 1. 27) 式 及 斯 莱特 行列 式 (8.1. 29) 式 的 形 
式 。 但 不 等 于 不 可 以 对 称 化 或 反对 称 化 ,事实 上 ,总 可 以 先 找 出 
ylq1，,"… ,qn) ,然后 互 换 波 函 数 y 中 的 粒子 坐标 4 来 进行 对 称 化 或 
反对 称 化 .例如 对 二 粒子 体系 ,总 可 将 波 函数 写成 对 称 或 反对 称 的 
波 函 数 ys = - 志 Ce ;92) 十 jlq2,91)] 和 == 记 史 @ ,42) 
2 yq2,91)]。 

当然 ,如 果 粒 子 只 定 域 在 空间 的 某 一 区 域 ,描述 粒子 的 波 函 数 
在 空间 上 是 分 开 的 ,不 重生 ,全 同 粒子 的 不 可 区 分 性 就 不 重要 了 ，。 
这 时 ,不 必要 对 波 孔 数 进行 对 称 化 或 反对 称 化 。 

(6) 目 旋 的 影响 。 

在 忽略 粒子 自 旋 和 轨道 相互 作用 的 情况 下 ,体系 的 波 函 数 可 
以 写成 坐标 的 函数 和 自 旋 的 函数 的 乘积 . 取 9 = (r,s),r 表示 粒子 
的 坐标 ,s 表示 粒子 的 自 旋 ,有 


Pris sr2s2 9 TNSN) 一 PT Ts TNXCS S22 SN) 
(8. 1. 30) 


如 果 粒 子 是 费 米子 ,yp 是 反对 称 的 ,于 是 有 两 种 可 能 :一 是 9 对 称 ,X 
反对 称 ;二 是 9 反对 称 ,X 对 称 。 如 果 粒 子 是 玻 色 子 ,y 对称, 也 有 两 
种 可 能 ,一 是 9 对 称 ,X 也 对 称 ;二 是 pg 反对 称 ,X 也 反对 称 。. 同 样 的 
讨论 可 以 推广 到 g 含有 自 旋 、 坐 标 、 同 位 旋 , 其 至 颜色 等 多 种 自由 
度 的 情况 。 
这 里 一 个 重要 的 特例 是 ,如 果 讨 论 的 是 两 个 电子 组 成 的 体系 ， 
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自 旋 波 函 数 将 构成 反对 称 的 单 态 Xx4 ,由 (6. 9. 5) 式 表示 ;对 称 的 三 
重 态 XxX,, 由 (6.9.2),(6.9.3) 和 (6. 9.4) 式 表示 。 它 们 分 别 和 空间 
对 称 的 波 函 数 以 及 空间 反对 称 的 波 函 数 相 乘 后 , 给 出 两 电子 体系 
的 总 波 函 数 。 一 般 说 来 ,基态 波 函 数 如 mr) 对 于 空间 是 对 称 的 ， 
因此 在 忽略 自 旋 轨 道 耦合 的 情况 下 , 它 的 总 波 函 数 是 


prisisr2s2) = porirs)Xalsi ,52) (8. 1.31) 


3 8.2 全 同 粒 子 的 散射 


在 第 七 章 中 所 讨论 的 散射 ,只 考虑 两 个 粒子 并 非 全 同 粒子 的 
情况 ,如 果 两 个 粒子 是 全 同 粒子 ,由 于 这 两 个 粒子 组 成 的 体系 的 波 
函数 必须 具有 确定 的 对 称 性 ,因此 散射 截面 的 计算 必须 考虑 全 间 
性 问题 。 

先 考 虑 无 自 旋 的 两 个 非 全 同 粒子 4 和 B 的 散射 ,如 图 8. 2. 1a， 
在 质心 系 中 ,在 探测 器 C; 中 测量 4 粒子 及 B 粒子 .4 粒子 出 现在 
Ci 的 几率 ,微分 截面 是 |f(0)1,B 粒子 在 9 方向 的 散射 振幅 与 4 
粒子 在 x 一 9 方向 的 散射 振幅 相同 .散射 截面 是 |f(x 一 0) 上 |。 因 
此 ,探测 器 C 测 得 粒子 4 或 者 B 的 几率 即 微分 散射 截面 是 


o0) = | 80 上 十 17 一 0 (8.9 1 


(a) (Cb) 
图 8.2.1 两 个 全 同 粒子 的 散射 
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再 考虑 两 个 全 同 玻 色 子 B 和 B 的 散射 .在 质心 系 内 ,体系 未 对 称 化 
的 散射 波 函 数 在 无 穷 远 处 的 渐 近 表示 式 是 


ikr 
Wer CO (8. 2. 2) 


式 中 r+ 二 rr 一 rs 是 两 个 粒子 之 间 相 对 位 置 撩 量 .r 的 极 坐 标 是 
(r,0.9)。 互 换 两 粒子 的 坐标 ," 变 为 —r,(r,0) 变 成 (r ,x 7 0) ,对 
称 波 函数 在 无 穷 远 处 的 渐 近 表示 式 是 


ee te w+[/(0) + flr 0] 
(8. 2. 3) 


因此 8 粒子 在 9 方向 的 散射 振幅 是 了 (C0) 十 f(x 一 9) ,微分 散射 截 
面 是 


os(0) = |f(0) 十 Fr 一 0 
一 |/ CO) 用 十 |7x 一 90)1 十 六 (OF 一 外 十 7CO) Fr 一 0) 
= |f(0)|?+ |flr — 0)|? + 2Re[Lf* (fr 一 0)] 
(8. 2. 4) 


(8. 2. 4) 式 表 明 , 全 同 粒子 与 非 全 同 粒 子 散 射 的 角 分 布 不 同 , 全 同 
粒子 微分 散射 截面 中 出 现 干涉 项 2Re[f* (90)f(x 一 0)], 当 0= 
xX/2 时 , 非 全 同 粒子 散射 20(0) = 2|f(x/2)|, 全 同 玻 色 子 散 射 
0s(0) = 二 4:f(x/2)|。 而 且 , 由 (8. 2.4) 式 还 可 得 出 


~ yslr) 


r— oo 


Os 


中 


= 于 + (8. 2. 5) 


as 对 0 二 xz/2 对 称 。 

再 来 考虑 两 个 全 同 费 米子 4 和 4 的 散射 ,同样 地 ,我 们 先 忽略 
粒子 的 自 旋 。 在 质心 系 中 ,交换 反对 称 波 函 数 在 r 一 oo 时 的 表示 式 
为 
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Oakr) a —e*+ [fC(0)— flr — 0)] > 
(8. 2. 6) 
因此 ,在 9 方向 的 散射 振幅 是 (0) 一 f(x 一 外), 微分 散射 截面 是 
oa(0) = |f(0) ~— frm 0 
= |fDI+ |fx— 0 — 2ReLf (0)f°* (x — 0)] 
(8. 2.7) 
现在 考虑 粒子 的 自 旋 , 先 考虑 两 个 电子 的 散射 ,电子 自 旋 为 1/2， 
总 波 函 数 于 (risi ,r2s5;) 是 反对 称 波 函数 。 如 果 忽 略 自 旋 轨道 人 
则 
VFis1 TS) 一 pri sr Xs ,52) (8. 2. 8) 
在 质心 系 , 要 使 亚 反 对 称 , 可 以 有 两 种 情况 :一 种 是 J(r) 对 称 ,X 反 
对 称 ; 另 一 种 是 %(r) 反对 称 ,Xx 对称。 两 个 电子 组 成 的 自 旋 态 ,反对 
称 态 是 Xu4, 对 应 的 s = 0, 是 单 态 ,由 (6. 9. 5) 式 表 示 。 对 称 态 Xs, 是 
三 重 态 ,对 应 的 s = 二 1。 于 是 有 空间 对 称 ,os (0) = 1f(0) 十 f(x 
一 9)|:, 自 旋 反 对 称 , 对 应 于 s = 0 的 单 态 。 或 者 是 空间 反对 称 ， 
oa(g) 一 1 了 (C0) 一 f(x 一 0)1, 自 旋 对 称 , 对 应 于 ;二 1 的 三 重 态 。 
如 果 入 射电 子 束 和 部 的 电子 都 不 极 化 , 即 它 们 的 自 旋 取 向 都 是 无 
规则 的 ,从 统计 的 效果 来 看 ,有 二 几率 处 在 单 态 ,二 几率 处 在 三 重 
态 , 因 此 ,总 的 微分 散射 截面 是 


s(0) = 二 cs(0) + 二 on(0) 
= 了 了 If + fr Olt) 一 Jr 一 21 
= |f(O0O)F + |fr— O01 
— 3Cf" Of 0) + fOr 0)] (8.2.9) 


现在 对 (8. 2. 9) 式 作 一 些 说 明 ; 首 先 o(x/2) = |f(x/2)]?, 其 
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次 (8. 2. 9) 式 的 c(6) 对 6 = x/2 也 是 对 称 的 .另外 ,如 果 入 射电 子 
或 丢 是 极 化 的 , 即 自 旋 已 经 有 了 确定 的 取向 ,(8. 2. 9) 式 中 的 地 和 


了 因子 将 不 再 成 立 。 这 时 的 结果 由 表 8. 2. 1 表示， 
表 8.2.1 极 化 电子 的 散射 
入 射电 子 | 靶 电 子 的 | Ci 测 得 电子 | C; 测 得 电子 微分 散 
自 旋 取 向 | 自 旋 取向 | 的 自 旋 取向 的 自 旋 到 向 射 截面 
Wa MD ~ for — Ol 
/2 


[|f(0) 一 Fr 一 91 
— A/2 1FO)1 
— M2 Ifor— Ol? 
最 后 我 们 将 上 面 的 讨论 推广 到 带 有 任意 自 旋 *( 不 一 定 等 于 
六 /2) 的 全 同 粒 子 的 情况 . 设 粒 子 的 自 旋 为 ;。s: 的 本 征 值 为 m, 记 ,mm， 


取 从 一 3 十 5 共 2s 十 1 个 值 。 因此 对 粒子 1, 自 旋 波 函 数 
Xn, (sa) 有 2s 十 1 个 ,因为 ma 有 2s 十 1 个 值 ; 对 粒子 2, 自 旋 波 函 


数 ,5s:,) 也 有 2 十 1 个 ,因为 ms 也 有 2 十 1 个 值 .所 以 总 的 目 
旋 波 函数 X (sa)Xm, (ss,) 有 (2s 十 1)? 个 ,在 这 (2s 十 ]) 个 波 函 数 
中 ,满足 mm = ms = m, 的 波 函 数 加 Go )Xm,(s,) 有 2s 十 1 个 ,这 
是 对 称 波 函 数 。m, 天 m,, 的 对 称 波 函数 


Km, C5 Xm, C585,) 十 Xm, Cs Xm, ses) ms Ft,) 
(8. 2. 10) 
有 s《2s 十 1) 个 ,这 可 以 很 容易 从 总 的 波 防 数 个 数 碱 去 mr, = ms 的 
个 数 , 再 除 以 2 得 出 
[2s 十 1)? 一 《2s 十 1)]/2 二 s(2s 十 1) (8.2.11) 


之 所 以 要 除 以 2, 因 为 还 有 园 样 数目 的 反对 称 波 函数 
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思 


一 入 2 


Km, (se DX (s2,) WE Xn, (se DXm, C35: (8. 2 12) 


它 的 数目 也 等 于 sC2s 十 1) ,总 结 上 述 ,在 总 的 (2s 十 1)’? 个 自 旋 波 


洱 数 中 , 自 旋 对 称 的 波 函 数 的 数目 是 
(2s 十 1 十 s(2s 十 1) 二 (十 1D)(2s 十 1) (8.2.13) 
自 旋 反对 称 的 波 函 数 的 数目 是 
sC2s 十 1) (8. 2. 14) 


如 果 入 射 粒子 和 散射 粒子 都 不 极 化 ,每 一 个 自 旋 态 出 现 的 几率 相 
同 , 因 此 体系 处 在 对 称 自 旋 态 的 几率 是 


(《s 十 1)(2s 十 1) SS 十 1 


(2 十 1 一 2 二 1 (8.2 157 
处 于 反对 称 自 旋 态 的 几率 是 
s(2s 十 1) $ (8 2 16) 


(25 十 1)2 2s 十 1] 


如 果 粒 子 是 费 米子 ,s 是 半 整 数 ,总 波 函 数 反 对 称 。 对 称 的 自 旋 波 函 
数 必须 和 反对 称 的 空间 波 函 数 相 乘 ,或 者 反对 称 的 自 旋 波 函 数 和 
对 称 的 空间 波 函 数 相 冬 .因此 , 自 旋 为 * 的 全 同 费 米子 的 微分 截面 
是 


S 十 工 
2 ee 


ee Ar 一 0 
Lf(0Of Cx — 0) + ff" 0) fr — 0)] 

(8. 2.17) 
同 理 , 如 果 粒 子 是 玻 色 子 , 自 旋 为 * 的 全 同 玻 色 子 的 微分 截面 是 


CO) = 


一 云 十 1 


o(0) = 2 二 os(0) + Ds pen A 


一 |f(O)E + |f(r OF+ 
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1 eR \ 站 
下 
(8. 2. 18) 
(8. 2.17) 和 (8. 2.18) 式 可 合并 写成 
o0) = | 7 十 Cr 一 有 | 


(— 1)2 ' 一 
i A ed as i A 


(8. 2.19) 


38.3 所 原 子 


本 节 讨 论 多 体系 统 中 最 简单 的 例子 一 一 氨 原 子 . 在 $ 5. 3 中 
曾 计 算 氨 原子 的 基态 能 量 , 当 时 用 的 是 变 分 法 .本 节 将 用 微 扰 论 讨 
论 这 个 问题 。 

氨 原 子 核 外 有 两 个 电子 。 两 个 电子 之 间 的 自 旋 相 互 作用 以 及 
电子 自 旋 和 轨道 的 相互 作用 比 电子 和 核 以 及 电子 之 间 的 库仑 作用 
小 得 多 ,可 以 略 去 . 氨 原 子 的 哈密 顿 算 符 是 


A 2 2 2 2 2 
FS PN (8. 3.1) 


2772 2m r] 7-? ri2 


式 中 ,rs 是 两 个 电子 的 坐标 ,ris = |r 一 靖 | 。 由 于 让 中 不 含 自 旋 
变量 ,所 以 氮 原 子 的 波 函数 可 写成 


Vn ,T2951z 952z) Ee Pri sr Xs, S22) (8. 3. 2) 
ylri,r2) 满足 
让 on rm) = Ey(r ,2) (8. 3.3) 
A 
现在 用 微 扰 法 讨论 这 个 问题 .将 启 分 为 无 微 拢 部 分 五 , 和 微 扰 诺 ， 


人 A A 
H= H+ H' (8. 3. 4) 
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i Am em 一 有 


放声 wo J 2 2 
Ho。= A Sn ry 7 (8. 3. 5) 
A e: 
H’= 一- (8. 3. 6) 
7 12 


站 。 的 本 征 值 显然 是 两 个 类 氢 原 子 中 电子 能 量 之 和 ,本 征 函 数 是 两 


个 电子 本 征 函 数 的 乘积 ,因为 站 , 中 不 含 电 子 之 间 的 相互 作用 。 电 
子 的 能 量 和 波 函数 满足 


一 丰台 一 中 | 力 一 人 (8. 3.7) 
,的 本 征 值 和 本 征 函 数 是 
Hg rsrs) = Eof® (rr,) (8. 3. 8) 
其 中 
Eo = & + én (8. 3. 9) 
但 零 级 波 函 数 Yo (ri,r,) 有 两 种 表示 
ris72) = fpr) pn rs) (8. 3.10) 
2 (T1572) = fCr2) Yn Cri) (8. 3. 11) 


Yo (msrs) 表示 第 一 个 电子 处 在 能 量 为 6, 的 (7,) 态 ,第 二 个 电子 
处 在 能 量 为 6 的 如 (Cr) 态 .4? (mm) 则 相反 ,第 一 个 电子 在 y。 
态 , 第 二 个 电子 在 态 .J8 mr) 和 J” 《ri ,rs) 对 应 的 能 量 都 是 
E,，, 这 两 个 态 具 有 交换 简 并 。 因 此 应 该 用 简 并 微 扰 处 理 这 个 问题 。 
将 零 级 波 函 数 写成 

Prisrs) = CoO rT) Cp Vrisrs) (8.3.12) 


由 (5. 2. 15) 式 ,Ci,C; 满足 的 方程 是 
| — EC 十 H',C, 一 0 


(8. 3. 13) 
HzCi+t+ (Hz — E1)C:=0 
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式 中 


H', = | 序 ， 内 22dridy， 
=2| 革 Ce 一 一 一 dridr， == H', 


/ 
H', 


| 并 2 pV dridr, 


“| 和 衬 (rn Cr OY ra Yn (Ts) (r2) (r,s) ON em dp 


ri2 


= «| pi ro pn Cre) Cr pm (r1) dridr, 


=> Hua 
决定 微 扰 能 量 一 级 修正 的 久 期 方程 是 
北 E, H', 


ee 
如 2 Hz 一 下 | 


心 


K=H, = Hs 
A=H',= Hs 
得 
五 一 天 士 4 


(8. 3. 14) 


(8. 3. 15) 


(8. 3. 16) 


(8. 3.17) 
(8. 3. 18) 


(8. 3.19) 


以 五 一天 十 4 代入 (8.3.13) 式 得 Ci = C:; 以 五 一 天 一 4 代入 
(8. 3.13) 式 , 得 C, = 一 C,, 再 由 (8. 3.12) 式 及 归 一 化 条 件 , 我 们 


得 到 两 组 归 一 化 后 的 解 


fs Crisr2) = 2 十 Wi) 
1 


= 一 一 [加 (rr:) + hr2) pn C1) ] 


V2 
fan) = 1 — 
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(8. 3. 20) 


rock 


二 


V 2 
相应 的 本 征 能 量 是 
有 = 十 6m 十 十 4 (8 3 22) 
En 一 6 十 em 十 天 一 4 C83.23> 


从 (8. 3. 20) 式 可 见 , 几 是 对 称 态 ,p4 是 反对 称 态 。 因 为 两 个 电子 是 
全 同 粒 子 ,描写 两 电子 体系 的 波 函 数 必 须 反 对 称 。 因 此 体系 的 总 波 
Vi T951952) 一 ps Crisr2) XAaCSs »522 ) (8. 3. 24) 
Vv, 《六 9 六 2 9 1 ;52) ea parisr2) Xs siz 522) (8. 3.25) 


Xx 是 ;二 0 的 单 态 ,因此 多 , 是 单 态 。 处 于 单 态 的 氨 称 为 仲 气 .xs 是 
5 一 1 的 三 重 态 ,因此 立 ,， 是 三 重 态 。 处 在 三 重 态 的 氨 称 为 正气 。 

从 上 面 的 计算 可 见 , 对 于 氮 原 子 , 在 简 并 子 空间 中 重新 组 合 零 
级 波 函 数 的 问题 ,相当 于 使 波 函数 对 称 化 或 反对 称 化 。 一 旦 使 波 画 
数 对 称 化 及 反对 称 化 后 ,从 (8. 3. 20) 及 (8. 3. 21) 式 出 发 ,可 以 直 
接 用 非 简 并 微 扰 计算 微 扰 能 量 的 一 级 修正 。 

现在 对 积分 和 4 的 物理 意义 作 一 些 说 明 。 由 于 |g,(r1) 上 表 
示 第 一 个 电子 处 在 如 (r1) 态 时 ,在 r, 处 的 几率 密度 , |y(r,)1? 表 
示 第 二 个 电子 处 在 (rs) 态 时 ,在 rs 处 的 几率 密度 ,由 (8. 3. 14) 
式 可 见 ,K == 及 1 二 TH 表示 两 个 电子 相互 作用 的 库仑 能 。 积 分 天 
通常 也 称 为 直接 积分 。 

积分 4 = 五 2 == Hi 理解 起 来 有 些 复杂 . 它 表 示 第 一 个 电子 
部 分 处 在 几 (r) 态 , 部 分 处 在 加 (rm) 态 ;第 二 个 电子 同样 也 是 部 分 
处 在 办 (r;) 态 ,部 分 处 在 g(rz) 态 时 的 相互 作用 。 它 相应 的 密度 是 
一 种 交换 密度 .因此 4 实际 上 代表 一 种 交换 能 ,积分 4 也 称 为 交换 
积分 。 它 的 出 现 事 实 上 正 是 全 同性 原理 ,第 一 个 电子 和 第 二 个 电子 
不 可 区 分 的 必然 结果 。 

最 后 讨论 氨 原 子 的 基态 .对 于 基态 ,每 个 电子 都 处 在 最 低能 
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级 。 波 函数 分 别 是 ioo Tr1) 和 Yio0 72) ,能 量 都 是 si ,根据 泡 利 原理 ， 
两 个 电子 自 旋 必须 相反 。 因 此 , 氨 原 子 的 基态 波 函 数 是 


也 (ri sr ySl ,52) we ps ri 72 ) XaCSi: »51:) 
= pioo Tr1) Yio0 Crs) XaAlS1s »522) 
3 


3 se tn (Cs » 52z) (8. 3. 26) 
Xa3 


这 是 个 单 态 , 不 简 并 。 可 以 用 非 简 并 微 扰 直 接 计 算 能 量 的 一 级 修 
正 。 结 果 是 


4Crl 十 r2》 


BE = Js Eyedridr, = [2 | | SS ianar, 
3 (8. 3. 27) 
基态 能 量 是 
BE + Bh —— 
二 一 .275 和 一 一 74. 83eV. (8. 3. 28) 


氨 原 子 基 态 能 量 的 实验 结果 是 一 78.98eV 一 一 2. 904， § 5.3 中 


用 变 分 法 给 出 的 结果 是 一 2. 85 和 .因此 一 级 微 护 的 结果 不 如 变 分 
法 。 


38.4 分 子 


作为 多 体 问题 的 第 二 个 例子 ,本 节 讨 论 分 子 。 

分 子 的 运动 ,即使 是 双 原 子 分 子 的 运动 ,也 比 原 子 体系 复杂 得 
多 。 因为 在 分 子 中 ,除了 电子 的 运动 外 ,还 有 原子 核 在 平衡 位 置 附 
近 的 振动 ,以 及 整体 的 转动 .分 子 的 哈密 顿 量 是 


H=T,.+Ty+ Vt Vw Voy (8. 4. 1) 
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式 中 ,了 . 是 所 有 电子 的 动能 ,Tw 是 所 有 原子 核 的 动能 ,V. 是 电子 
之 间 的 库仑 能 ,V.v 是 电子 和 核 之 间 的 库仑 能 ,Vww 是 原子 核 之 间 
的 能 量 , 由 于 原子 核 的 质量 远大 于 电子 的 质量 ,因此 Tw 饼 了 .,7v 
项 可 以 近似 地 略 去 。 可 以 将 原子 核 看 成 是 不 动 的 ,或 者 说 ,在 每 个 
时 刻 ,都 可 以 将 原子 核 之 间 的 距离 看 成 是 个 常数 ,从 而 将 原子 核 之 
间 的 距离 看 成 是 个 参数 而 不 是 动力 学 变量 。 并 将 势 场 表示 为 原子 
核 之 间距 离 的 函数 ,这 种 近似 称 为 玻 胃 - 奥 本 哈 默 (Born- 
Oppenheimer) 近似 。 在 研究 分 子 的 振动 和 转动 时 , 电子 的 组 态 可 
近似 地 认为 不 变 , 人 事 


实 上 ,电子 的 能 量 忆 cc 才 cc 3 三 14 近 似 等 于 分 子 的 线 度 。 分 子 
的 振动 能 E。 cc 地 Moi67,w 为 振动 圆 频率 ,6 为 原子 核 偏离 平衡 态 
的 距离 . 当 6 cc a 时 ,大 振幅 的 振动 可 以 使 电子 激发 .有 


2 
SF Moa: L p (8. 4. 2) 


ma 


即 w cc 号 -二 分子 振动 能 已 ,cc 十 Muz8? cc 记 刀 ws 以 后 将 证 
明 分 子 转动 能 E, 近似 为 


E, cc (8. 4. 3) 


2 
2 0 汉 之 M2 


Ma 是 转动 惯量 ,1 是 转动 量子 数 , 因 此 ,电子 动能 ,分 子 振动 能 ,分 
子 转动 能 之 比 是 


A: 2 
五 E, FE, "~ ma? 方 (人 : Ci 
加 m。 恩 ， 大 
ma? M ma’: Ma’ 
=1: 二 ol (8. 4. 4) 
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因此 转动 能 远 远 小 于 振动 能 , 振 
动能 又 远 远 小 于 电子 运动 的 能 
量 ,我 们 可 以 近似 地 将 这 三 种 运动 
r 分 开 分 别处 理 。 
1. 双 原子 分 子 的 转动 和 振动 
下 面 讨 论 双 原 子 分 子 的 转动 
和 振动 .对 于 双 原 子 分 子 , 在 玻 恩 
- 奥 本 哈 默 近似 下 ,两 原子 核 之 间 
图 8. 4. 1 ” 双 原 子 分 子 的 势 场 V(r) 如 图 8. 4.1 所 示 。 薛 
的 核 势 能 曲线 定 调 方 程 是 


V(r) 


加 2 下 2 _rr 
| ee 2 十 Cr) ly = Ey (8. 4. 5) 


式 中 + = |r; 一 六 | 是 两 个 原子 核 之 间 的 距离 .引入 质心 坐标 和 相 
对 坐标 以 便 将 二 体 问题 约 化 为 单 体 问题 。 令 


r 一 7 一 7 (8. 4. 6) 
Miri 十 Mr 
R= VA (8. 4.7) 


取 乡 = A(R)$(7), 分 离 变 量 后 ,方程 (8. 4.5) 化 为 


2 
MV /CR) = Ef(R) (8. 4. 8) 
[一 专 | (8. 4. 9) 
om We rr | r 下 二 r i 
式 中 
证 MM, 有 人 


表示 两 个 原子 核 之 闻 相 对 运动 的 能 量 ,E, 是 总 能 量 ,E. 是 质心 运 
动 的 能 量 。 由 于 Y 一 V(r), 势 场 只 与 r+ 有 关 , 因 此 相对 运动 的 角 动 
量 I 了 是 守恒 量 ,$(r) 可 表示 为 
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ur) 


$Cr) = Ym, C0,9) (8. 4.11) 


I 和 M, 的 取 值 为 
7 一 0,1,2，… AM 一 7 7 一 1 一 了 (8. 4. 12) 
将 %r) 代入 (8. 4.9) 式 , 得 u(r) 满足 的 方程 为 : 


hr dz T(t 加 
-站 和 + VD) ur) = Eur) 
(C8. 4. 13) 
边界 条 件 是 
u(0) 一 0vz(co) —0 (8. 4. 14) 


取 U(r) 一 V(r) 十 十 昂 二 后 ,(8.4. 13) 式 相当 于 等 效 势 场 为 
U(r) 的 一 维 的 醉 定 户 方程 .等 效 势 场 U(r) 的 平衡 点 ro 满足 


2 
ho 三 dV 0) 全 RC fan OA 一 0 (8.4.15) 
dr oo dr '” mr 
在 r ~ ro 的 邻 域 展开 U(r) ,得 


U(r) = U(ro) 十 FU"Cro) (re 
I(T 十 D Ah? 


2zzz7-; 


= V (ro) 十 十 FU"Cro)r > ro 十 。 
(8. 4. 16) 


因为 7 是 极 小 点 ,VU' (ro) 为 零 ,(8.4.16) 式 中 无 线性 项 。 记 
二 DC es me 
以 定义 属 y 令 工 二 7 一 ro; 则 (8.4.13) 式 及 (8.4.14) 式 分 别 化 为 
一 六 了 十 人 ma u 一 E'u (C8. 4. 17) 
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u|s_, = 0,zx(co) 一 0 (8. 4. 18) 


2 
(8.4.17) 式 中 EE’ 一下 一 (ro) 一 人 。(8. 4, 17) 式 是 一 
0 


个 谐振 子 方程 ,但 不 同 的 是 ,边界 条 件 在 零点 处 并 不 为 零 。 满 足 边 
界 条 件 (8. 4.18) 式 , 而 且 在 一 r 委 Zz 委 co 中 有 界 的 解 是 


u(x) cc es** H,(axr) (8. 4. 19) 
pa (8. 4. 20) 
五 ,(az) 是 厄 米 函数 ,满足 
加 1 < (一 ]1) ”17 一 > 
二 二 下、 (8.4.21) 
2 由 条 件 
H,(— aro) =0 (8. 4. 22) 


决定 ,一 般 说 来 ,v 不 是 正 整 数 ,但 车 了 T 不 太 大 ,ar。 很 小 时 ,vy 仍 接近 
于 正 整数 。 方 程 (8. 4. 17) 式 的 本 征 植 是 


已 一 |* 十 二] 才 m (8. 4. 23) 
能 量 E 是 


人 (8. 4. 24) 


i yh VArey 


取 J 二 mri, 表 示 双 原子 分 子 的 转动 惯量 ,(8. 4. 24) 式 表 示 为 


2 
Fo de "十 二 | 产 四 十 全 (8. 4. 25) 


(8.4 25) 式 右 端 ,| ”十 二 | 记 wn 是 振动 能 ,证 是 转动 能 。 
一 般 # < 苹 广 w6, 转 动能 远 小 于 振动 能 .转动 能 级 间隔 很 密 , 形 成 转 
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动能 带 结构 。 

如 果 我 们 讨论 的 双 原 子 分子 是 氨 分 子 , 它 的 两 个 原子 核 是 目 
旋 为 1/2 的 质子 , 当 两 个 质子 交换 时 ,me>r， 质 心 坐标 灵 不 变 ,但 
相对 坐标 7 一 一 r+, 即 


r>r,0—>A—0,p9—>A++9 (8. 4. 26) 
因此 当 两 个 粒子 互 换 时 
Yim,(0,9) > Yim, (x 一 0,Xx 十 9) = 二 (— 1)’Ym, (0,9) 
(8. 4. 27) 


又 因 质 子 是 费 米 子 , 波 函数 要 反对 称 化 。 氢 分 子 中 原子 核 部 分 的 波 
函数 可 以 有 下 列 两 种 形式 


T= 偶 ,之 


yi (0, PXa CS1s ,52:) 


和 


2 (6, POXs (51: ,52:) 


Xa 和 Xs 分 别 是 两 个 自 旋 为 1/2 的 质子 的 反对 称 自 旋 单 态 波 函 数 ， 
对 应 的 总 自 旋 $S = 0, 和 对 称 的 三 重 态 波 函数 ,对 应 的 S = 1。 处 在 
S = 0 态 的 氢 称 为 促 粤 (Parahydrogen), 处 在 $ = 1 三 重 态 的 氢 称 
为 正气 (orthohydrogen) 。 自然 界 中 , 正 氢 与 仲 氨 分子 数 之 比 为 
3 : 1, 因此 正 氧 发 出 的 光谱 线 较 强 .这 些 结果 正好 说 明 全 同 粒子 的 
对 称 性 。 

2. 海 特 勒 (Heitler)- 伦敦 (London) 近似 

如 果 我 们 只 要 计算 氧 分子 的 基态 能 量 ,用 近似 波 函 数 来 讨论 
比较 方便 , 海 特 勒 - 伦敦 方法 就 是 考虑 全 同 粒子 交换 对 称 性 后 的 
一 种 近似 方法 。 

在 玻 恩 - 奥 本 哈 默 近似 下 ,如 果 略 去 电子 自 旋 和 轨道 之 间 的 
耦合 及 自 旋 与 自 旋 之 间 的 相互 作用 , 氢 分 子 的 哈密 顿 算 符 是 
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A 2 2 2 2 2 2 2 
廊 2 > e” te e e e e 
2m. TA1 TBl TaAB TA2 rp2 712 


(8. 4. 28) 


式 中 ,4,B 记 为 核 的 坐标 ,1,2 记 为 电子 的 坐标 .第 一 个 核 4 与 第 1 
个 电子 组 成 的 原子 的 波 函 数 是 


| 
| 
4 
十 
| 
| 
] 
| 
| 
] 
| 
| 
| 
| 


es NN 
$lrai) 一 i (8. 4. 29) 
核 B 与 第 2 个 电子 组 成 原子 的 波 函 数 是 
二 
plraz) 一 i (8. 4. 30) 


海 特 勒 - 伦敦 近似 的 关键 是 :将 两 个 氨 原 子 基态 波 函 数 在 满 
足 反 对 称 条 件 下 ,构成 近似 波 函 数 ,来 计算 氢 分 子 的 基态 能 量 .由 
于 反对 称 的 要 求 , 近 似 波 函数 可 以 有 两 种 形式 


Di 一 Ci [ora dD Yr Ba) 十 fr a fr) [Xalsis sz) 
(8. 4. 31) 


DB, = CL (ra) YrB) 销 (raz7%(ral7]Xs(slzysze) 
(8. 4. 32) 


式 中 ,Xu 和 多 分 别 是 ; == 0 的 单 态 的 反对 称 自 旋 波 消 数 和 s 二 1 的 
三 重 态 的 对 称 自 旋 波 函数 。C， 和 Cs 是 归 一 化 常数 ,满足 


1 
FT 

C2? 一 Se A (8. 4. 33) 

8 (8. 4. 34) 
2 2(1— A’) Wi 


— (raitra) 


A= |gCra) rsd)dr, = le a dr, (8. 4. 35) 


将 区 和 ,作为 尝试 波 函 数 ,代入 基态 能 量 的 积分 公式 
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五 二 | 方 odr (8. 4. 36) 


得 单 态 的 能 量 ,和 三 重 态 的 能 量 5, 分 别 为 


2 

已 一 2Ex 十 天 -十 个 二 总 (8. 4. 37) 
2 人 

一 2E4 十 下 -十 外 高 (8. 4. 38) 


式 中 Es 一 一 实生 是 氢 原 子 的 基态 能 量 .K 和 .是 


| 
天 e |iy (ra 《rs? ) ri2 2 py dridr; 
e 12f 人 『T ?ratra)/ 1 1 1 
-一 总 | | 4 2 人 i | dridr, (8., 4. 39) 


2 
je | DO I re Dr eas 


2 2 pr 
a eatrartrm tr 
na 
2 1 1 1 1 
x | 过 一 天 一 产 一 产 一 六 Jana .4. 
7 12 741i TA2 TB!I 7 52 人 oa) 


只 分 和 J 的 计算 比较 麻烦 ,通常 要 引入 共 焦 椭 球 坐标 进行 计算 。 
我 们 只 准备 给 出 最 后 的 计算 结果 ，; 


EC _ tag a 5 3 Raa 1 Rp 
= Re | 起 + 训 一 半 放 一 十 容 |(8.4.41) 
ee rfl] | 103 Ras 49 Ras ，11 Re 
d= je 人 | 人 十 二 和 1 
6e? | RR | 人 2Rag| 
+ {7Y+In 人 和 十 iE| 一 竺 | 24AAE,| 一 : | 
(8. 4. 42) 
式 中 
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2 R 
4 一 [1 一 合十 人 ee (8. 4. 43) 
a 3C 
2 | Sd (zr<0) (8. 4. 43) 


E(x) 称 为 对 数 积 分 ;7 二 0.5772, 是 欧 勒 (Euler) 常数 ,在 上 述 计 
算 中 ,从 近似 波 函 数 的 选择 可 以 看 出 , 它 相 当 于 将 两 个 氧 原 子 间 的 
相互 作用 看 成 微 扰 ,然后 准确 到 一 级 近似 计算 基态 能 量 。 

利用 上 述 结果 给 出 的 


| 氨 分 子 能 量 对 Ras 的 依赖 
和 关系 如 图 8.4.1 所 示 。E, 随 
_1.6 Ras 的 增加 而 单调 减 小 , 所 
二 以 E, 对 应 于 原子 间 相 互 排 
a 斥 , 不 能 组 成 稳定 分 子 。E。 
—8.2 > 在 ~ 二 1. 518 处 有 极 小 值 , 
24 一 一 妆 下 和 有 稳定 解 ,在 平衡 时 两 原子 
1. 518 核 之 间 的 距离 是 R。 一 


1.518a 二 0.08nm。 它 与 实 
验 值 0. 07395nm 近似 一 致 。 
这 说 明海 特 勒 - 伦敦 方法 虽然 简单 ,但 还 是 能 给 出 比较 好 的 结果 。 


38.5 二 次 量子 化 


在 前 面 各 节 的 讨论 中 ,实际 上 引进 了 一 个 不 是 最 完美 的 假定 : 
即 粒子 仍然 可 以 编号 ,仍然 可 以 分 为 第 1 个 ,第 2 个 ,…… 第 几 个 
粒子 ,……, 然 后 再 考虑 粒子 之 间 的 互 换 , 要 求 它 们 具有 交换 对 称 
性 .严格 说 来 ,这 种 作法 并 不 是 十 分 彻底 的 .原因 在 于 :既然 粒子 是 
全 同 粒子 ,它们 之 间 完 全 不 可 区 分 ,就 根本 谈 不 上 将 粒子 编号 ,分 
出 谁 是 第 一 个 粒子 , 谁 是 第 2 个 粒子 ,更 谈 不 上 将 第 一 个 粒子 和 第 
二 个 粒子 互相 交换 。 粒 子 既 然 不 可 编号 ,就 不 能 说 第 1 个 粒子 ,或 
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8. 4. 2. ”和 氧 分 子 能 量 对 Rss 的 函数 关系 


者 第 几 个 粒子 ,处 在 娜 个 量子 态 。 而 只 能 说 某 个 量子 态 中 有 几 个 粕 
子 , 或 者 说 ,有 几 个 粒子 占据 了 哪 一 个 量子 态 。 这 里 要 强调 指出 的 
是 , 全 同性 原理 只 是 说 全 同 粒子 不 可 区 分 ,不 可 编号 ,分 不 清 谁 是 
第 一 个 , 谁 是 第 二 个 ,但 它 绝 没有 说 量子 态 不 可 区 分 ,量子 态 可 以 
通 过 守恒 量 对 应 的 量子 数 来 表征 ,不 同 的 量子 数 表征 了 不 同 的 量 
子 态 。 比 方 氨 原子 中 的 电子 , 波 函 数 由 ww 表示 ,n,mwm, 四 个 
量子 数 的 不 同 取 值 ,就 标志 了 不 同 的 量子 态 。 全 同性 原理 的 最 根本 
的 意义 在 于 ;应 该 用 处 于 某 一 个 量子 态 的 粒子 的 数目 来 描写 体系 
的 状态 ,应 该 将 多 粒子 体系 的 问题 由 原来 的 表象 (比如 坐标 表象 等 
等 ) ,经 过 表象 变换 后 , 换 到 粒子 数 表象 中 讨论 .这 个 粒子 数 表象 用 
第 一 个 量子 态 中 及 个 粒子 ,第 二 个 量子 态 中 及 个 粒子 等 来 表 
征 。 我 们 只 能 说 某 一 个 量子 态 中 有 几 个 粒子 ,而 不 能 说 是 哪 几 个 料 
子 。 这 种 用 粒子 数 表象 来 讨论 多 体 问题 的 方法 ,就 是 二 次 量子 化 方 
法 。 它 是 研究 全 同 粒子 组 成 的 多 粒子 体系 的 一 种 常用 而 方便 的 方 
法 

引入 粒子 数 表象 的 另 一 个 好 处 在 于 : 它 能 描述 粒子 的 产生 和 
潭 灭 ,在 微观 世界 中 , 绝 大 部 分 的 粒子 都 有 一 定 的 寿命 ,都 有 “ 生 ”， 
有 “ 死 ”。 但 在 以 前 的 许多 讨论 中 ,体系 的 粒子 数 ,其 至 处 在 某 一 个 
量子 态 中 的 粒子 数 , 都 是 不 变 的 ,我 们 需要 一 种 可 以 描述 粒子 数 改 
变 的 方案 ,需要 引进 产生 算 符 和 潭 灭 算 符 来 处 理 多 粒子 体系 中 的 
各 种 问题 .在 这 个 意义 上 ,二 次 量子 化 是 极 重要 的 方法 。 

为 确定 起 见 ,我 们 讨论 玻 色 体系 . 费 米 体系 也 可 以 用 同样 的 方 
法 讨论 ,但 由 于 反对 称 化 ,要 麻烦 些 . 设 玻 色 体系 的 哈密 顿 算 符 是 


A A A 
hH= DHG)+S SVU,r) (8. 5. 1) 
i=1 “ij 


式 中 女 (1,) 是 单 粒子 的 哈密 顿 算 符 


人 万全 二 > 
H (ri) 一 一 二 V 十 DCr) (8. 5. 2) 


2m 


U(r;) 表示 外 场 的 势能 ,U(r;,r,) 表示 两 体 相 互 作用 。N 粒子 体系 
481 


的 苹 定 调 方 程 是 


A = = (8. 5. 3) 


式 中 YCriwro,… wrt) 是 体系 在 坐标 表象 中 的 波 函 数 。 


以 算 符 Q 表示 一个 粒子 的 某 一 组 力学 量 的 完全 集合 .@ 的 本 
征 范 数 是 只 (Cr),PmCr) ，…w.N 个 单 粒 子 波 孙 数 的 乘积 
A (rDR (72)…9G,(ry) 组 成 一 个 完备 系 ,将 少 按 这 个 完备 系 展 开 


p= >) ACRiskzasee hnyst) Pri)R, C7) ph Cr) 
ki ky 


(8. 5. 4) 


(8.5. 4) 式 中 的 展开 系数 A(k1,k,,… ,kw) 是 在 QQ 表象 中 的 表 
示 .。 但 是 这 种 Q 表象 的 表示 有 两 大 缺点 : 一 是 它 不 满足 全 同人 性 原 
理 , 必须 经 过 对 称 化 才能 描述 全 同 粒子 组 成 的 体系 ,二 是 它 仍 然 
停留 在 第 i 个 粒子 处 在 & 态 这 种 描述 上 ,而 不 是 用 第 态 有 i 个 
粒子 这 种 方式 进行 描述 。 因此 它 所 描述 的 粒子 仍然 是 可 编号 的 ， 
可 以 说 出 谁 是 第 i 个 粒子 ,为 了 克服 这 些 缺点 ,我 们 先 将 波 函 数 对 
称 化 .对 于 玻 色 子 组 成 的 体系 ,由 (8. 1. 27) 式 , 对 称 化 后 的 波 函 数 
是 


2 
9, ee (ri rw) 一 I SP Cr) pn Cr) 


(8, 5. 5) 


(8. 5. 5) 式 和 未 经 对 称 化 的 波 函 数 Br.)…9,《rn) 最 大 的 区 别 
是 : 它 用 及 个 粒子 处 在 态 ,n; 个 粒子 处 在 ks 态 …… 来 描述 。 
它 只 问 有 几 个 粒子 处 在 某 一 个 量子 态 上 ,而 不 问 到 底 是 哪 几 个 粒 
子 om 可 在 满足 之 mm 二 N 的 条 件 下 取 任 何 整数 值 。 显 然 ， 


Br "Tw) 是 正 交 、 归 一 、 完 备 系 。 因 为 经 对 称 化 后 的 波 函 


1 


数 与 原来 的 波 函 数 的 数目 相同 .对称 化 不 过 是 将 原来 的 波 函 数 重 
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新 组 合 ,使 组 合 后 的 波 函 数 具 有 对 称 性 .因此 ,可 将 更, …。…(rm， 
…,rw) 选 为 基底 ,这 样 给 出 的 表象 称 为 粒子 数 表 象 。 将 VCri，…， 
FrN yt) 按 Dn 《Fri …， Tn) 展开 : 


prisrss rN st) 一 CC 


nn 


sm CF sree STN) 


(8. 5. 6) 


Cm,…sns,… st) 是 在 粒子 数 表象 中 的 表示 。C G3，… sn4，… ,1) 
的 物理 意义 是 : 1C (Cn,… ,m4,…,1) |? 表示 在 1 时 刻 ,N 个 粒子 中 有 
nn 个 粒子 处 在 名 态 ,……,n 个 粒子 处 在 如 态 的 几率 。 它 是 归 一 
的 ,满足 


[sx pdri'*dry 一 > [Cn ,72 | = 1(8. 5.7) 
wl 


a oo 


二 


将 (8. 5. 5) 式 代 入 (8. 5.6) 式 , 并 与 (8. 5.4) 式 比 较 , 注 意 对 已.……， 
ky 的 一 切 可 能 值 求 和 与 对 一 切 可 能 的 排列 1197229 °°? os ""® 求 和 实 
际 上 是 相同 的 ,得 出 


[ln ! 


(Ri 有 2 ,kw st) es Cm sn2 9。。 9728 8。 st) 


(8. 5. 8) 
下 面 将 杖 定 记 方 程 从 z 表 象 变换 到 粒子 数 表象 .为 此 , 先 将 莅 


定 户 方 程 从 x 表象 变换 到 Q@ 表象 .将 (8.5. 4) 式 代 入 (8. 5. 3) 式 ， 
并 利用 % Cr) 的 正 交 归 一 性 以 求 出 A(ki,… ,kw ,t) 满足 的 方程 ,得 


= ~ 
1 A ,hy,t) = > SHA sk; ,°° Ln,t) 


十 二 2 Ua A ss Ri, sk;, LN,t) (8. 5. 9) 
i 这) 人 


并 中 
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A 
Hix 一 他 H (ri) dr; = Hi, (8. 5. 10) 


Le 一 | GU rior) PR dridr; 一 Us (8.5.11) 
为 以 后 书写 方便 起 见 , 在 (8. 5.10) 和 (8. 5. 11) 式 中 , 令 
l; = Ll; 一 I# sk; k,k; -一 k’ 


利用 这 种 记号 ,可 将 (8. 5. 8) 式 改 写 为 : 


A 2 ZL。 本 9 LN) 二 


Xx C1 ,11 7 gr ,£) 《8. 5. 12) 


(0 一 


ni CU 一 开 )! (2 1) ln ! 
AI 


XxX CC sR: 一 1 32 十 1 9 9 yg*°* ,£) (8, 5。 13) 


这 是 因为 4(0 ,k,l ,ly st) 与 4(0 ,l,l ,Nt) 
对 比 ,前 者 & 所 在 的 位 置 , 后 者 为 !, 因 此 前 者 中 处 在 : 态 的 粒子 比 
后 者 少 了 一 个 ,为 (” 一 1) 个 ,前 者 处 在 & 态 的 粒子 比 后 者 多 了 一 
个 ,为 Cu 十 1) 个 ,其 他 各 态 的 粒子 数 相 同 .因此 (8.5.13) 式 的 归 
一 系数 要 作 相 应 的 改变 。 同 理 


CO， sR sk’ ,* ,Ln ,£) = 


mm Di Diwbn — DI DD! 
Ni 


xX Cn 972 一 1 十 1 snr 一 1 ny 十 1，… 上 7) 
(8.5. 14) 


再 将 薛 定 刘 方 程 从 Q 表象 变换 到 粒子 数 表 象 ,将 (8. 5. 12、13、14) 
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式 代 入 (8. 5.9) 式 ,注意 到 求 和 之 ， 与 求 和 > 相同 ,得 


1 
8 /本 人 C(2 | 


Sp fa Dr Di 
niH A NE 
Hi Ni 


Xx Cn sR 一 ] ,nn 十 1,**,£) 十 六 > Djnme X 
ki 更 :1 


Uy 1 D1 Cn 1)1: (nr OO— 1) ln 二 1)! 
Li’ kk NI 
X Clnis* sn — loon 十 17 一 1 ,ne 十 1 ,2) 
(8. 5. 15) 


在 (8. 5.15) 式 两 端 同时 乘 上 谨 条 


,dd 
1 hn 9 972 9 Ny" ,£) 


> V ni Vn 1HaClnye sn 一 1 和 7 | 1, ,t) 
ki 
he 7 >) V Rng (7 十 1) Ong 十 1) U yy 


RRL 


XxX Cn ,nn 7 -一 ls np 十 lo sn OO— ] ,ee ,Np 十 1,.. ,1) 
(8. 5. 16) 


引进 算 符 和 如 1!， 令 
OF mi m1 nv i AGES?) 


CO ne Ye Ce i (8. 5. 18) 
利用 这 些 性 质 , 得 
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多 bf Cr nis) = mf ,Ns ) (8. 5. 19) 
A Sy ee ee DY A (8. 5. 20) 


(8. 5.19) 式 说 明 ,f(…,n,,…) 是 算 符 凶 和 的 本 征 函数 ,本 征 值 为 
心 . 双 是 第 4 个 态 的 粒子 数 ,因此 算 符 好 bb 是 第 4 个 态 的 粒子 数 算 
符 . 整个 体系 的 粒子 数 算 符 是 丸 = 2 仁和 尔 .由 (8.5.19) 和 
(8. 5. 20) 式 还 可 得 出 ,入 和 各 的 对 易 关 系 是 

[bb] = bb — bb = dw (8. 5. 21) 


另外 ,(8.5. 18) 式 表 明 , 算 符 b, 的 作用 是 使 上 态 的 玻 色 子 减少 一 
个 ,因此 上 称 为 玻 色 子 的 漂 灭 算 符 。 同 理 ,(8. 5. 17) 式 表明 , 算 符 
多 的 作用 是 使 4 态 的 玻 色 子 增加 一 个 ,因此 称 为 玻 色 子 的 产生 
算 符 。 
利用 (8. 5.17、18) 式 , 可 将 (8.5.16) 式 用 产生 算 符 和 潭 灭 算 
符 表示 成 
| 人 
1 C Cm sn Nes bt) = HC ny nr, st) 
(8. 5. 22) 


A A A A 
H= Hu pit bi 十 到 > Un br# bz b, b, (8. 5. 23) 
kl kk' U0 


(8. 5. 22) 式 是 粒子 数 表 和 象 中 的 苹 定 证 方程 .用 产生 和 漂 灭 算 符 表 
示 的 (8. 5. 23) 式 ,是 粒子 数 表象 中 的 哈密 顿 算 符 。 如 果 将 Q 表象 
就 选择 为 单 粒 子 的 能 量 表象 ,即将 媚 (~) 的 本 征 函 数 作为 8 ,于 是 
由 (8. 5. 10) 式 得 


一 60u (8.5. 24) 


(8. 5. 23) 式 变 为 
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De > 多 b, 十 . 部 > bi 好 b, b, (8. 5. 25) 
现在 对 粒子 数 表象 上 述 这 些 表述 作 一 些 评注 ; 
(1) 利用 粒子 数 表 和 象 讨论 多 体 问 题 ,由 于 已 经 采用 了 在 态 
有 如 个 粒子 ,k, 态 有 ns 个 粒子 …… 的 表述 方式 ,全 同性 原理 已 经 
自动 包含 在 内 .由 (8.5. 22) 式 解 出 的 波 函 数 Cln,n,,…,t) ,无 须 
再 作对 称 化 .或 者 说 ,在 从 普通 的 坐标 表象 变换 到 粒子 数 表 象 时 ， 
已 经 将 全 同性 原理 考虑 过 了 .这 正 是 粒子 数 表象 优越 之 处 。 我 们 可 
以 直接 从 (8. 5. 25) 式 和 (8. 5. 22) 式 出 发 讨论 问题 ,所 给 出 的 结果 
包括 能 量 和 波 函 数 都 直接 代表 了 全 人 同 粒 子 体系 的 物理 性 质 。 


(2) 算 符 六 = 外 bi 的 本 征 值 只 能 等 于 零 或 正 数 。 因 为 
MA 一 (724 | br bi ln) 
= Sn bi lm) ml bi ln) 
= Dml biln)l:>0 (8. 5. 26) 


(3) bt |ni) 是 1 的 本 征 态 , 本 征 值 为 n 十 1;2 1n) 也 是 的 
本 征 态 , 本 征 值 是 一 1。 因 为 


A 
= (nn 二 1)6r |n) (8. 5. 27) 


以 及 


= (4 — 1) biln), (8. 5. 28) 


综合 (8. 5. 26.27) 和 (8. 5. 28) 式 ,我 们 得 出 , 算 符 色 的 本 征 值 是 全 


体 自 然 数 , 即 7 的 本 征 值 可 取 0,1,2,… 等 值 ,因此 可 以 认为 n= 
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妇 2 为 大 态 的 粒子 数 算 符 。 
(4) 粒子 数 表象 中 的 哈密 顿 算 符 也 可 以 通过 将 波 函 数 看 成 算 
符 给 出 。 将 单 粒 子 波 函 数 Jy(r) 按 {H Cr) 展开 : 


gr) = > ) 久 全 Cr) (8. 5. 29) 
k 


如 果 将 b; 看 成 是 满足 对 易 关 系 (8.5. 21) 式 的 算 符 , 而 不 是 普通 的 


$ 07) = Dhar) (8. 5. 30) 
天 
则 
人 (Cr) = 5 hig Cr) (8.5.31) 
天 
b+ = 人 Cr)Gr)dr (8. 5. 32) 


代入 对 易 关 系 (8. 5. 21) 式 后 得 
| POTD OD) Wt Cr) ~ pt Cr pr) Jdrdr = dw 
(8. 5. 33) 


在 (8. 5. 33) 式 两 边 同 时 乘 上 G(r)GB (7”) ,然后 对 和 和 k' 求 和 ,并 
利用 封闭 性 公式 


DR WR = 6(r—r) (8. 5. 34) 
得 
入 A A A A A 
[yg Cr EY YG Cr) Yt Cr YO) 
= Or—r) (8.5. 35) 
间 理 还 可 以 给 出 


Cpt Cr), (r')] = Cy We (r')]=0 (8.5.36) 
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满足 (8. 5. 25) 式 的 哈密 顿 算 符 可 利用 少 (7) 及 %+《〈r) 写成 
大 A A A 
方 - | Gd 
1 A A A 大 
到 | De US da 
(8. 5. 37) 


应 该 指出 , 波 函数 量子 化 包含 极 深 刻 的 物理 内 涵 , 以 前 ,从 经 典 力 
学 过 渡 到 量子 力学 时 ,我 们 将 力学 量 ,如 动量 、 角 动量 等 用 算 符 表 
示 , 进行 量子 化 ,这 也 就 是 通常 所 说 的 一 次 量子 化 ,于 是 产生 了 量 
子 力学 。 现 在 ,我 们 又 将 波 函 数 ,动力 学 方程 的 解 量子 化 .这 些 动力 
学 的 解 一 般 都 描写 场 , 将 波 函 数量 子 化 实质 上 就 是 将 场 量子 化 ,从 
而 有 可 能 发 展 为 量子 场 论 .对 比 于 力学 量 的 量子 化 , 波 函 数 的 量子 
化 也 称 为 二 次 量子 化 。 

最 后 ,我们 将 上 述 讨论 推广 到 由 费 米子 组 成 的 体系 。 由 于 费 米 
子 体系 的 波 函 数 必 须 是 反对 称 的 , (8. 5. 5) 式 变 为 


oD, ni Tl TN) = det[ g(r,) | (8. 5. 38) 


1 
. VN ! 
由 于 泡 利 原理 ,ns 只 能 取 0 或 1 两 个 值 .同样 的 推导 可 以 证 明 ， 
(8. 5. 25) 式 变 为 


A 1 «~ A A | 
EH= > 由 > at Atay .5. 3( 
EiQx Qk 十 2 人 CE Qp ara (8. 5. 39) 


at 和 ai 是 动量 为 k 的 费 米 子 的 产生 和 漂 灭 算 符 , 它 们 满足 
La 2 es MS Co re 
QF f(s = 0 
2.7(… 0) = 0 
CN Ee DE ee A 


式 中 Og 表示 第 k 态 没 有 粒子 ,]， 表示 第 k 态 有 一 个 粒子 的 取 值 
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(8. 5. 40) 


是 ; 当 第 个 态 以 前 的 态 ,包括 第 个 态 在 内 ,被 粒子 占据 的 数目 为 
偶数 时 ,vu > 1, 这 个 数目 为 奇数 时 ,v 一 1, 邵 

“= [| 0 ~ 2) (8. 5. 41) 
凤 称 为 魏 格 纳 (Wigner) 符号 函数 。 由 (8.5.40) 式 可 以 证 明 算 符 
人 下 满足 反对 易 关 系 : 


Laas 2 at 十 2 a = Oy (8.5. 42) 
[&i ,24x 1 = [a&t ,2 本] ， = 0 (8. Da 43) 


n = 4&7 &4 仍 是 粒子 数 算 符 ,但 它 只 能 取 0 或 1 两 个 本 征 值 .显然 ， 
若 令 VCr) = 2 nn) 可 以 证 明 对 费 米子 体系 ,哈密 顿 算 符 仍 满 
足 (8. 5. 37) 武 ,但 有 Cr) 与 9* Cr) 满足 反对 易 关系 


[GY VN Yt Cr ) 十 $+ (r= rr— rr) 
(8.5,. 44) 


“8 8. 6 。” 哈 特 利 - 福 克 平 均 场 近 似 


哈 特 利 (Hartree)- 福 克 (Fock) 平均 场 近似 , 亦 称 自治 场 近 
似 , 是 多 体 问 题 中 最 常用 的 近似 。 它 在 固体 理论 ,原子核 理论 .甚至 
在 量子 场 论 中 都 被 广泛 应 用 .为 了 介绍 这 个 近似 ,我 们 以 金属 中 的 
自由 电子 气 为 例 。 原子 核 中 的 质子 对 电子 的 影响 近似 地 可 被 认为 
相当 于 一 个 正 电 荷 背景 ,而 且 为 方便 起 见 ， i 自 旋 。 电 


于 之 间 的 相互 作用 是 库仑 势 UCr, 一 ) 一 二 -全 7, 设 金属 的 体 


积 为 2, 我 们 先 写 出 在 粒子 数 表象 中 经 二 次 量 子 化 后 的 哈密 顿 算 
从 (8. 5.39) 式 。 为 此 , 先 要 对 库仑 势 作 健 里 时 变换 
L7 = 二 | 和 dr 过 | | [ew 一 rsdrsinbdgdg 
一 os ,sinkrdr (8, 6. 1) 
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(8. 6. 1) 式 是 个 在 无 穷 远 处 发 散 的 积分 .这 个 结果 易于 理解 ,因为 
库仑 力 是 长 程 力 。 要 让 积分 收敛 , 必须 引入 屏 坑 库仑 势 .这 在 物理 
上 也 是 非常 合理 的 ,因为 两 个 电子 之 间 的 库仑 作用 还 要 受 其 他 电 
子 的 影响 ,即使 这 些 影 响 近 似 地 可 被 考虑 成 足够 微 习 , 我 们 将 库仑 


势 改 成 屏蔽 库仑 势 人 6e-“, 作 伟 时 叶 变 换 后 再 令 a 一 0. 于 是 有 


47e2 ,. [ RA 
U, 一 一 一 |] ”sin&rd 
Ok lim ,ee sinkrdr 


4xe’ es k 4ne’ 
0k cok:+oa Ak? 


显然 (8. 6. 2) 式 只 对 有 天 0 时 成 立 。 在 &=0 时 仍然 发 散 。 这 是 因为 
在 刚才 的 计算 过 程 中 , 只 考虑 了 电子 气 之 间 的 相互 作用 ,没有 考虑 
正 电 荷 背景 的 影响 。 常 用 的 一 个 最 简单 的 简化 模型 是 : 正 电荷 背景 
的 影响 刚好 与 (8. 6.2) 式 中 & = 0 的 部 分 相互 抵消 .于 是 ,粒子 数 
表象 中 的 哈密 顿 算 符 是 


(8. 6. 2) 


2ne: 
H= > Siait a 十 > a (8. 6.3) 
和 7 
4 天 0 


为 方便 起 见 , 选 体积 人 2 = 1。 现 在 来 求 瓦 的 本 征 值 。 在 零 级 近似 下 ， 
略 去 相互 作用 


Ho, = Daat as i jan (8. 6. 4) 
4 
242 
er = (8. 6. 5) 
2m 


设 真空 态 为 10), 则 a10〉= 0, 因 为 真空 态 10) 中 没有 a 粒子 ,因此 
有 


ni|10) = atai|0)=0 (8. 6.6) 
jk’》= at |0) (8. 6.7) 


I&) 表示 只 存在 一 个 动量 为 k' 的 粒子 的 单 粒子 态 。 同 样 ， 
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nilk’) = Qtrakd 直 10) = ar (6 — at ai)|0) 
= atdw|0) = dw 18'» (8. 6. 8) 
《8. 6. 8) 式 表示 ,|& 是 粒子 数 算 符 m4 的 本 征 态 ,本 征 值 是 Su ， 
用 单 粒 子 波 函数 连 乘 给 出 多 粒子 体系 中 的 零 级 近似 , 单 粒子 


态 | 办 , 令 


N 
1g) = {laxt 10) (8. 6.9) 
1 一 】 
则 有 
N 
mg = D6u 1$) (8. 6. 10) 
t=1 
(8. 6. 10) 式 容易 从 
maxzat 10) = (6u 十 ,arar |0) (8. 6. 11) 
然后 逐步 推广 而 证 得 ,因而 
N N 
Hol$) = Deni)g) = De Dm1$) = Denlg) 
天 k t=1 1==1 
(8. 6. 12) 


即 1$) 是 瑟 。 的 本 征 态 , 且 本 征 值 为 en, 在 微 扰 意义 下 ,以 1$) 为 


无 微 扰 波 函 数 , 即 假定 每 一 个 粒子 都 在 其 他 粒子 的 平均 场 中 运动 ， 
准确 到 一 级 近似 ,能 量 为 


2 


2 
ne 
十 站 
gq? Cg 十 IC 1¢> 


Enr = ($IHI$) = E+ ($1| >) 
9 天 0 


(8. 6. 13) 


由 4 和 a 的 性 质 可 知 ,在 对 g 的 求 和 中 只 有 满足 kK 二 kK' 十 gk 二 

Kk 一 9 的 条 件 或 者 满足 Kk 二 上 一 9g,k 二 kK' 十 4 的 条 件 时 才 不 为 零 。 

换 句 话说 ,(8. 6.13) 式 只 有 在 a* a' aa 四 个 算 符 中 两 两 配对 ,成 为 
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a' a 及 a! 4a 两 对 后 才 不 为 零 . 但 显然 k= 二 kk' 十 gq,k 二 一 g 的 条 
件 不 能 满足 ,因为 这 时 必须 要 求 g = 0, 而 在 C8. 6. 13) 式 的 求 和 中 
不 包含 g = 0 的 项 ,因此 (8. 6. 13) 式 中 对 g 求 和 最 后 只 剩 下 一 项 ， 


即 
> 
> 


(8. 6. 14) 


(8. 6. 14) 式 中 人 负 号 来 自 aitar = 二 一 arai (了 关 ), 因 为 a 是 费 米子 
算 符 , 满 足 反对 易 关 系 。 算 符 n4 和 nw 的 取 值 ,只 能 是 1 或 0, 由 于 泡 
利 原理 及 体系 能 量 必 须 最 低 才 能 稳定 的 稳定 条 件 , 在 绝对 零度 时 ， 
电子 填充 至 费 米 能 级 为 止 , 即 当 上 < Ar 时 ,ns = ln = 1,k> ke 
时 ,ni 二 0,nw 一 0, 于 是 (8. 6. 14) 式 变 为 


2 
Enr = Eo++ > C4 Tataras 
Ek 


= 2ze (r 
= E+ C$ nens) 


2 
Es =E— S) 人 (8. 6. 15) 


式 中 ,Eo = Zi 是 自 由 电子 气 的 动能 。 负 号 表明 ， 由 于 电子 之 间 


的 库仑 力 是 斥 力 , 它 减少 了 基态 能 量 .体系 能 量 的 准确 值 E 与 哈 特 
利 - 福 克 近 似 能 量 Es 之 差 称 为 关连 能 。 
现在 考虑 电子 自 施 , 这 时 体系 的 哈密 顿 算 符 是 


1 47re2 
a S , 十 S | + 二 
H = EjpQks Cs 十 2 2 Gigss A +tg,s, d,s dk,s) 
ks 天 大 a 
9 天 0 
(8. 6. 16) 


ss51454 都 只 取 土 元 两 个 值 .重复 上 述 计算 ,并 注意 
[a at = O16,s, (8. 6. 17) 


可 以 证 明 , (8. 6. 15) 式 仍 然 成 立 。 但 求 和 号 中 需要 加 上 对 同 向 的 
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自 旋 求 和 .建议 读者 自己 证 明 这 个 结论 ， 

哈 特 利 - 福 克 近 似 的 关键 在 于 将 粒子 之 间 的 两 体 相互 作用 ， 
近似 用 一 个 单 粒子 在 一 个 平均 场 中 运动 代替 。 上 面 求 出 了 基态 能 
量 。 如 果 还 要 算 单 粒子 能 谱 , 可 以 求 对 易 子 [as, 石 ] 并 使 之 线性 化 
得 出 。 的 确 ,车 不 考虑 自 旋 , 由 (8. 6.3) 式 得 


92xe’ 


二 十 
[a,,H] = Ep yp 十 > 2 QF Av AadrO ,0 
kk'g¥0 
2re” | 
3 2 2 Aka pA pr + 
kk'g a 


27e? 
= ep0p 十 D>; 2 L ag taap Or tow Qt 


kg 和 0 
才 
— agroQdt) Or tear oo 
2re2-，}+ 
人 > 2 [ Cait yar Ogawa 
下 9 天 0 qa 


PP PE (8, 6. 18) 
由 于 求 和 中 不 含 g = 0 项 ,(8. 6.18) 式 变 为 


2 
La, Hj = ea, 一 2 a 
~ 2re? 
一 一 一 一 一 《auaue 》 

2 i 

4 2 
一 €pdp 一 之 pp = EPrCp (8.6. 19) 
因此 在 哈 特 利 - 福 克 近 似 下 , 单 粒 子 能 谱 是 
2 


EHF 一 €p 一 > i (8. 6. 20) 
E 


问题 1 考虑 电子 具有 自 旋 ,在 哈 特 利 - 福 克 近 似 下 求 单 粒子 
能 谱 。 
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3 8.7 ”托马斯 - 费 米 方法 


为 了 求 出 重 原子 中 的 电子 分 布 , 托马斯 (Thomas)- 费 米 
(Fermi) 提出 了 一 种 统计 方法 。 假 设 原子 中 由 核 和 所 有 电子 产生 
的 势 $(7) 变化 很 慢 , 满 足 所 < 2 之 8(7)) ,电子 在 这 种 慢 变 势 场 
中 运动 , 0 ee 
绝对 零度 下 费 米 - 狄 拉 克 分 布 的 简 并 电子 气 ,这 种 模型 称 为 托 马 
斯 - 葛 米 模型 。 

按 统计 物理 ,在 p 一 p 十 dp 中 电子 态 数 是 E49 pidp, 式 中 
Bs 25 十 1 一 2, 是 自 旋 简 并 度 ,因此 体系 的 总 电子 数 是 


8zxV frr ， 了 


N= 之 ai i (C87 
电子 的 数 密度 是 
3 
= es (8.7. 2) 


由 于 电子 被 束缚 在 原子 中 ,束缚 态 中 的 电子 的 总 能 量 只 能 小 于 零 。 
设 电子 的 最 大 能 量 为 一 epp, 则 在 位 置 r 处 电子 动能 的 最 大 值 是 


pr 
e($(r) 一 内) (8.7. 3) 

由 (8.7.2) 和 (8.7.3) 式 , 得 
n(r) 一 了 12mre(g(r) 一 起 ) 3 (8.7. 4) 


另 一 方面 , 势 场 $(r) 由 泊 松 方程 确定 : 
Vy’$=— 4xp (8.7.5) 


而 p= 二 一 neyn 由 (8.7.4) 式 给 出 .将 (8.7.4) 代 入 (8.7.5) 式 后 ,得 
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V$ = a Oo $) (8. 7.6) 


(2me) (8.7.7) 


人 一 


= 


(8.7.6) 式 称 为 托马斯 - 费 米 方程 。 

为 求解 托马斯 - 费 米 方程 , 先 要 确定 方程 满足 的 边界 条 件 。 设 
原子 或 离子 的 原子 序数 为 Z ,原子 中 的 电子 数 为 入 ,对 中 性 原子 ， 
N = 和 ,对 于 离子 ,Z > .边界 条 件 是 ,在 > 一 0 处 , 势 仅 由 原子 核 
产生 ,$7r) 一 <, 即 

lim Crg) = Ze (8.7.8) 


在 原子 或 离子 边界 r 一 7o0 处 ,电子 密度 为 零 ,由 (8.7.2) 及 (8.7.3) 
式 得 $70) 一 如 ,有 


(Z — N)e 


rr 


多 (7o) = bo = (8.7.9) 


因为 这 时 的 势 等 于 所 有 电荷 集中 在 原子 或 离子 中 心 时 所 产生 的 
势 . 另 外 ,在 ~ 一 训 处 ,电场 强度 连续 ,而 在 ~ 之 ”处 ,电场 强度 显然 


等 于 二 汪 , 即 有 
一 | 有 本 = 竺 二 人 ~ (8.7. 10) 
引入 变数 和 X, 令 
£ = C76) ay (8.7.11) 
上 (8 po) 
= (8. 7. 12) 
则 托马斯 - 费 米 方程 (8.7. 6) 式 变 为 
2 3/2 
= 夭 (€ > 0) (8.7. 13) 
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边界 条 件 变 为 


dX __2-N 
LimX(e) 三 = 1,X(é,) 一 0,6| Ee) 7 
(8.7.14) 
式 中 
§, = (Ze)sair, (8. 7.15) 


托马斯 - 费 米 方程 的 解 如 图 8.7. 1 所 示 。 对 中 性 原子 ,N ==Z, 方 程 
的 解 与 Z 无关 ,在 = 0 处 ,X 一 曲线 的 斜率 是 


dx sg oe 
对， = 1.588 三 二 见 (8.7.16) 


图 8.7.1 托马斯 - 费 米 方程 的 解 


X 对 曲线 当 # -~ co 时 趋 于 零 因 此 边界 条 件 相当 于 半径 名 -co， 
而 $(oo) = $(0) 二 0, 中 性 原子 中 电子 的 最 大 能 量 为 零 。 

对 于 正 离子 ,N < Z,X 一 《曲线 ,在 一 0 处 的 斜率 | 验 | 
= 一 加 ,m 之 misX~ 有 曲线 在 名 处 xX 为 零 , 正 离子 的 边界 半径 为 有 
限 值 .对 于 负离子 ,N > 2, 托 马 斯 - 费 米 方程 无 解 。 

利用 (8.7. 4),(8.7.11) 和 (8.7.12) 式 , 得 电子 密度 是 


aate 
0 


党 3/2 
人 (8. 7.17) 


n 
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图 8.7. 2 中 虚线 表示 氮 原 子 中 电子 密度 的 径 同 分 布 : 

D = darin(r) = (Ze) NE (8. 7. 18) 
实 线 表示 哈 特 利 - 福 克 近 似 的 结果 。 由 图 可 匈 , 托马斯 - 费 米 方 
法 得 出 的 结果 相当 于 哈 特 利 - 福 克 近 似 的 平均 近似 。 托 马 斯 - 费 
米 模 型 将 电子 分 布 近似 看 成 是 连续 分 布 , 它 只 适用 于 ZZ 大 的 原 


1 一 托马斯 - 费 米线 1 一 福 克 线 
8.7.2 和 氮 原 子 电子 密度 径 向 分 布 图 


38.8 超 导 电 理论 


1908 年 , 卡 末 林 。 兄 尼斯 (Karmerlingh，Onnes) 液化 氮气 成 
功 ,为 低温 下 各 种 物性 学 的 研究 创造 了 实验 条 件 ,1911 年 , 昂 尼 斯 
发 现 ,温度 高 于 4. 2K 时 ,水 银 的 电阻 约 为 0. 080. 当 温度 到 达 和 低 
于 4.2K 以 后 ,水 银 电阻 实际 上 降低 到 可 视 为 0 的 数值 .物质 在 温 
度 低 于 某 一 临界 温度 T. 时 ,电阻 突然 消失 的 现象 称 为 超 导 电 性 ， 
1933 年 , 迈 斯 纳 (Meissner) 又 发 现 了 超导体 男 一 个 基本 性 质 : 超 
导体 内 部 磁 感 通 量 为 零 。 超 导体 具有 绝对 抗 磁 性 .1986 年 前 ,人 们 
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发 现 的 超导体 , 临界 温度 了 . 都 很 低 , 最 高 的 NbsGe 也 只 有 
23. 2K .1986 年 , 称 勒 (K. A. Miller) 和 贝 特 诺 兹 (G. Bednorzy 发 
现 了 高 7. 超导体 ,使 超 导 电 性 的 研究 进入 了 一 个 新 时 代 . 但 到 目 
前 为 止 ,高 温 超 导 理 论 还 众说 纷 经 ,还 没有 建立 起 一 套 大 家 接受 的 
超 导 电 理论 " .本 节 的 介绍 只 局 限于 低温 超导体 。 

50 年 代 , 超 导电 理论 有 重大 突破 ,系统 地 建立 了 超 导 电 微观 
理论 , 即 BCS 理论 ( 巴 丁 (Bardeen)- 库 柏 (Cooper)- 徐 瑞 弗 
(Schrieffer) 理论 ) .这 个 理论 的 最 基本 的 概念 是 1956 年 库 柏 提出 
的 “ 库 柏 对 ”(Cooper pair) 的 概念 ,当时 ,在 超导体 的 热力 学 性 质 
和 同位 素 效 应 的 启发 下 ;人们 开始 较 深 入 地 探讨 超 导 电 性 和 电 
子 - 声 子 相互 作用 的 关系 ,实验 发 现 , 超 导 电 子 比 热 C, 在 低温 下 
满足 


Cc exp| — | (8. 8. 1) 


4 是 基态 和 激发 态 之 间 的 能 隙 。(8. 8. 1) 式 的 重要 性 在 于 揭示 超 导 
体能 谱 中 有 能 际 存 在 , 男 一 个 实验 是 同位 素 效应 :同一 元 素 的 不 同 


同位 素 的 临界 温度 7 与 同位 素质 量 M 的 一 元 次 方 成 正比 。 
TM'’ = const. (8. 8. 2) 


同位 素 的 质量 当然 主要 来 自 它 的 离子 核心 的 质量 。 因 此 同位 素 效 
应 表明 :离子 核心 即 唱 格 的 动力 学 性 质 对 超 导 电 性 有 重要 影响 。 
为 探讨 电子 和 品格 ,特别 是 格 波 量子 化 后 得 出 的 声 子 之 间 的 
相互 作用 ,1956 年 , 库 柏 研究 了 一 个 简化 模型 ,证 明 在 费 米 海中 两 
费 米 子 的 吸引 作用 将 导致 出 现 束 缚 的 “对 ” 态 。 在 “对 ”形成 过 程 
中 , 无 相互 作用 的 基态 将 变 成 不 稳定 态 , 从 而 出 现 新 的 基态 。 对 ” 
之 间 的 束缚 能 可 能 使 新 的 基态 和 激发 态 的 能 谱 之 间 出 现 能 阶 。 


* 超 导 电 宏观 理论 及 描述 可 参阅 专著 .一般 的 了 解 可 参阅 : 苏 汝 尔 : 统 计 物 理学 ( 复 
且 大 学 出 版 社 ,1990 年 第 329 页 ) .对 高 温 超 导电 性 的 一 般 了 解 可 参阅 : 苏 汝 锭 :物理 学 
的 挑战 一 一 物理 学 的 前 沿 和 基础 课题 选 ( 辽 宁 教 育 出 版 社 ,1991 年 第 137 页 ) 
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于 是 ,问题 在 于 ,在 费 米 海 中 的 两 个 电子 ,为 什么 会 出 现 吸 引 
的 相互 作用 ?由 于 电子 带 负 电 , 电 子 之 间 的 库仑 力 是 排斥 力 而 非 吸 
引力 .要 使 两 个 电子 之 间 有 吸引 力 , 而 且 要 求 这 种 吸引 力 大 于 库仑 
斥 力 以 保证 两 电子 之 间 有 净 余 的 吸引 力 ,这 种 吸引 力 必须 来 自 其 
他 间接 的 机 制 , 早 在 1950 年, 弗 略 里 希 (Frohlich) 就 曾 证 明 ,在 费 
米面 附近 的 电子 ,通过 交换 唱 格 点 阵 量子 化 而 得 来 的 声 子 ,会 使 电 
子 - 电子 之 间 产 生 一 种 有 效 相 互 作用 ,而 且 这 种 有 效 相 互 作用 是 
吸引 的 。 又 因 声 子 与 晶 格 振动 有 关 , 因此 它 有 利于 解释 同位 素 效 
应 ,这 样 , 以 电 声 子 相 互 作用 引起 的 电子 - 电子 吸引 作用 作为 库 柏 
模型 中 电子 对 出 现 的 基础 ,有 可 能 解释 超 导 电 性 。 

严格 的 计算 表明 :在 由 电 声 子 相互 作用 引起 的 电子 - 电子 吸 
引 作用 下 ,在 费 米面 附近 具有 相反 的 自 旋 ;方向 相反 但 数值 相等 的 
动量 的 两 个 电子 ,能 形成 一 个 束缚 的 电子 对 。 这 个 电子 对 称 为 库 相 
对 .最初 , 库 柏 模型 只 限于 讨论 两 个 粒子 体系 ,后 来 证 明 , 对 于 多 粒 
子 体 系 , 库 柏 的 结论 仍然 正确 .而 且 , 在 形成 库 柏 对 后 ,原来 无 相互 
作用 的 基态 变 得 不 稳定 ,体系 降低 了 它 的 能 量 并 形成 新 的 基态 ,这 
个 新 基态 和 新 激发 态 之 间 存 在 者 一 个 能 辽 人 .这 个 新 基态 不 能 从 
旧 基态 通过 微 扰 的 方法 得 出 . 超 导 电 理论 本 质 上 必须 是 一 种 非 微 
扰 理 论 。 

(1) BCS 理论 

BCS 理论 是 一 种 非 微 扰 理 论 . 巴 丁 . 库 柏 、 徐 瑞 弗 以 库 柏 对 的 
概念 为 基础 ,用 变 分 法 讨论 超 导 电 问题 ,体系 的 哈密 顿 量 是 

五 一 Ze Fao 翅 > Vi tat a, a ax 


l 02 I 
大 十 妇 一 电 十 好 
5152 


(8. 8. 3) 
式 中 e(k) = “和 一 yp 是 化 学 势 , 在 T 一 0K 时 J 二 ex,er 是 费 米 
能 量 .0 是 体系 的 体积 ,ysx 表示 由 电 声 子 相互 作用 所 引起 的 电 


子 - 电子 之 间 的 相互 作用 , 负 号 表示 吸引 力 .a,a* 是 电子 的 淹 灭 
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”和 产生 算 符 ,满足 反对 易 关 系 .BCS 引入 变 分 尝试 波 函数 


I®) = || G+ viatrats, )10) (8. 8. 4) 
[3 


连 乘 对 所 有 大 态 进行 .10) 是 真空 态 ,atiatiy10) 是 库 柏 对 态 ， 
(8. 8. 4) 式 中 如 表示 出 现 库 柏 对 态 的 几率 , 吧 表示 不 出 现 库 柏 对 
态 的 几率 ,因此 有 

Ut 二 vi 二 1 (8. 8. 5) 
人 + 表示 自 旋 朝 上 , y 表示 自 旋 朝 下 .以 | 更 ) 为 变 分 波 函 数 ,wui,vi 为 
变 分 参量 ,计算 基态 能 量 (BIH|IB) 考虑 到 18) 中 只 有 真空 态 或 
库 柏 对 态 ,因而 在 计算 基态 能 量 4@B| 鼠 5》 时 ,日 中 起 作用 的 只 能 
是 相互 作用 中 已 经 配 成 库 柏 对 的 项 , 即 只 有 


Hacs -一 > ve(&)a 志 au 2 Vi 
s kk'o 
(8. 8. 6) 


才 在 计算 平均 值 时 不 为 零 , 其 他 不 配对 的 项 作用 在 | 更 ) 上 时 ,由 于 
必定 有 不 能 配对 的 潭 灭 算 符 a 作用 在 真空 态 10》 上 而 必然 为 零 。 
Hacs 称 为 BCS 约 化 哈密 顿 量 。 直 接 的 计算 得 出 : 
U= (BIHI®) = (BIHacs|®) 
= 2 Pe — PRR NV Ik, Ek viv 


一 2k, — EIVIE, — kuviue vy (8. 8. 7) 
kh’ 


在 约束 条 件 (8. 8. 5) 式 下 ,由 忆 对 wu 作 变 分 的 极 小 值 条 件 
6U 6U _ 


Be 


0 (8. 8. 8) 


pA 
给 


2e(k)uivs = (ut — vi)A, (8. 8. 9) 
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与 (8. 8.5) 式 联 立 后 , 解 得 


ul 一 二 | 十 学: ,UZ 一 | 3 (8. 8. 10) 
FE,=—= VAie(k) (8. 8,11) 
Vv rb 
么 = 动 人 (8. 8. 12) 
~ 


AZ 二 e: (Ck') 


(8. 8. 12) 式 称 为 能 阶 方 程 ,在 进一步 介绍 这 些 方程 的 物理 意义 之 
前 , 我 们 先 介绍 与 BCS 变 分 法 不 同 ,但 给 出 的 结果 一 样 的 另 一 种 
非 微 扰 方 法 。 
(2) 博 戈 留 博 夫 (Bogoliubov)- 凡 勒 享 (Valatin) 正则 变换 
博 戈 留 博 夫 和 凡 勒 亭 各 自 独 立地 提出 了 一 种 求 能 隙 方程 
(8. 8. 12) 式 的 新 方法 。 这 种 被 称 为 xp 正则 变换 的 方法 ,在 多 体 问 
题 的 非 微 扰 方 法 中 占有 重要 地 位 。 它 的 计算 比较 方便 ,结果 简洁 明 
Ts 
作 正 则 变换 , 令 


人 ne (8. 8. 13) 


ak Wd ry 十 viait 
式 中 ,变换 系数 us 和 vi 是 实数 ,满足 关系 式 


Ui Wes Ve OO VU 


为 了 保证 变换 后 的 算 符 a ,aw 仍然 满足 费 米 子 的 反对 易 关 系 , 以 
保证 体系 仍 由 费 米 子 组 成 ,由 (8. 8.13) 式 得 


zz 十 只 一 1 (8. 8. 14) 
这 正 是 (8. 8.5) 式 。(8. 8.13) 式 的 反 变 换 是 
全 一 Wiako 十 Vaan 


十 
CQ 一 UpQkL 一 WCGKO 


(8. 8. 15) 
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将 (8. 8. 15) 式 代 入 (8. 8. 6) 式 , 得 


Hacs = Eo Ho+ H+H, (8.8.16) 
Eo = 2 De — BH DVwurveuo (8. 8. 17) 
天 此 到 


Ho = Se 一 vi) 十 ee DV wuro, | 
k py 


X (atba 十 Atian) (8.8. 18) 
Hi 二 S| 2e Cur = 万 Ci SS vt) Vwurve | 
大 
x (oat 十 ataauo) (8. 8. 19) 
H, = H,(aaaa 十 …) (8. 8. 20) 


怒 : 中 只 含 多 于 两 个 “ 算 符 乘积 的 项 。 在 准 粒 子 “ 表 象 中 ,如 果 略 去 
高 级 项 恕 ;, 并 选择 适当 的 ,vi 使 昌 ! = 0, 显 然 这 时 的 五 。 代 表 基 
态 能 量 ,HH, 中 (aioawo 十 oom) 前 面 的 系数 表示 准 粒子 元 激发 谱 。 
因为 在 这 种 情况 下 ,哈密 顿 量 已 经 对 角 化 .已 ; = 0 的 条 件 是 


ZeCRusvi 一 方 (要 一 0 DVwuv 一 0 (8.8.21) 
A 
(8. 8. 21) 称 为 补偿 方程 。 令 
丰润 证 Yuwwrr (8. 8. 22) 


联 立 (8. 8. 21) 式 和 正则 条 件 (8. 8. 5) 式 , 我 们 马上 得 出 (8. 8. 10 一 
12) 式 , 这 说 明 , 博 龙 留 博 夫 ww,v 正则 变换 与 BCS 变 分 法 等 价 。 
将 (8. 8. 10、22) 代入 (8. 8.18) 式 , 得 


Ho = > VE 十 MER) Gaba 十 ation) 
天 


= DEi(atow 十 otian) (8. 8. 23) 
更 


因此 ,Ei 表示 元 激发 谱 。 这 样 , 电 子 的 单 粒子 谱 从 正常 状态 的 eC&) 
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经 u,v 变换 后 变 成 超 导 状 态 下 的 准 粒 子 谱 Ei, 由 (8.8.11) 式 可 
见 ,E; 和 elk) 的 不 同 在 于 Ei 的 表达 式 中 含有 Ai。 

为 决定 4; ,必须 求解 能 隙 方程 (8. 8. 12) 式 。(8. 8.12) 式 显 然 
有 平庸 解 A = 0. 由 (8. 8. 22) 式 , 这 时 相当 于 ws 二 0, 解 为 


2gk2 


知 e) 一 7 一 />0 一 1 一 0 (8. 8. 24) 
212 
或 e(k) 一 “人 — 4 过 0,u = 0,v = 1 (8. 8. 25) 


这 个 解 的 物理 意义 是 ,在 费 米 球 外 ,el(k) > 0,au = Cr+ yc 一 
a_xjy, 即 wo 和 oa 是 在 态 候 个) 和 (一 &Ay ) 中 潭 灭 费 米子 的 算 符 。 被 
潭 灭 的 费 米子 是 一 对 库 柏 对 .在 费 米 球 内 ,e(k) 二 0,aio 一 一 aey， 
aa 一 ai ,ao 和 on 是 在 态 ( 一 ky ) 和 (人 ) 中 产生 费 米 子 的 算 符 。 
在 这 种 情况 下 ,a 粒子 和 a 粒子 的 作用 相同 .u,v 变换 是 个 平庸 的 
变换 ,或 者 说 ,这 时 相当 于 不 作 xp 变换 .因此 ,这 时 的 解 对 应 于 正 
常态 解 。 

现在 来 求 (8. 8. 12) 式 中 心 夭 0 的 非 平 庸 解 。 由 于 (8. 8. 12) 式 
是 个 积分 方程 ,因此 求解 比较 困难 .BCS 认为 ,在 A 远大 于 能 级 间 
隔 时 , (8. 8. 12) 式 的 求 和 可 以 变 成 积分 , 即 


一 车 |a%x (8. 8. 26) 
k 


其 次 ,由 于 库 柏 对 只 在 费 米 面 附 近 形 成 ,(8. 8. 12) 式 中 对 大 的 求 
和 可 以 仅 限于 从 &。 一 g 到 &, 十 9g 的 范围 内 进行 ,hg 是 声 子 的 动量 ， 
&o 是 费 米 动量 。 在 和 一 9 到 A 十 4 这 个 小 范围 中 ,Yuw 可 以 近似 看 
成 一 个 常数 了 ,而 且 (8. 8. 12) 式 可 近似 写成 


V 1 
1 te 0 (8, 8. 27) 
202 > MY 人 十 E2(R) 
又 因 当 有 很 接近 于 &e 时 ， 


504 


2 (Rk? 一 2) 亡 。2(& 一 Ao)Ro hkolk 一 ko) 
2m 2m 2m 
(8. 8. 28) 
dik 人 4xkidk (8. 8. 29) 


e(&) = 


(8. 8. 27) 式 可 以 化 为 


2 rg 2 2 一 1/2 
"RA EE 这 [区 | dé (8. 8. 30) 
772 


= | 
式 中 , 一 一,(8. 8. 30) 式 的 积分 可 以 直接 积 出 ,最 后 得 


了 2 2kog eo 


mm 1] epr (8. 8. 31) 
2 2 

D= 2 (8. 8. 32) 
0 


由 (8. 8. 31) 式 可 见 , 表 征 正 常态 e() 和 超 导 态 的 Ei 之 间 区 别 的 
量 4 不 为 0.A 称 为 能 峭 。 注 意 当 相互 作用 站 一 0 时 ,Ase 一 
0, 但 4 不 能 展开 为 了 的 者 级 数 , 因 此 超 导 解 不 能 通过 微 扰 求 得 。 它 
只 能 通过 变 分 法 ,u,v 正则 变换 ,或 者 在 运动 方程 中 引进 正常 和 反 
常 配对 近似 给 出 。 

超 导 基 态 的 能 量 可 通过 将 (8. 8. 10) 式 代 入 (8. 8. 17) 式 给 出 。 
结果 是 


(k) 1 A 


Ve (RE) 十 作 


(8. 8. 33) 
当 A = 二 0 时 ,上 式 给 出 正常 态 的 基态 能 量 
Es = Bye)| 1 一 让 (8. 8. 34) 


kk 


* 有 兴趣 的 读者 , 例如 可 参阅 ;R.K.Su,S、D.Yang，T.T.S.Kuo，Phys、Rev、 
C35(1987)1539,R. K. Su, F.M. Lin, Phys. Rev. C39(1989)2438, R. K. Su, Z.X. 
Qian, Phys. Rev. C46(1992)1528 
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比较 (8. 8. 33) 和 (8. 8. 34) 式 可 见 ,E。 一 五 六 过 0, 即 超 导 基 态 比 
正常 基态 能 量 低 , 超 导 态 是 稳定 态 。 
问题 1 试 利用 解 能 隙 方程 同样 的 方法 ,证 明 


8E, = E, — EW cc 一 4 


即 超 导 基 态 与 正常 基态 能 量 差 与 人 成 正比 , 负 号 表示 超 导 基 态 能 
量 低 于 正常 态 的 基态 能 量 。 


3 8.9 ” 超 流 理论 和 博 戈 留 博 夫 
近似 二 次 量子 化 方法 


毛 有 两 种 同位 素 。.He’ 和 He'.He 是 费 米 子 ,He' 是 玻 色 子 .在 
液态 的 He* 中 分 为 He 1 和 He 两 个 相 .He I 的 性 质 和 一 般 液体 
相同 ,He 1 却 具有 许多 与 寻常 液体 不 同 的 反常 特性 ,在 T= 
2. 18K 处 ,发 生 从 He I 相 到 He II 相 的 相 变 .在 相 变 点 思 处 ,无 相 
变 潜 热 ,但 比 热 有 不 连续 的 跳跃 , 比 热 曲 线 呈 4 状 ,因此 也 称 为 4 相 

1938 年 , 卡 比 查 等 人 发 现 , 如 果 让 液 He I 流 过 一 个 直径 约 为 
10 cm 至 10 “cm 的 毛细 管 ,在 流速 小 于 某 一 个 临界 速度 ww 时 ， 
He I 在 流动 过 程 中 不 出 现 粘 沾 性 , 粘 河 系数 近似 为 零 .这 种 现象 
称 为 超 流动 性 .另外 ,实验 还 发 现 , 处 在 超 流 态 下 的 液 He I , 它 的 
热传导 系数 差不多 等 于 无 限 大 ,具有 超 热 导 性 。 

为 了 解释 He I 的 超 流 动 性 , 朗 道 提出 了 超 流 理论 ," 朗 道 证 
明 ,要 解释 超 流动 性 ,元 激发 的 能 谱 必 须 具 有 如 下 形式 : 


| 二 wp 在 上 一 0 的 低 动量 区 


3 2 《8. 9. 1) 
e(p) 二 4 十 亿 寺 名 在 高 动量 区 


* 阴道 理论 的 详细 介绍 可 参阅 : 苏 汝 尔 : 统 计 物 理学 ,复旦 大 学 出 版 社 ,1990 年 版 ， 
第 321 页 。 
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在 低 动量 区 中 的 元 激发 谱 是 声 子 谱 ; 能 量 和 动量 成 正比 ,比例 条 交 
n 称 为 声速 , 声 子 是 孩 色 子 , 服 从 玻 包 - 爱 因 斯 坦 分 布 .在 澡 动 景区 
的 能 谱 称 为 转子 谱 ， 

应 该 指出 , 朗 道理 论 只 是 一 种 唯 象 的 理论 .为 了 从 量子 力学 的 
第 一 性 原理 出 发 讨论 超 流 理论 , 博 姜 留 博 夫 提 出 了 近似 二 次 量子 
化 方法 ,成 功 地 解释 了 声 子 谱 , 并 求 出 了 声速 v。 

在 粒子 数 表象 中 , 玻 色 体系 的 哈密 顿 算 符 是 


1 
H= > esata 2 交 Ba a ng 
a 


户 十 22 一 向 +p 


(8. 9. 2) 


在 了 二 0K 时 ,如 果 没 有 相互 作用 ,由 于 玻 色 子 不 受 泡 利 原 理 
约束 ,而 且 体 系 要 达到 稳定 态 时 必须 能 量 最 低 , 因 此 ,必然 出 现 玻 
色 凝 结 , 所 有 粒子 都 凝聚 在 最 低能 级 , 即 基 态 . 于 是 有 


N= No, N,= 0(p #0) (8. 9. 3) 


在 弱 相 互 作用 时 ,上 式 仍 然 近似 成 立 。 在 粒子 数 表 象 中 , 算 符 ai a。 
的 本 征 值 是 No. 由 va。 与 ar 的 对 易 子 


[ao,azt | = awd 一 aa 一 1 《8. 9. 4) 
及 
aoar 一 和 十 1 (8. 9. 5) 
ad ao 一 No (8. 9. 6) 
以 及 NN = No 之 1 ,我们 得 出 
doad A dt ao (8. 9.7) 


即 zs 和 as 对 易 ,ao。 和 as 可 以 看 成 一 个 普通 的 数 而 不 是 算 符 , 近 似 
地 可 以 认为 


ao 一 di 一 VAN (8. 9. 8) 


”507 


除 a。 和 at 外 ,(8. 9. 2) 式 中 其 他 所 有 动量 不 等 于 零 的 ws 仍然 是 算 
符 . 将 玻 色 和 工 符 中 的 ao,at 近似 看 成 是 数 ,其 他 a,Cp 关 0) 仍然 看 
成 算 符 的 处 理 方法 称 为 近似 二 次 量子 化 方法 。 
为 了 明确 地 表现 哈密 顿 算 符 中 各 项 的 数量 级 关系 ,引入 变换 ， 
V NS ， 二 +b (8. 9.9)” 
oa 和 5, 都 是 玻 色 算 符 .经 过 这 一 变换 后 ,6。 和 5, 都 具有 相同 的 数 
量 级 . 它 不 同 于 c 和 was 是 个 正比 于 VN 的 大 量 ,a, 则 是 小 量 ， 
满足 


>iatar = N—N, (8. 9. 10) 


pz0 


将 变换 (8. 9. 9) 式 代 入 (8. 9.2) 式 , 得 
MN? 入 ， 人 
有 00 村 之 (好 0 7 VP) 
p: No 7 
十 本 十 Vp) bi6, + H (Ot b+ 66 + …) 
> 0 | Se 
(8. 9. 11) 


在 (8. 9.11) 式 中 ,人 2 是 体系 的 体积 ,V (p) 是 弱 相 互 作 用 ,可 以 看 成 
微 扰 .No 是 零 动量 态 即 基态 的 占有 数 , 它 近似 等 于 入 ,是 个 大 量 。 


HH 是 不 含 N。 的 微 拢 项 ,与 (8. 9. 11) 式 其 他 各 项 相 比 ,是 个 小 量 ， 
可 以 略 去 。 于 是 近似 有 
H~ 站 ro + DV py or 6, 十 0) 


p” No + 
下 二 十 一 V(p) |px 0 (8. 9. 12) 
[人 E+ 


* 变换 (8. 9. 9) 式 对 讨论 孤子 体系 也 有 很 大 的 作用 .有 兴趣 的 读者 可 参阅 .R、K、 
Su,P.Z.Bi and G、 了 Ni,Jour of Phys. A16(1983) 2445,R.K.Su and X.G.Gu, Jour. 
of Phys. A19(1986) 2891,R.K.Su and Z .Hu, Phys Lett A141(1989) 420 
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(8. 9. 12) 式 是 个 算 符 4 的 二 次 型 的 哈密 顿 量 。 博 戈 留 博 夫 引进 x.” 
变换 使 它 对 角 化 , 令 

bs = uyas + voory (8. 9. 13) 
ws,vs 是 实 的 变换 系数 ,as ,at+。 是 玻 色 算 符 .为 了 保证 w 满足 玻 色 
子 的 对 易 关 系 


[assat ] = py (8. 9. 14) 
必然 有 
22 一 v2 一 (8. 9. 15) 
将 (8. 9. 13) 式 代 入 (8. 9. 12) 式 后 ,得 
H=U+H, (8. 9. 16) 
U = BV (0) 去 SE + Vp) | 天 之 人 VCP)uvrs 
(8. 9. 17) 
H; = [大 十 PV) | 千 动 直 夺 Vp)2us0 et a 
5 
2 + PV es + SH 5 十 罗 ) | 
X (at at, 十 aza_y) (8. 9. 18) 


显然 ,如 果 在 (8. 9.18) 式 中 ,将 (atat, 十 a,a_,) 项 前 面 的 系数 选 
为 零 ,以 决定 wu, 和 wv,, 则 (8. 9.18) 式 对 角 化 ,因此 , 取 


€,2upvp 十 Colus 二 v2) 二 0 (8. 9. 19) 
三 嫌 
6 所 十 本 Ye) (8. 9. 20) 
N 
C, = BY (2) (8. 9. 21) 
得 
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£ 
中 
UP (8. 9. 23) 
联 立 (8.9. 15) 式 和 (8. 9. 19) 式 , 解 出 u, 和 vw, ,结果 是 
é 
2 ] | 1 十 一 一 渤 
Us = -一 (8. 9. 24) 
站 
é 
ee 一 -| (8. 9. 25) 
6 pj 


将 ws,vs 的 表示 式 代 入 (8. 9.17) 式 后 ,可 以 求 出 基态 能 量 上 .将 
wpsv 的 表示 式 代入 (8. 9. 23) 式 后 ,可 以 求 出 w 的 元 激发 谱 。 结 果 


是 
E,= MV&—C: 
[大 a Vp) — [vp]} 
一 专 | 十 2 Vp) | (8. 9. 26) 
在 之 一 0 的 低 动 量 极限 下 
E,Np V 人 57(O) 一 up (8. 9. 27 ) 
了 全 5V(0) (8. 9. 28) 


(8. 9. 27) 式 给 出 的 正 是 声 子 谱 , 而 且 声 速 由 (8. 9. 28) 式 给 出 。 这 
样 , 博 戈 留 博 夫 就 解释 了 朗 道理 论 中 的 声 子 谱 问 题 。 
至 于 高 动量 区 的 转子 谱 , 解释 起 来 比较 困难 ,需要 考虑 一 些 其 
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他 因素 和 高 级 近似 。 这 里 就 不 准备 讨论 了 。 
最 后 , 再 探讨 一 下 变换 (8. 9. 9) 式 的 物理 实质 .对 于 零 动量 
态 ,(8. 9. 9) 式 变 为 


Qo 一 VAN 十 po (8. 9. 29 ) 


记 a。 粒子 的 真空 态 为 10), 有 
ao|0) 一 0 (8. 9. 30) 


由 (8. 9. 29) 和 (8. 9. 30) 式 得 


BO st OS (8. 9. 31) 
(8. 9. 31) 式 表示 , 10) 是 潭 灭 算 符 的 本 征 态 , 因 此 它 是 相干 态 。 同 
理 , 如 果 记 6b 粒子 的 真空 态 为 | 0), 由 如 | 0》 = 0 得 


ao| 0) = VN,| 0) (8. 9. 32) 


bo 粒子 的 真空 态 也 变 成 了 a。 粒子 的 相干 态 . 因 此 变换 (8. 9. 9) 式 
是 将 真空 态 变 为 相干 态 或 者 说 是 将 相干 态 变 为 真空 态 的 变换 ,在 
非 线 性 场 论 中 ,这 种 变换 对 于 研究 真空 自发 破 缺 是 十 分 重要 的 。 


本 章 小 结 


1. 全 同 粒子 具有 不 可 区 分 性 。 描 述 全 同 粒 子 体系 的 波 范 数 具有 交换 对 称 性 。 
波 色 子 体系 的 波 函 数 是 对 称 波 函数 。 费 米子 体系 的 波 函 数 是 反对 称 波 天 
数 。 

2. 两 个 全 同 粒子 的 散射 要 考虑 两 个 全 同 粒子 体系 的 对 称 性 .对 无 极 化 的 自 
旋 为 * 的 全 同 粒子 ,微分 散射 截面 是 

xb) 一 17(0)12 十 Ar DE 

(3 

2s 十 1 

3， 对 于 分 子 , 可 以 用 玻 恩 - 奥 本 哈 默 近似 计算 它 的 波 函 数 和 转动 、 振 动 等 能 
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十 LA 六 (一 90) 十 万 (7 一 0 


~] 


级 .对 于 氢 分 子 , 也 可 以 用 海 特勤 - 伦敦 近似 计算 它 的 基态 能 量 。 


.在 粒子 数 表 象 中 ,二 次 量子 化 后 全 同 粒子 体系 的 哈密 顿 算 符 是 


1 
一 > > 7 十 “十 
H= statas 十 一 Uar Ag ara 
2 7 


对 于 费 米 体系 ,ae 和 at 是 费 米 子 的 淹 灭 和 产生 算 符 ,满足 反对 易 关 系 ; 对 
于 玻 色 体系 ,ax 和 at 是 玻 色 子 的 潭 灭 和 产生 算 符 ,满足 对 易 关 系 。 


. 险 特 利 - 福 克 近 似 是 将 粒子 之 间 的 两 体 相 互 作用 归结 为 单 粒 子 在 平均 自 


治 场 中 运动 的 近似 。 托 马 斯 - 费 米 近似 是 将 重 原子 中 的 电子 分 布 近似 看 成 
连续 分 布 的 近似 .在 多 体 问题 中 , 哈 特 利 - 福 克 近 似 是 非 常 重要 的 近似 。 


. 超 导 电 的 BCS 理论 是 一 种 非 微 扰 理 论 . 采 用 的 变 分 波 函 数 是 库 柏 对 态 型 


的 波 函 数 
$= [C+ vattati, )10) 
3 


通过 变 分 法 可 以 求 出 能 睛 方程 .这 种 变 分 法 等 价 于 博 戈 留 博 夫 - 凡 勒 亭 
zx 变换 。 


. 引入 近似 二 次 量子 化 方法 ,将 零 动量 玻 色 算 符 看 成 是 数 VN ,在 只 保留 


含 两 个 算 符 的 项 的 近似 下 ,可 以 得 出 朗 道 超 流 理论 中 的 声 子 谱 。 


习 题 


8. 1. 设 两 个 电子 在 场 U(r) == 方 hr? = 方 A(z? 十 如 十 2) 中 运动 , 若 两 电子 


之 间 的 库仑 能 比 起 UCr) 可 以 略 去 , 求 当 一 个 电子 处 在 基态 , 另 一 个 电 
子 处 在 沿 方向 运动 的 第 一 激发 态 时 ,两 个 电子 组 成 的 体系 的 波 函 数 ? 
如 果 引 入 相对 坐标 及 一 亏 (n 十 2) 和 7 一 一 2, 求 体系 波 函 数 对 RR， 
r 的 依赖 关系 。 


.2. 求 由 三 个 全 同 的 下 色 子 组 戌 的 体系 的 所 有 可 能 状态 ， 
.3. 设 两 个 自 旋 为 > 请 的 全 同 粒子 组 成 一 个 体系 , 问 体系 对 称 的 自 旋 波 函 


数 有 几 个 ?反对 称 自 旋 波 函数 有 几 个 ? 


.4. 低能 中 子 在 质子 上 的 散射 是 与 自 旋 有 关 的 .当中 子 - 质子 体系 是 自 旋 单 


态 时 的 截面 是 c 二 78 X 10-2#cm2 , 自 旋 三 重 态 时 的 截面 是 一 2 X 
512 


8. 5. 


10-%em?, 令 /1 和 fs 是 对 应 的 散射 振幅 ,用 六 和 记 表示 下 面 的 答案 ， 

Gi) 非 极 化 中 子 在 非 极 化 质子 上 散射 的 总 截面 是 多 少 ? 

Gii) 设 一 个 原先 自 旋 向 上 的 中 子 在 一 个 最 初 自 旋 向 下 的 质子 上 散射 ， 
中 子 和 质子 自 旋 反 转 的 几率 是 多 少 ? 

Gii) 氧 分 子 有 两 种 形式 :质子 总 自 旋 为 1 的 是 正 毛 , 总 自 施 为 0 的 是 伸 
氢 . 设 有 一 低能 中 子 (4y> dd 是 分 子 中 质子 的 平均 距离 ) 在 氧 分子 
上 散射 。 非 极 化 中 子 在 非 极 化 的 正 氢 和 仲 氨 上 散射 截面 之 比 是 多 
少 ? 

一 个 自 施 为 十 ,质量 为 mn, 能 量 E 一 的 粒子 与 一 个 无 限 重 的 自 施 为 


去 的 靶 粒 子 散射 ,相互 作用 的 哈密 顿 量 为 
Hi=An:0— (p>0) 


其 中 wm 和 os 是 入 射 粒子 和 加 粒子 的 自 施 ,在 最 低级 陛 恩 近似 下 求 微分 
散射 截面 92 ,并 就 自 旋 初 态 求 平均 ,对 自 旋 极 化 未 春 求 和 ,将 92 表示 为 
4 和 的 函数 ， 


.6. 一 个 动量 如 ,质量 m 的 电子 被 一 个 与 自 旋 有 关 的 势 


V=e”(ABo.r) (p> 0) 


散射 ,4,B 是 常数 ,co 是 泡 利 矩阵 , 令 52 是 初 态 自 旋 一 定 而 对 所 有 末 态 
自 旋 求 和 的 微分 截面 ,下 标 i 标志 入 射电 子 的 初 态 ,i 一 人 表示 在 入 身 
方向 极 化 的 自 旋 朝 上 ,i 二 表示 自 施 朝 下 ,在 最 低级 防 因 近似 下 ,计算 


22 全 和 ?2 二 ,把 它们 表示 为 和 散射 角 0 的 函数 。 


. 质子 和 中 子 是 同位 旋 二 重 态 .用 | 十 ?和 | 一 ”分别 表示 质子 和 中 子 的 同 


位 旋 态 ,定义 下 列 算 符 


Po ee pal Ee ey 


算 符 一 计 G+ 十 2) ot 一 二 一 1_) 和 4 可 以 用 地 乘 2X2 泡 利 
和 矩阵 表示 ,它们 形成 同位 旋 空 间 的 矢量 弓 作 为 简单 模型 ,V 个 核子 处 在 
全 同 的 空间 态 时 的 哈密 顿 量 可 写成 
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8. 8. 


H= NE +C Flt CR 

其 中 ,C11Cs 是 正常 数 且 Ci > Czw4 是 第 i 个 核子 的 同位 旋 ,Q 是 以 。 

为 单位 的 总 电量 ,对 所 有 核子 对 求 和 。 

GD 证 明了 4 二 二 [TCT + DD 一 闻 N | ,是 体系 的 总 同位 旋 量子 
数 . 

di) 注意 质子 和 中 子 都 是 自 旋 为 -了 的 费 米子 , 求 两 核子 体系 的 能 量 本 
征 值 和 本 征 函 数 ?各 态 的 总 自 旋 是 多 少 ? 

Gi) 求 四 核子 体系 的 能 量 本 征 值 和 本 征 态 ; 

(iv) 求 三 核子 体系 的 能 量 本 征 值 。 

设 两 个 谐振 子 的 产生 和 肖 灭 算 符 分 别 是 oa1 和 az, 证 明 ， 

QD 7 = 二 + oo, = | ”| ,= 是 泡 利 矩阵 ) 具有 角 芭 量 算 符 的 代数 性 


质 ; 
(ii) J4= J + ,= aita d= J id)y= aiai, 


0,1,2,°* 
di) J = 全/ 一 1 3 5 进而 证 明 J* 的 本 征 什 
Sh 
是 7(I 十 1)。 
. 讨论 一 全 同 费 米子 体系 , 它 具 有 2p 个 简 并 单 粒子 态 as ,Ck 二 1,2， 
…,p), 且 具有 成 对 的 对 相互 作用 
五 一 一 C 5 Sa 


定义 费 米 淮 粒子 产生 算 符 0 一 Ag ?二 一 Q_ko 
(i) 证 明 及 可 表示 为 


S = Dot brilo [olo’) 
2 so” 2 < 


of ,0 是 go. 的 本 征 值 为 十 1 的 本 征 态 。 


Gii 证 明 准 自 施 算 符 8 的 = 分 量 的 本 征 值 为 二 ,一 去 ,0, 依 赖 于 (&， 
一 《) 态 是 被 一 对 粒子 ,一 对 空 穴 还 是 一 个 粒子 ( 破 缺 对 ) 所 点 有。 
Gii) 证 明 总 准 自 旋 算 符 > St 平方 的 本 征 值 可 用 总 准 自 旋 量子 数 
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8. 10. 


8. 11. 


WE 方 (b 一 v) 表示 ,其 中 心 是 破 缺 对 数 ， 


fiv) 推导 五 的 能 谱 公 式 
El = Fn 一 ZIC2 记 一 于 一 工 十 2) 


其 中 半 是 这 个 态 中 的 总 粒子 数 。 用 博 戈 留 博 大 变换 近似 计算 基态 避 = 
0) 上 的 能 最。 

-一 个 量子 力学 体系 ,其 哈密 顿 量 = Ho 二 V,Ho = wa’ ay 一 Muc 
十 aT a+),a 和 at 满足 对 易 关 系 [asa*] 二 1， 

(Gi 以 微 扰 论 方法 算 基态 能 量 , 淮 确 到 习 级 ， 

(ii) 用 博 臣 留 博 夫 wv 变换 5b = ua 十 za , 求 基态 能 量 的 准确 值 并 与 

(1) 的 结果 相 比 较 。 

某 费 米子 体系 的 每 个 单 粒子 能 级 都 是 二 重 简 并 的 .属于 单 粒子 能 级 
的 两 个 简 并 态 用 vy,v 标记 ,相应 的 产生 、 漂 灭 算 符 是 a ,a,,as ,as, 定 义 


St 一 a ar FOF CO) Usar 7， 一 dt+ay 十 of 


S+ (5S,) 是 在 能 级 e. 上 产生 ( 削 灭 ) 一 对 粒子 的 算 符 ,n, 是 能 级 &, 上 的 粒 
子 数 算 符 , 证 明 : 
(i) [S,,S+] = (1 — n,)6, 
fn,,S+ ] = 25.6, 
[nS,] = — 2S,6,, 
(ii) 若 体 系 由 两 个 费 米 子 组 成 ,体系 的 哈密 顿 量 是 


、 
H= > gata, + aias 一 CC a Qj dvd 
y Hy 


一 
= > ,em 一 G > Sg 
» Ld 


i a vw» rs 1 m. 


二 一 2 


[be 


试 求 双 原子 分 子 的 振动 能 谱 和 转动 能 谱 。 

8.14. 采用 莫 尔 斯 势 V 一 DG 一 ee)2, 6 一 一 作为 双 原 子 分 子 势能 的 近 
似 形式 , 试 确定 4 = 0 的 振动 能 谱 。(& 为 振动 量子 数 ) 。 

8.15. 假定 H# 分 子 中 两 质子 被 固定 ,间距 是 0.106nm, (i) 画 出 电子 沿 质子 
连 线 方向 的 势 图 ; Ci) 画 出 HB# 两 最 低能 态 的 波 函 数 ,粗略 说 明 它们 和 
氨 原 子 波 函 数 的 关系 ,说 明 哪 个 波 函数 对 应 基态 ,为 什么 ?iii) 当 两 个 
氨 原 子 分 离 无 穷 远 时 ,两 最 低 态 的 能 级 有 什么 变化 ? 


“第 九 章 路 径 积 了 4 


迄今 为 止 , 我 们 已 经 介绍 了 量子 力学 的 两 种 等 价 的 表述 形式 
一 一 波动 力学 和 矩 阵 力 学 。 在 波动 力学 中 ,量子 化 的 方案 是 通过 
将 经 典 力学 中 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 改 为 量子 力学 的 薛 定语 方 
程 , 表 征 体 系 量子 化 的 常数 一 一 普 归 克 常数 作为 系数 进入 薛 定 主 
方程 来 实现 。 在 和 矩阵 力学 中 ,量子 化 的 方案 是 通过 将 力学 量 用 算 蔡 
(给 定 表 象 后 ,用 引 阵 ) 表示 ,将 经 典 的 泊 松 括号 改写 为 量子 的 泊 
松 括 号 来 实现 ,表征 体系 量子 化 的 普度 克 常 数 出 现在 对 易 关 系 中 。 
在 本 章 中 ,我 们 将 介绍 第 三 种 量子 化 的 方案 一 一 狄 拉克 和 费 曼 的 
路 径 积 分 方法 。 这 种 方案 的 出 发 点 和 引入 量子 化 的 方式 都 与 前 两 
种 方案 不 同 。 它 把 在 经 典 力学 中 一 个 粒子 从 某 一 个 状态 出 发 ,经 过 
一 个 确定 的 轨道 或 者 说 某 一 条 确定 的 路 径 到 达 另 一 个 状态 的 概 
念 ,推广 为 可 以 经 过 无 数 个 轨道 ,或 者 说 无 数 条 路 径 才 到 达 另 一 个 
状态 。 各 个 轨道 各 以 一 定 的 几率 出 现 。 经 常 有 人 说 ,经 典 力 学 中 有 
轨道 的 概念 ,量子 力学 中 没有 轨道 , 玻 尔 量子 论 中 的 轨道 只 是 量子 
力学 中 几率 最 大 的 地 方 。 严 格 说 来 ,这 名 话 应 该 理解 为 :量子 力学 
中 也 可 以 有 “轨道 ”， 不 过 是 无 穷 根 轨道 ,不 同 轨道 有 不 同 的 几率 。 
一 个 粒子 从 确定 的 初 态 出 发 ， 可 以 以 各 种 不 同 的 几率 御 各 个 不 同 
的 可 能 轨道 到 达 末 态 。 无穷“ 多 ”轨道 实际 上 就 相当 于 “无 ”轨道 。 
各 种 可 能 的 轨道 各 有 不 同 的 几率 ， 就 意味 着 一 般 说 来 没有 几率 等 
于 1 的 确定 的 轨道 ,也 可 以 说 ,如 果 只 有 一 个 轨道 出 现 的 几率 为 1， 
其 他 所 有 的 轨道 的 几率 均 为 震 。 那 就 回 到 了 经 典 力 学 。 本 章 将 遵 纺 
可 以 有 无 穷 多 个 各 以 一 定 几 率 出 现 的 轨道 的 思路 建立 量子 力学 ， 
这 就 是 路 径 积 分 。 可 以 证 明 ,路 径 积 分 方法 "波动 力学 .矩阵 力学 
完全 等 至。 用 路 径 积分 的 方案 也 可 以 建立 薛 定 请 方程 事实 上 ,在 
理论 物理 的 许多 领域 中 ,比如 规范 场 ,特别 是 非 阿 贝尔 规范 场 的 量 
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子 化 ,量子 引力 理论 等 等 ,路 径 积 分 的 量子 化 方案 直至 比 正则 量子 
化 更 方便 ,也 更 经 常 被 及 用 。 


3 9.1 经 典 作 用 量 和 量子 力学 振幅 


在 经 典 力学 中 ,粒子 的 运动 沿 着 确定 的 轨道 进行 。 在 量子 力学 
中 , 粒子 的 运动 状态 用 量子 态 描述 .给 定 表象 后 ,量子 态 可 以 用 波 
荫 数 ,例如 ylx,t) 表示 .ylx,z) 表示 在 i 时刻, 粒子 出 现在 x 处 的 
几率 密度 振幅 ,在 下 -- 个 时 刻 , 随 着 波 函 数 的 变化 ,粒子 又 以 另外 
的 几率 出 现在 空间 的 不 同 地 点 .因此 ,在 量子 力学 中 ,一 般 说 来 , 粒 
子 并 非 沿 着 一 个 确定 的 轨道 运动 .而 是 每 个 轨道 都 有 可 能 出 现 , 都 
有 一 定 的 几率 振幅 。 

为 方便 起 见 , 以 一 维 的 情况 为 例 。 在 经 典 力学 中 ,一 个 粒子 ,在 
初始 时 刻 志 , 从 zs 点 出 发 ,最 后 在 ,时 刻 到 达 z 点 。 以 后 ,为 简便 起 

见 , 记 粒子 从 a 到 5 的 运动 路 径 为 Xz), 有 自 zz(t,) 二 x, ,X(t,) 二 zs， 

在 量子 力学 中 ,因为 有 各 个 不 同 的 可 能 的 轨道 ,每 个 不 同 的 轨道 又 
有 不 同 的 几率 振幅 ,因此 可 以 认为 ,存在 一 个 “ 核 ” 函数 (6,a)， 
它 表征 从 点 a 到 点 6 的 几率 振幅 。 它 是 从 端点 a 到 4 的 一 切 可 能 的 
轨道 的 贡献 之 和 。 注意 ,这 种 情况 和 经 典 力学 完全 不 同 ,经 典 力学 
只 有 一 条 特殊 的 路 径 , 即 经 典 轨 道 , 以 z(z) 表示 。 量 子 力学 可 以 有 
各 种 不 同 的 x()。 

1. 经 典 作用 量 

在 研究 各 种 不 同 的 路 径 z(z) 以 及 它们 的 贡献 之 前 , 先 回忆 一 
下 经 典 力学 中 的 各 种 表述 ,在 经 典 力学 中 ,经 典 轨道 (2) 可 由 最 
小 作用 量 原理 给 出 。 经 典 作用 量 是 


S 一 | caszpd (9.1.1) 


二 是 体系 的 拉 格 朗 日 密度 ,满足 


天 二 2 — V(r) (9. 1.2) 
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第 二 个 例子 是 线性 谐振 子 , 拉 格 朗 日 密度 是 
L(z,X,t) = 5 一 wz’) 


由 运动 方程 (9. 1. 8) 式 得 
m( 之 十 wx) 二 0 
(9.1. 11) 式 的 解 是 
T= Acoswt 十 Bsinwt 

由 边界 条 件 x(ts) = zxs, x(ts) = zs 得 

Xs 一 Acoswt, + Bsinet, 

Xs 一 Acoswt, + Bsinwt, 
联 立 (9.1.13),(9.1. 14) 式 , 解 出 4 和 B, 结 果 是 


Xasinwt, 一 xesinwt, 


A= 


sinwT 
B= (TaCcOswts 一 XscOsSwt,) 
sinwT 
Tt,—t, 


(9., 


(9. 


(9., 


(9. 


(9. 


(9. 


将 (9. 1.12),(9.1.15) 和 (9.1.16) 式 代 入 (9. 1.10) 式 , 得 


mv? 
J p= (4 一 B’)cos2wt — 2ABsin2wt | (9. 


最 后 得 出 


Se | = ed 十 ZX2)coswT 一 2x,7xs 


2sinwT 


2. 量子 力学 振幅 


(9. 


. 10) 


.11) 


. 12) 


3) 


.14) 


.15) 


.16) 


.17) 


.18) 


. 19) 


现在 将 这 些 结果 推广 到 量子 力学 .量子 力学 与 经 典 力学 的 不 
同 在 于 :一 是 不 仅 只 有 一 条 路 径 对 从 a 到 4 的 运动 有 贡献 ,而 是 所 
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有 路 径 都 有 贡献 ;二 是 所 有 的 路 径 对 几率 振幅 的 贡献 ,就 模 而 言 是 
相同 的 ,但 不 同 的 路 径 贡献 的 位 相 不 同 ;三 是 每 条 路 径 所 贡献 的 位 
相 与 SLz(i)]/ 关 成 正比 ,其 中 SLzGD) ee 
量 . 总 起 来 说 就 是 :路 径 积分 量子 化 的 方案 假定 从 时 刻 六 ,给 定点 
Zs 跃迁 到 时 刻 ,给 定点 zx 的 几率 PC6,a) 可 写成 


P(,a) =|KGG,0)’| = |>$tz()]|” (9.1.20) 


求 和 对 从 a 到 6 的 所 有 路 径 进 行 .而 且 


一 SF] 


$[x(t)] = const 。e” (9. 1. 21) 


式 中 SLzx()] 是 路 径 xz(z) 所 对 应 的 作用 量 。 (9. 1.21) 式 中 的 常 
数 , 可 由 天 (,a) 的 归 一 条 件 给 出 

下 面 对 路 径 积 分 的 量子 化 方案 作 一 些 说 明 ， 

(1) 在 路 径 积 分 的 量子 化 方案 中 , 普 朗 克 常 数 是 作为 位 相 因 
子 的 一 部 分 出 现 的 。 在 (9.1. 20) 和 (9. 1. 21) 式 中 , 除 声 外 ,其 他 所 
有 的 量 都 是 经 典 的 量 .5 的 被 积 函 数 中 的 乙 (z,zt) 中 的 工 , 也 是 个 
经 典 的 速度 ,而 不 是 算 符 ,注意 5 一 | Zdt 的 量 网 是 能 量 . 时 间 ,与 
大 的 量 纲 相 同 , (9. 1. 21) 式 中 指数 上 是 无 量 纲 的 。 由 于 所 有 路 径 对 
KK 必 ,a) 的 贡献 ,在 模 上 相同 ,但 位 相 不 同 ,而 相干 来 自 位 相 , 因 而 
(9.1. 20) 式 中 的 P(,a) 包含 了 各 个 路 径 的 相干 的 贡献 。 

(i) 熟知 , 当 太 -> 0 时 ,量子 力学 过 渡 到 经 典 力学 。 经 典 极 限 相 
当 于 刻 是 个 小 量 , 或 者 说 ,S/ 友 今 1, 由 


es 一 coOsSS/ 太 十 isinS/ 廊 (9.1. 22) 
这 时 相当 于 角度 S/ 坟 很 大 的 情况 .如 果 将 路 径 作 一 个 小 变化 , 令 
0 OR 35 ,但 在 经 典 极限 下 ,因为 
一 0, 害 仍然 是 个 大 量 ,cos| 守 | 和 sin| 竺 | 仍然 是 个 在 一 1 和 


十 1 之 间 振 落得 很 快 的 量 , 它 的 总 的 贡献 必然 为 零 。 因 为 如 果 一 条 
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路 径 对 天 (ba) 的 贡献 为 正 , 一 定 可 以 在 足够 近 的 邻 域 ,在 经 典 意 

义 下 找到 另 一 条 贡献 为 负 的 路 径 ,使 求 和 后 总 的 效果 相互 抵消 。 只 
有 对 经 典 轨道 (1) ,由 于 S[z()] 极 小 ,56S[z()] 一 0, 与 六 一 0 同 
数量 级 ,不 能 找到 另 一 条 路 径 把 它 的 贡献 消去 .这 时 


K(b,a) 一 const 。 er (9. 1. 23) 
而 $. = SLz(2)] 是 经 典 轨道 对 应 的 作用 量 ， 
(iii) 但 是 ,应 该 指出 ,作用 量 S 对 两 个 端点 zs 和 z。 的 依赖 很 
大 。 修 改 端点 a 和 22, 会 大 大 改变 $ 的 数值 ,从 而 改变 谍 zG)] 及 核 
K 的 值 。 


$9.2 路 径 积 


本 节 将 讨论 路 径 积 分 的 具体 计算 方法 .公式 


SIz(OD)] 


K(b,a) = > gr) = Dyconst*e (9. 2. 1) 


中 的 求 和 ,对 所 有 可 能 的 路 径 进 行 .而 变量 x 又 是 上 的 函数 ,因此 ， 
(9. 2. 1) 式 实际 上 是 个 泛 函 积分 :积分 的 自 变量 不 是 一 个 参数 而 
是 一 个 函数 .为 了 计算 (9. 2. 1) 式 的 泛 函 积分 ,我 们 先 回 忆 一 下 高 


等 数学 中 一 般 的 黎 曼 积分 的 计算 ,通常 ,对 于 积分 4 = | f(z)dz， 
在 计算 时 ,将 区 间 [a,65j 分 成 入 等 分 , 令 Ne = zs 一 工 , 则 


4 一 lime 2)f (x.) 一 | Aceedz (9. 2. 2) 


现在 的 不 同 在 于 ,zx 不 是 个 参数 ,而 是 i 的 函数 ,遵循 普通 积分 的 思 
路 ,我们 将 独立 变数 上 分 成 N 等 分 .如 图 9. 2.1, 令 
Ne = tp 
< 一 + 一直 
(9. 2. 3) 
to 二 =tu», ty= 


Xo 一 ay TN Xs 
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er 


CE 
A 
| > 一 
ee A 


图 9.2.1 x 与 1 的 鸳 数 关系 
在 t-x 图 中 ,显然 有 


"= fi_1 


， ti 人 1 
i; TT 万 一 1 


X(t) 一 -1 十 (Xi Xi_1) 
(9. 2. 4) 
固定 一 个 t;, 对 于 一 条 固定 的 路 径 , 对 应 一 | 2io 对 于 不 同 的 路 径 ， 
相当 于 z; 取 不 同 的 数值 ,或 者 说 ,对 于 不 同 的 路 径 ,同一 个 去 将 对 
应 一 组 不 同 的 X19°"* 9 TN-1 值 。 注 意 Xo ayN 一 Zz 是 两 端的 固定 
点 。 因 此 取 值 只 能 从 zi 到 zw-_1。 对 所 有 不 同 的 路 径 作 积 分 ,就 等 于 
对 各 种 不 同 的 T19"* 9 TN]1 的 所 有 可 能 取 值 求 和 ， 然后 让 区 加 
ee 一 0, 有 即 
K(b,a) = limK* (6,a) 

一 lim |……| 虹 rc?Jar dzw 

= lim 下 je a Ss, Pm! (9, 2.5) 


(9. 2. 5) 式 是 (9. 2. 2) 式 的 直接 推广 ,但 由 于 当 e 一 0 时 ,这 个 极限 
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不 一 定 严格 存在 ,因此 在 积分 时 加 上 了 一 个 归 一 因子 4,4 依赖 于 
困难 .但 对 一 维 自由 粒子 情况 ,以 后 将 证 明 


z A= | C9. 2. 6) 
nt 
以 后 为 书写 方便 起 见 , 将 (9. 2. 5) 式 写成 
6 二 S[b,a] 
KCbya) =|e Pr) (9. 2. 7) 
的 泛 承 积分 形式 。 式 中 
CE | Lz dd (9. 2. 8) 


在 进一步 讨论 量子 力学 的 路 径 积分 表述 之 前 ,我 们 先 研 究 一 
下 (9.2.7) 式 的 玉 (6,a) 的 一 些 性 质 。 

1. 相 邻 事件 的 泛 函 积分 

在 时 间 上 相 令 的 两 个 事件 ,积分 KK(2,a) 满足 简单 的 规律 . 设 
上 是 在 志和 所 之 间 的 某 一 个 时 刻 , 由 (9. 2. 8) 式 得 


Sib,a] = S[6,c]+ SLe,al 
因此 


ESTb,cJ+ SCe,e] 


a 上 Dzt) (9. 2. 9) 


由 于 总 可 以 将 任何 积分 路 径 分 成 两 部 分 : 一 部 分 起 始点 在 zx,, 而 
终点 在 zx. 二 X(t.), 第 二 部 分 起 点 在 ,而 终点 在 zs。( 图 9. 2. 2) 因 
此 从 a 到 6 的 积分 可 以 分 解 为 从 a 到 c 的 所 有 路 径 积 分 ,然后 再 从 
c 到 2 的 所 有 路 径 积分 ,而 且 由 于 在 大 时 刻 , 对 于 不 同 路 径 ,z 既 可 
取 值 x.《( 即 在 c 点 ), 也 可 以 取 与 z 轴 平行 的 t 线 上 任何 一 点 的 值 ， 
因此 ,还 要 对 所 有 可 能 的 zx 值 积 分 .于 是 得 


bp Lstb,c] 
K(b,a) = | |e’ K(c,a)Drdr., 


524 


一 | 天 (bc) 天 (cya)dz。 《9. 2 0) 


9. 2.2 a-c-b 路 径 积 分 


现在 对 (9. 2. 10) 式 作 进 一 步 推广 。, 若 在 [a ,bj] 区间 中 选 两 点 < 
和 4d, 令 过 tt 过 二; 则 依次 用 (9. 2. 10) 式 后 得 


K(b,a) | | 天 (CE 天 (ac) 开 (cya)dzdz (9.2.11) 


同 理 ,如 果 将 区 间 [a,5j 分 成 和 N 段 ,有 
K(6,a) | | | KGN— DEN LN 2)... 
KG 1,71)%K(1 ,a)dzrdzr,drn.) (9.2. 12) 


其 中 (i 十 1,2) 由 于 点 i 和 和 点 i 十 1 可 以 选 得 足够 接近 ,因此 可 写 
成 


Lsrit+1,i] 二 [rd 
天 全 二 下 | i Be Dx 


ie 也 


二 二 下 
= 六 | DX 


| 
人 EXP 这 | 
(9. 2. 13) 
比较 .9. 2. 12) 和 (9. 2. 5) 式 得 
N—1 
gz) = lim TlKG++ 1,2) (9. 2. 14) 
Ee-*0 0 


2. 路径 积分 方法 对 自由 粒子 的 应 用 


现在 来 计算 自由 粒子 的 核 函 数 天 (0,a)。 玉 (za) 又 称 为 费 曼 
振幅 , 它 可 以 直接 用 (9. 2. 5) 式 来 计算 。 


对 于 自由 粒子 忆 = 


ts N 4 ， 2 
S50] = 于 de = > 人 | 和 二] dt 


=1v 01 一 ti1 


> 
TN 
一 > De KT ZX;_1) 
将 (9. 2.15) 式 代 入 天 (ba) 的 表示 式 (9. 2.5) 式 , 并 用 (9. 2. 6) 式 
得 
KD,a) = lim |-… [exp 二 全 


a 2 —N/2 
xX Sz 和 zi dendzy-t| a ] 
i=1 


(9. 2. 15) 


(9. 2. 16) 
直接 积分 得 
全 太 
区 人 a JeXpb 2 [rs 一 Ti) 十 (Zi 3 0 
廊 。 一 172 3 
| 红 2 全 xp | REDE (2 cu zo) | (9. 2 17) 


阁 上 式 条 上 | 2 


exp | 2 Cz zo) | 再 对 z; 积分 后 得 
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2 万。3E 
772 


/2 mi 
exp | 了 (Xx; 一 zo)? | (9.2.18) 


重复 上 述 计算 ,一 直到 对 zw-: 积分 后 ,有 


2rl 万 。 和 人 NeE 
mm 


一 172 | ev | 
exp | 一 一 一 一 一 一 一 


NM 
Ko (b,a) es | 9 Ne 


(9. 2. 19) 
由 于 Ne = 6 一 ,将 (9.2.19) 式 代入 (9. 2.16) 式 后 ,得 


1 一 —1/2 : Ss > 
K(6,a) = | exp| Tes Ze | 


m 2 (ts, — t) 
(9.2. 20) 


利用 自由 粒子 的 经 典 作 用 量 Su. 的 表示 式 (9. 1.9) 式 , 可 将 上 式 写 
成 


2 了 (to ts) 


m 


—1/2 和 
ed | | exp Su (9.2.21) 


(9. 2. 21) 式 表明 ,对 于 自由 粒子 情况 ,量子 力学 虽然 有 无 穷 多 个 
路 径 从 a 到 20, 但 它 的 结果 和 经 典 力 学 只 有 一 个 路 径 时 ,相应 的 指 
数 函 数 上 的 位 相 相 同 , 不 同 的 只 在 于 多 了 一 个 归 一 因子 


[ 守 各 一 二 | “但 是 这 个 归 一 因子 十 分 重要 , 它 决定 了 粒子 
出 现 的 几率 ,为 说 明 这 个 问题 ,我 们 把 (9.2.21) 式 中 的 5 点 和 a 点 
明显 地 标 出 来 ， 


mm 


1/2 i 
| exp 让 >4 (9. 2. 22) 


K (zsstosTasts) 一 L 
因此 ,粒子 到 达 & 点 的 几率 P(8) 是 


= 2 = RE 
PCO)dzx = |K(z, ts; rasta) dz pT ryd7 


(9. 2. 23) 


显然 ,这 只 是 个 相对 几率 ,这 个 几率 只 与 (i 一 tf) 有关, 而 与 x 无 
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关 , 因 此 (9. 2. 23) 式 对 zx 的 积分 发 散 。 这 和 量子 力学 中 自由 粒子 对 
应 的 平面 波 在 全 空间 中 积分 发 散 , 只 能 用 箱 归 一 化 或 用 6 函数 处 
理 一 致 ,事实 上 ,在 经 典 力学 中 ,粒子 从 zs 出发, 到达 zs 一 zs 十 dz 
的 几率 必然 和 在 dz 间隔 中 速率 的 变化 dz 成 比例 .对 于 自由 粒子 ， 
有 


(9. 2. 24) 


而 量子 力学 情况 下 的 (9. 2. 23) 式 ,只 是 说 明 粒 子 出 现在 dz 中 的 几 
率 是 zc 过, 这 正 是 以 前 用 平面 波 讨论 时 熟知 的 结果 。 

3. 德 布 罗 意 关 系 

我 们 现在 来 说 明 ,由 路 径 积分 的 方法 可 以 说 明 德 布 罗 意 关系 ， 
p=Ak,e= 妈 nw, 

为 方便 起 见 , 取 a 点 为 零点 。zs = 0,ts 二 0,68 点 为 (XY,t) 点 ,由 
《9. 2. 22) 式 得 


172 
exXpP 一 一 一 


imz? 


K(xz,t,0,0) = pi 


(9. 2. 25) 


[a 
固定 时 间 t, 则 的 实 部 ReK 随 z 的 变化 如 图 9.2. 3 所 示 。 由 图 可 


ReK(z) 


9.2.3 ReKkK(x)-x 的 变化 
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见 ,ReK (z) 是 个 随 工 远离 原点 而 振 落 越 来 越 快 的 函数 .在 离 原点 
足够 远 处 ,振荡 很 快 ,两 个 相 邻 的 波 节 之 间 的 距离 近似 地 可 视 为 常 
数 . 振 幅 的 变化 行为 类 似 于 一 个 正弦 波 , 当 zx 一 + 十 4 后 , (9. 2.25) 
式 中 的 位 相应 该 改变 2x, 即 


2 2 2 
se 


2 2 t 9ht ft 2 


由 于 工 六 4,(9.2.26) 式 籽 项 可 略 去 ,于 是 得 


2x 凡 hh 
A 二 二 或 p=ik 
> 


这 正 是 德 布 罗 意 关系 式 中 的 动量 和 波长 的 关系 。 
为 了 得 出 德 布 罗 意 关 系 式 中 的 能 量 与 角 频 率 的 关系 ,我 们 在 
(9. 2. 25) 式 中 ,固定 zx, 在 图 9. 2.4 中 画 出 ReK 与 的 曲线 , 找 出 自 


Re 天 () 


9.2. 4 Rek-t 关系 
由 粒子 的 核 和 时 间 的 依赖 关系 。 从 Re 天 ~ 上 的 曲线 看 出 ,频率 和 振 
幅 都 随 上 改变 而 改变 。 假 定 上 很 大 ,并 略 去 振幅 的 变化 。 振 动 周 期 全 
是 位 相 增加 2x 所 需要 的 时 间 。 由 (9. 2. 25) 式 ,得 
529 


-一 -一 一 一 一 一 一 -~ 一- 


_ mx? mx? _ mz? 了 
人 二 2 | 1 | (9. 2. 27) 
由 于 t 污 7 了 ,w 二 2x/T,(9.2.27) 式 化 简 为 
mfzr\” Ee 
“~ 苔 | 于 | = (9. 2. 28) 
这 正 是 德 布 罗 意 关系 。 
4. 归 一 因子 A 


最 后 对 归 一 因子 4 作 些 讨论 。 在 上 述 的 计算 中 ,我们 已 经 假定 
4 满足 (9.2. 6) 式 . 现 在 来 证 明 , 对 自由 粒子 情况 ,公式 (9. 2. 6) 式 
确实 成 立 。 的 确 , 无 论 归 一 因子 4 采用 何 种 形式 ,重复 自由 粒子 的 
计算 后 ,总 可 证 实 及 (6,a) 与 exsat' 成 正比 , 即 有 


Ls [ba 
KC(ba) = NGO, — te’ (9. 2. 29) 


NU, 和 ts) 是 个 与 (t 外 ta) 有 关 的 函数 .在 区 间 [a,6] 中 取 一 点 CC, 
利用 公式 (9. 2.10) 式 ,并 取 x。 = z= 二 0 得 


t 也 


eT ey | e* a 


(9. 2. 30) 
积分 后 有 


2r hilts — £.)(t, 一 | 
m(ts — ta) 


(9.2. 31) 
《9.2.31) 式 是 个 关于 函数 NG) 的 方程 ,因为 NG 一 ts)， 


V 必 一 上 及 Ne 一 上 有 相同 的 函数 形式 ,它们 之 间 的 不 同 仅 仅 
是 宗 量 不 同 , 于 是 得 


NG —t) = Nt — tN 一 | 


5 四 一 172 
2 一 名 (9. 2. 32) 


mt 


AN — i,) = | 
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Lt 


这 正 是 (9. 2.21) 式 的 比例 常数 ,这 个 计算 表明 ,(9. 2.6) 式 给 出 的 
归 一 常数 4 是 正确 的 ,因为 用 它 算出 的 费 曼 振幅 天 ,a) 和 一 般 
讨论 给 出 的 结果 -- 致 。 


9 9.3 高 斯 积 oi 


路 径 积 分 量子 化 的 方法 虽 则 方便 易 行 ,但 费 曼 振幅 KC.a) 
的 计算 ,由 于 涉及 泛 函 积 分 ,实际 上 并 不 容易 .特别 是 归 一 常数 4 
的 计算 ,在 许多 情况 下 是 十 分 困难 的 .但 是 有 一 类 积分 , 称 为 高 斯 
积分 ,计算 起 来 并 不 困难 .这 是 一 种 在 指数 上 的 笑 次 不 高 于 二 次 的 
积 分 。 在 量子 力学 中 这 相应 于 作用 量 9 所 涉及 的 路 径 仅 限于 x (7) 
或 z() 的 宪 次 不 高 于 二 次 的 情况 。 

设 粒 子 的 拉 格 朗 日 密度 具有 如 下 形式 : 

L =a()zr dt ort er + dit el rt f 0) 

(9. 3.1) 


作用 量 S 是 在 固定 两 个 端点 后 菁 数 工 对 时 间 t 的 积分 。 谐 振子 情况 
是 (9. 3.1) 式 的 特例 ,现在 计算 费 曼 振幅 


b 1 ft 
Ky [exp[ 寺 | Lx) | 2 (9. 3. 2) 


积分 对 从 (zs,ts) 到 (zs,ts)》 的 所 有 路 径 进行 .当然 ,我 们 也 可 以 用 
上 一 节 的 办 法 ,将 积分 区 间 分 成 许多 小 段 , 由 于 (9. 3.2) 式 中 指数 
上 的 因子 是 平方 型 的 ,因而 这 个 积分 是 可 以 完成 的 .但 现在 不 用 这 

种 方法 .下 面 的 计算 能 更 清晰 地 表现 (5,a) 的 重要 特征 。 
令 元 () 是 固定 在 同样 端点 a 和 5 之 间 的 经 典 路 径 。 刀 z(t) 是 作 

用 量 S 取 极 小 值 的 路 径 , 记 经 典 作用 量 为 
Sufb,a] 一 S[ 均 (Ci) (9. 3. 3) 
Rs (9. 3. 4) 
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如 图 9. 3. 1, 引 入 y 后 ,代替 定义 在 路 径 上 的 一 点 z, 我 们 可 以 用 这 


图 9.3.1 积分 路 径 上 的 点 用 变数 来 代替 
一 点 和 经 典 路 径 式 的 距离 来 代替 。 由 于 
dz = dy, Zr = Dy (9. 3.5) 
对 工 的 泛 函 积分 可 以 改 成 对 y 的 泛 函 积分 .而 作用 量 S 是 
SLz(t)1 = S[zQ) + y()] 
一 | [a 十 2 六 9 十 训 ) 十 b0D)( 信 二 罗江 十 D 十 …]i 


(9. 3. 6) 
在 (9. 3.6) 式 中 ,不 含 y 的 项 的 积分 的 总 的 贡献 刚好 就 是 Su[2， 
a], 而 含 y 的 一 级 项 的 积分 必 为 零 , 因 为 未 是 的 极 小 值 ,因而 准 
确 到 Sz 即 y 的 线性 项 ,59 必 为 零 , 剩 下 的 只 是 y 的 二 级 项 。 结 果 是 
二 | fay oD yd Ed 
《9. 3.7) 
这 个 积分 并 不 依赖 于 经 典 路 径 , 代 入 (9. 3. 2) 式 后 得 


本 0 
K(b,a) 一 ews | 


0 


exp | 于 | [ (Dy 
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1 17 | 


多 内 谣 


【 


5 cCD35]] | Dylt) (9. 3. 8) 


因为 所 有 路 径 的 端点 都 是 a 和 2, 而 在 两 个 端点 处 ,> 均 为 零 。 因 
此 ,在 (9.3.8) 式 中 , 泛 函 积分 的 起 点 和 终点 均 为 零 , 也 就 是 说 ， 
y(t) 的 所 有 路 径 都 从 y 王 0 出 发 ,最 后 又 回 到 > 一 0 处 。 于 是 ,所 有 
路 径 对 (9. 3. 8) 式 积 分 的 贡献 只 能 是 两 个 端点 的 时 间 的 函数 。 费 
曼 振幅 玉 (6,a) 可 写成 


K(6,a) = ehSatt'lF (,,t,) (9. 3. 9) 


$ 9. 2 中 对 自由 粒子 的 计算 是 (9. 3. 9) 式 的 特例 。 

由 此 得 出 结论 :对 所 有 工 中 只 含 不 高 于 xz 和 声 的 二 次 型 的 高 
斯 积分 ,其 费 曼 振 幅 KC(5,a) 的 位 相 是 以 志 为 单位 所 量度 的 经 典 作 
用 量 ,K(2,a) 对 zzs 的 全 部 依赖 关系 已 经 全 部 包含 在 因子 
essut'] 中 。 整 个 积分 由 于 只 依赖 于 y 和 的 二 次 齐 次 项 ,因此 ， 
(9. 3. 1) 式 中 工 的 线性 项 dC)z 十 eC2)z 十 f0) 实际 上 对 K(6,a) 
无 贡献 ,也 就 是 说 尺 (5,a) 与 4(),e(t),f() 无 关 。(9. 3.9) 式 中 的 
F(tssts) 相当 于 归 一 因子 ,如果 工 中 只 含 动 能 项 ,相当 于 自由 粒子 
情况 ,F(z,,ts) 由 (9. 2. 32) 式 给 出 。 

现在 讨论 线性 谐振 子 的 归 一 因子 .对 于 线性 谐振 子 


(9. 3. 10) 


它 的 经 典 作 用 量 由 (9.1. 19) 式 表 示 。 将 (9.1.19) 式 代 入 (9. 3. 9) 
式 , 得 


K(b,a) = F(T)exp( se [xi zi)coswT 一 2z -70]| 


oy 
(9. 3.11) 


式 中 了 王妃 一 如 ,用 和 自由 粒子 决定 归 一 因子 同样 的 方法 ,利用 公 
式 (9.2. 10) 式 , 并 取 zx。 = zs 二 0, 得 
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F(t, 一 志 ) 四 和 及 上 一 万 )sin(t — 1,) 02 
Fl(&—t)FG. mE) | 


mw sinw(t, — t,) 
(9. 3. 12) 
于 是 有 
a 1/2 | 
F(t,—t,) 一 | 有 | (9. 3. 13) 
当 w 一 0 时 ， 


1A? 
ne | | = Nd — £,) (9. 3.14) 


7I2 
2 fi(t, — t,) 
这 正 是 自由 粒子 的 结果 (9. 2. 32) 式 。 
容易 将 这 些 结果 推广 到 受 迫 谐振 子 的 情况 ,对 受 迫 谐振 子 , 拉 
格 朗 日 密度 为 


L= D 一 六 map 十 (1) 工 (9. 3. 15) 


根据 上 面 的 讨论 ,对 于 高 斯 积分 ,线性 项 不 起 作用 。 因 而 玉 (b,a) 
仍然 具有 (9. 3. 9) 式 的 形式 ,而 且 妇 一 因子 也 具有 (9. 3. 13) 式 的 


形式 , 即 
= 人 Si[56,a] 


但 必须 指出 ,这 时 的 S.[e,a] 与 谐振 子 的 经 典 作 用 量 (9. 1.9) 式 不 
同 .可 以 证 明 ,这 时 的 经 典 作用 量 Se-[p,a] 是 


9 | A 


一 去 下 和 [coswT Cz 十 ZX2) 一 2zpZ。 


CDsinod 一 万 )dz 
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。 
EP 、 


十 — £)dz 


| 由 ts)sinaw( — t)sinwls — t,)dsdi | 


mw 


(9. 3. 17) 


最 后 ,讨论 粒子 在 势 场 中 的 运动 .假定 我 们 讨论 的 情况 很 接近 
于 经 典 近 似 , 即 从 工 算出 的 作用 量 S 远大 于 太 . 在 这 种 情况 下 ,只 有 
和 经 典 路 径 三 很 接近 的 路 径 即 y 很 小 时 才 有 贡献 .将 势 场 V(z) 按 
去 展开 ,得 


V(X)=V(z+y) 
二 V(z) 十 yV'(T) 十 SV"(z ) 十 rs 十 ， 
(9. 3. 18) 


因为 ?很 小 , 略 去 y 项 。 另 外 ,由 于 云 是 使 $ 极 小 的 路 径 , 将 工 = 了 
一 VCz) 代入 的 表达 式 ,并 作 积 分 后 ,有 


S = S++ Oly’) (9. 3. 19) 


因此 , 按 高 斯 积分 的 计算 ,公式 C9. 3. 9) 式 仍然 成 立 。 所 不 同 的 只 
在 于 算 S4 应 包含 VC(z) 即 沿 经 典 路 径 的 势 场 的 贡献 .当然 ,如 果 不 
是 经 典 近 似 , 只 要 势 场 V 是 x 的 二 次 函数 ,或 者 势 场 只 是 z 的 慢 变 
水 数 , 以 致使 得 V 对 z 的 三 级 以 上 微 商 的 项 可 以 略 去 ,上 述 结果 仍 
然 成 立 。 这 其 实 就 是 量子 力学 中 的 WKB 近似 。 


9.4 路径 积 分 和 枯 定 证 方程 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 用 路 径 积分 的 方法 导出 莅 定 记 方 程 .这 样 
做 的 目的 一 是 证 实 路 径 积 分 和 波动 力学 等 价 ,它们 都 是 量子 力学 
中 的 等 效 的 表述 形式 ; 二 是 解 微分 方程 总 比 算 路 径 积分 方便 而 且 
更 被 一 般 人 熟悉 , 并 且 量 子 力学 中 的 许多 问题 都 已 通过 求解 薛 定 
证 方程 解决 了 ; 三 是 提供 一 种 将 路 径 积分 变 为 微分 方程 的 技巧 和 
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方法 。 虽 则 这 个 方法 在 这 一 节 中 只 是 通过 一 些 特 例 给 出 ,但 它 具 有 
普遍 性 ,可 以 推广 到 一 般 情况 


外 ”一 上 » 2 二 人 2 


4 Em 


(9. 4. 5) 


将 (9.4.2) 式 两 端 同 时 对 ts 求 微 商 ,得 


9 Ah: ( ?天 
1 二 上 一 一 上 让 hS rr) dz, 二 | 0 
(9. 4.6) 


由 于 微 商 是 对 之 2 进行 ,积分 对 Xl 进行 ,而 19 2 是 独立 变量 ,所 以 
(9.4.6) 式 中 的 积分 和 微 商 的 次 序 可 以 互 换 , 从 而 得 到 


: 9 -一半 | a 
i K(2,1) x,ti) dz Dr 
(9., 4. 7) 


略 去 脚 标 “2”, (9. 4. 7) 式 正 是 自由 粒子 的 薛 定 尊 方程 。 
对 于 有 势 场 存在 的 一 般 情 况 ,也 可 以 求 出 相应 的 薛 定 请 方程 。 
选择 时 刻 ts 为 t= 二 刀 十 8; 即 y 和 ti 之 差 足 够 小 , 按 (9.2.7) 式 , 费 


1] 


曼 振幅 玉 (2,1) 正比 于 ef ”oc en ,(9.4.2) 近似 地 可 表示 成 
yp(zr,t 十 E) = | 下、 Aexp|e | 并 >, y 工 十 | jpdy 
(9. 4. 8) 
假定 粒子 在 一 维 势 场 V(z,t) 中 运动 . 拉 格 朗 日 密度 工 是 


L= $4 — V(z,) (9. 4. 9) 


将 (9.4.9) 式 代入 (9.4. 8) 式 ,得 
Jlrst +e) = | 去 {exp[ 读 人 


2€ 
xX (“rp[— FV > 


+ ]jsopay (9. 4. 10) 


上 式 的 第 一 个 指数 因子 中 含 作 二。 显然 ,如 果 y 与 + 显著 不 
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同 ,(z 一 y)* 很 大 ,指数 exp| 元 < 元 | 将 随 y 激烈 振荡 ,而 
(9. 4. 8) 式 中 的 其 他 因子 是 y 的 慢 变 函数 ,因此 对 y 的 积分 贡献 很 
小 ,因为 大 部 分 贡献 都 互相 抵消 了 .故而 只 有 那些 很 接近 于 z 的 
yexp| 育 < 庆 | 振 沙 很 慢 , 才 给 出 重要 贡献 , 令 y 一 工 十 7 
) 为 小 量 (9.4 10) 式 灾 为 


yx,t 十 €) 一 | em . EAVECet/2l g(r 十 zt)d7 
(9. 4.11) 


第 一 个 相 因 子 当 7 变化 Ve /m 时 , 约 变 化 1 个 弧度 .因此 积分 的 
最 主要 贡献 来 自 这 一 区 域 . 现 在 将 (9. 4. 11) 式 按 e 展 开 , 由 于 7cc 
Ve ,将 7 保留 至 好 数量 级 ,得 


yz + ed 一 -a 要 KV,t) | 


x | we 十 7 3 十 3 2 3 |d (9. 4. 12) 


在 上 式 中 ,我 们 将 eV 三 亡 辽 ,t | 改 写 为 eV (zx,) ,因为 误差 只 是 。 
的 高 级 项 .另外 ,如 果 在 (9.4. 12) 式 的 右 端 只 保留 领头 项 ,将 得 到 


波 隙 数 y(z,z) 乘 以 积分 


1/2 
1 了 | em /sedy 一 3| 2 | (9. 4. 13) 


因此 ,准确 到 e 的 零 级 近似 ,由 (9. 4. 12、13) 得 


1/2 


2mhe 
m 


还 二 | (9. 4. 14) 


这 正 是 (9.2.6) 式 ,将 (9.4.14) 代入 (9.4.12) 式 , 完 成 对 7 的 积 
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| er /ndy 0 


得 
+e =y 一 下 Vy 一 让 2 了 
从 而 最 后 得 出 
i 一 一 3 + Vr)y 


这 正 是 一 维 攻 定 兽 方程 .如 果 引 入 算 符 女 , 令 


A 9? 
2m az 


称 为 哈密 顿 算 符 , 则 (9. 4.18) 式 是 


> 


十 V(rz,t) 


Rs -i 


(9. 4. 15) 


(9. 4.16) 


《9. 4.17) 


(9. 4. 18) 


(9. 4.19) 


(9. 4. 20) 


应 该 指出 , 路 径 积 分 中 算 符 的 引入 并 非 必 要 。 因为 费 曼 振幅 
天 (6,2) 中 的 所 有 量 都 是 经 典 量 ,包括 世 中 的 之 都 是 普通 的 经 典 的 
速度 而 非 速度 算 符 。 在 路 径 积分 中 四 是 作为 天 (6,a) 位 相 因子 的 一 
部 分 进入 理论 框架 的 . 除 思 外 ,其 他 所 有 量 都 是 经 典 量 ,不 是 算 符 。 

路 径 积 分 中 的 上 述 结果 易于 推广 到 三 维 情况 .在 三 维 情况 下 ， 
路 径 将 由 三 个 函数 zC) ,7y(G),zC) 给 出 。 自 由 粒子 的 作用 量 是 


s eMEXG, FD 


(9. 4. 21) 


从 时 刻 大 ,点 (za Yas Ta) 到 时 刻 ts ;点 (Zey Yo ,Zs) 的 费 曼 振幅 是 


K(x, » Vo To sts Tas Vas Ta yt 
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| (exp[ 广 i 2 十 十 2)dt | | Dr By) Pet) 
(9. 4. 22) 


《9. 4. 22) 式 可 用 8$ 9. 2 的 方法 算出 ,但 这 时 的 归 一 因子 是 4-”， 
同 理 , 也 可 以 利用 路 径 积 分 方法 给 出 三 维 情况 有 外 场 存 在 时 的 薛 
定 廖 方 程 

另 一 种 推广 是 存在 两 体 相互 作用 的 情况 . 设 第 一 个 粒子 质量 
为 m, 坐 标 为 zx, 第 二 个 粒子 质量 为 MM, 坐标 为 了 ,两 粒子 之 间 的 相 
互 作用 势 是 V(x,X)。 作 用 量 是 


SE Xe = 上 | | 到 空 十 Lx — Vz,X) |d 


(9. 4. 23) 
费 曼 振幅 是 


问题 1 给 出 三 维 情况 下 与 (9. 4. 24) 式 相 应 的 公式 。 


特别 对 于 作用 量 可 分 成 两 部 分 的 可 分 离 体 系 ,在 三 维 情况 下 ， 
若 


天 (Zi Xtss rs, At) 一 


exp | 元 S[zG),XCGD] | CIz(DEDX(D (9.4.24) 


SL[x,X] = S,[x] 二 SxLX] (C9, 4. 25) 


其 中 5S, 只 包含 路 径 z(t) ,Sx 只 涉及 路 径 X(2) 。 对 于 这 种 两 个 粒子 
是 独立 的 ,相互 作用 可 以 略 去 的 情况 ,显然 有 


K(x,s,X, ,tos 大。 ,ta) 
由 


2 | exp (天 -op grr) | em | Sx(X) jx 
二 K,(x, sts 3 Xa ta Kx CCX, to; Ea, ta) (9. 4. 26) 
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exp 地 (Sax) 十 SxC2))]| Dm 


式 中 KK,,Kx 分 别 是 只 有 坐标 为 x 或 了 时 的 费 曼 振幅 。(9. 4. 26) 式 
表示 ,对 于 两 个 独立 的 无 相互 作用 的 体系 ,总 的 费 曼 振幅 是 两 个 独 
立体 系 费 曼 振幅 的 乘积 。 但 波 函 数 却 并 不 总 是 这 样 。 的 确 , 由 
(9. 4.2) 和 (9. 4. 26) 式 , 有 


Jr 天 ,划一 [Gx sx ,K's Px K's dx’ dX! 
| Gr KO Kt Ye ,Kt dx dX 
(9. 4. 27) 


由 (9.4. 27) 式 可 见 , 只 当 在 某 一 时 刻 1 ,ylx',X' ,t') 可 以 表述 为 
两 个 独立 因子 $x)g (对 ) 的 乘积 时 , (9. 4.27) 式 右 端的 积分 才能 
分 解 为 两 个 独立 的 积分 的 乘积 。 路 径 积分 所 给 出 的 波 函 数 的 表示 
式 (9.4. 27) 式 , 由 于 是 个 关于 乡 的 积分 方程 ,只 在 给 定 初始 条 件 后 
才能 求解 .路 径 积分 只 保证 在 初始 时 刻 , 波 函数 是 两 个 独立 的 波 函 
数 的 乘积 时 , 则 在 以 后 任何 时 刻 , 它 仍 然 可 以 表述 为 两 个 独立 的 波 
函数 的 乘积 。 

最 后 讨论 费 曼 振幅 所 满足 的 微分 方程 .对 于 自由 粒子 , 费 曼 振 
幅 KK(2,1) 所 满足 的 方程 (9. 4. 5) 式 与 薛 定 请 方程 形式 相同 。 在 有 
势 场 存在 时 ,用 类 似 于 自由 粒子 的 讨论 可 以 证 明 ,K(2,1) 满足 的 
方程 也 与 薛 定 雇 方程 一 致 , 即 


> 和 本 
1 六 5 大 (2，1) = gn 9niR 2,1) + V (2)K 2,1) (ts > £1) 
(9. 4. 28) 
或 者 写成 
. .0 
hoe 一 HKG2,1) (GH) (90.4.29) 


式 中 书 , = 一 让 3 十 V(2), 是 对 于 点 “2” 的 哈密 顿 算 符 。 


2m 9 x 
(9. 4. 28、29) 式 只 适用 于 己 二 所 的 情况 ,因为 用 路 径 积分 定义 的 
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Me > 下 rr rr 


KK(2,1)，, 暗含 着 ts 是 以 后 的 时 刻 , 即 i 二 的 假定 .通常 ,可 取 
K(2,1)=0 当 it, < 之 (9. 4. 30) 


于 是 (9. 4. 28) 式 对 ts 二 时 仍然 成 立 . 但 ts = 时 不 成 立 , 因 为 
天 (2,1) 在 ts 二 处 不 连续 。 


§ 9.5 “路径 积分 的 正则 形式 


在 经 典 力 学 中 ,除了 可 用 拉 格 朗 日 形式 来 建立 分 析 力 学 的 基 
本 方程 外 , 也 可 以 用 哈密 顿 正则 形式 来 建立 运动 方程 .同样 ,在 量 
子 力学 的 路 径 积分 形式 中 , 也 可 以 用 哈密 顿 正则 形式 来 建立 整个 
理论 框架 。 而 且 在 某 些 情况 下 ,正则 形式 比 拉 格 朗 日 形式 更 优越 。 
在 经 典 力学 中 ， 


L = L(t,x,t) (9. 5. 1) 
pi = eg (9. 5. 2) 
哈密 顿 量 是 
五 二 pi 一 工 (9. 5. 3) 
经 典 力学 中 的 作用 量 是 
| zu = | (Bz — Hl}d (9.5.4) 
运动 方程 可 由 S 的 极 值 条 件 给 出 
-3( 营 - 强 w-( 强 + 名 wj-。 
(9.5.5) 
于 是 得 出 
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s=| [Pz— 芒 ~Vwld .519) 
令 相 一 二 Ne, 即将 积分 区 间 分 成 N 等 分 ,可 将 (9. 5. 12) 式 写成 
Ss= 5{P( — zd) — HP 6) — I vd 


(9. 5.13) 
引入 


区 (9. 5. 14) 


Ax. 一 Xi Xi_ls Li == t; Se ti1 一 (9. 5. 15) 
(9. 5.13) 式 可 写成 


2 2 
s=5)|- 估 #+ 多 -| vdz | (9. 5. 16) 


2m 
直接 作 积 分 计算 可 得 
1 dPi:…dPw 
|exp ( 译 | es Hdt) im 
1 (— 如) a (Ax)? fs dyi…dyn 
一 = [exp (二 克 与 各 2 2 A va | 


N 2 
-mh -pe) 


0 
- [a exp 计 [>| 罗 2 vd | C9. 5. 17) 


+ 一 1 


由 (9. 5. 9) 和 (9. 5. 17) 式 得 


3 mm NA i < m (ZX: 一 Ti 1 
人 (入 | 人 ( 伟 之 [有 ti 一 ii 


3 上 va | jac dzv 
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要 exp 人 元 | D)d | Dre) Ss | ee (9.5.18) 


这 正 是 拉 格 朗 日 形式 的 路 径 积 分 中 的 (9.2.7) 式 . 从 而 证 明了 这 
两 种 形式 确实 等 价 。 

利用 路 径 积分 的 正则 形式 ,可 以 更 容易 地 导出 薛 定 谓 方 程 . 取 
2 一 3, 即 三 维 中 的 单 粒 子 情况 。 并 选 ” 一 + 一 化 二 e, 且 x”" 和 zx' 是 
相 邻 很 近 的 两 点 ,以 便 将 积分 方程 改 成 微分 方程 ; 费 曼 振幅 是 


天 (xz ,At) 一 | ep 伟 | 。Ax 一 5 一 va|| 


(9. 5. 19) 
式 中 V 表示 在 入 时 间 间 隔 中 位 能 的 平均 值 .由 于 A 和 是 小 量 ,将 
(9. 5. 19) 式 中 含 和 的 指数 因子 展开 后 ,准确 到 一 级 得 


: 2 2 2 = 
exp| 元 | Wap Vaz] |= 和 ppd 十 7| 


2m 
(9. 5. 20) 
将 C9. 5. 20) 式 代 入 (9. 5.19) 式 , 得 
Re A 全 | - 人 7 Ce x) 
《9. 5. 21) 


由 (9, 5. 21) 和 (9. 5. 8) 式 给 出 
JX,") c= [Kx » AFSC ,dx 


。 2 2 有 
= gt) 守 |- ye") sf VO,t) | 


(9. 5. 22) 
即 | 
OO ey 
(9. 5. 23) 


545 


邻 At 一 0,(9.5.23) 式 化 为 


.9% 1 #V? 
A (9. 5. 24) 
这 正 是 蕉 定 户 方 程 。 
本 章 小 结 


1. 和 波动 力学 ,矩阵 力学 一 样 ,路 径 积 分 也 是 量子 力学 的 另 一 种 等 价 的 表述 
形式 .路 径 积分 的 出 发 点 是 :在 量子 力学 中 ,体系 从 某 一 个 确定 的 初 态 出 
发 ,可 以 通过 一 切 可 能 的 路 径 到 达 终 态 ,每 条 路 径 贡献 的 几率 振幅 与 


esceo] 成 正比 ,S 是 相应 于 路 径 z(t) 的 作用 量 。 
2. 路 径 积分 中 


十 ee 
pr sits) 二 | K (xs ts sXe ta Prata) dr 
Bi 
K(b,a) = [ee gr) 
民生 |cezpd 


3. 对 于 高 斯 积分 
K(b,a) = Fl, ,fs )e Seas] 


F(z,ts) 是 妇 一 常数 ,SsLb,a] 是 从 态 a 到 态 2 的 经 典 作用 量 ， 
4. 利用 路 径 积 分 可 以 导出 苹 定 证 方程 及 其 他 熟知 的 结果 。 
. 路径 积分 既 可 以 采用 拉 格 朗 日 形式 ,也 可 以 采用 正则 形式 。 


ol 


习 题 
9.1. 一 个 带电 为 e, 质 量 为 m 的 粒子 ,在 恒定 的 沿 z 方 向 的 外 磁场 8B 中 , 拉 格 
朗 日 密度 是 
二 一 可 ( 妇 十 部 十 闻 ) 十 绽 (zy 一 3) 
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9. 2. 


9. 3, 


求 费 曼 振幅 天 (6,a) 。 
若 谐振 子 在 : = 0 时 的 波 函 数 为 Cz,0) 一 exp| 一 a ?| ,和 用 
路 径 积分 的 方法 证 明 ， 


iwT mo 2 一 ia 1 2 —2iwT 
tz.T) 一 emp{ 人 一 全 一 2 一 2axe ta (1 十 e ) 
并 求 几率 分 布 |y|?。 
一 粒子 在 恒定 外 场 f 中 的 拉 格 朗 日 密度 是 
Mm 
L= 三 之 十 
求 费 曼 振 幅 。 


.4. 用 路 径 积分 方法 导出 三 维 有 外 场 存 在 时 的 薛 定 雇 方程 。 


9. 5. 一 个 带电 粒子 在 磁场 中 运动 的 拉 格 朗 日 密度 是 


oO 


9. 6. 


L= r+ Ei.A— ey 
其 中 > 是 速度 矢量 ,e 是 电荷 ,4 和 9 是 矢 势 和 标 势 ,用 路 径 积 分 证 明 相 应 
的 薛 定 廖 方程 是 


和 e i e ,| 
7 


求 相应 于 引力 场 V(z) = mgz 的 费 曼 振幅 。 


”第 十 章 ”相对论 量子 力学 


在 前 面 几 章 中 ,我 们 已 经 条 统 地 讨论 了 非 相 对 论 量子 力学 ;给 
出 和 比较 了 波动 力学 、 矩 阵 力 学 和 路 径 积 分 三 种 不 同 的 量子 力学 
形式 ,研究 了 定 态 和 非 定 态 的 各 种 严格 的 和 近似 的 求解 方法 ,探讨 
了 党 粒子 和 多 粒子 体系 各 种 量子 力学 问题 ,但 是 ,讨论 的 对 象 仅 局 
限 在 非 相 对 论 领域 , 薛 定 请 方程 只 适用 于 低能 情况 。 对 于 高 速 运动 
的 高 能 粒子 , 必须 考虑 狭义 相对 论 \ 洛 伦 兹 不 变性 。 洛 伦 兹 变换 是 
对 于 时 间 和 空间 的 线性 变换 ,但 薛 定 语 方 程 对 时 间 的 徽 商 是 一 阶 
的 ,对 空间 的 微 商 是 二 阶 的 ,因而 薛 定 请 方程 必然 不 是 洛 伦 冀 不 变 
的 。 在 洛 伦 兹 变换 下 ，, 巷 定语 方程 不 能 保持 原来 的 形式 。 蔡 定语 方 
程 不 能 用 于 高 速 运 动 的 体系 。 

另外 ,在 巷 定 请 方 程 中 , 自 旋 是 作为 一 个 外 加 的 自由 度 放 入 理 
论 框架 的 。 薛 定语 方程 不 能 说 明 粒 子 为 什么 存在 自 旋 。 只 能 对 如 果 
粒子 存在 自 旋 ， 巷 定语 方程 应 该 如 何 推广 ,比方 说 ,写成 泡 利 方程 
等 等 作 些 讨论 。 它 不 能 给 出 自 旋 和 轨道 的 耦合 。 在 相对 论 量 子 力学 
中 我 们 将 证 明 ,粒子 的 自 族 会 自动 地 包含 在 方程 之 内 。 自 旋 和 轨道 
耦合 , 自 旋 和 自 旋 的 耦合 都 可 以 自动 地 包含 在 方程 之 中 。 

在 高 能 物理 学 中 ,微观 粒子 可 以 产生 和 漂 灭 ,一 般 说 来 ,粒子 
数 不 守 恒 。 但 我 们 在 第 二 章 中 就 曾 证 明 , 薛 定语 方程 自身 暗含 了 几 
率 流 或 者 说 粒子 流 宁 恒定 律 。 从 这 个 总 义 上 说 ,也 有 必要 推广 鞭 定 
请 方程 。 

本 章 将 先 讨 论 自 旋 为 声 的 整数 倍 的 玻 色 子 满足 的 方程 一 一 克 
菜 因 (Klein)- 高 登 (Gordon) 方程 ,指出 它 的 成 功 和 不 足 。 再 讨论 
自 旋 为 九 /2 的 费 米 子 满 足 的 方程 一 一 犹 拉克 方程 ,证 实 自 旋 自 由 
度 确实 内 含 在 次 拉克 方程 中 。 最 后 我 们 将 讨论 狄 拉 克 方 程 的 一 些 
应 用 ,包括 口袋 模型 , 克 菜 因 伴 请, 标量 禁闭 势 , 手 征 不 变性 等 。 
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De 


10.1 元 羔 因 - 高 登 方程 


对 于 高 速 运动 的 粒子 ,必须 考虑 相对 论 效应 ,要 求 方程 具有 洛 

伦 效 变 换 下 的 不 变性 。 也 就 是 说 , 当 我 们 将 时 空 坐标 系 (z,yyzyt) 
变换 到 男 一 时 空 坐标 系 (《x 2 ,Zt') 时 ,保持 等 式 

x2 十 人 2 十 之 2 3 cz2r2 = Xx!? 十 y? 十 之 /2 十 C2t72 (10. 1] 1) 

成 立 , 方程 在 不 同 坐标 系 中 具有 相同 的 形式 , 式 中 < 是 光速 。 

(10. 1. 1) 式 是 关于 时 间 坐 标 和 空间 坐标 的 二 次 齐 次 方程 ,时 空 是 


平权 的 。 但 薛 定 刘 方 程 由 能 量 公式 
已 = 志 上 +7 (10.1.2) 
作 算 符 蔡 代 
玉 一 ih 祈 ， De (10. 1. 3) 


而 来 , 它 对 时 间 的 微 商 是 一 次 的 ,对 空间 的 微 商 是 二 次 的 ,时 空 并 
不 平权 。 因 此 , 杖 定 记 方 程 不 具有 洛 伦 兹 协 变性 .但 从 这 里 可 以 看 
出 ,关键 在 于 (10.1.2) 式 , 这 个 能 量 表示 式 本 来 就 是 非 相 对 论 的 。 
它 对 能 量 是 一 次 式 , 而 对 动量 是 二 次 式 。 要 使 方程 具有 洛 伦 效 不 变 
性 ,必须 改 用 相对 论 的 能 量 动量 关系 式 。 


相对 论 的 能 量 动量 关系 式 是 
E= veip’ + mic’ (10. 1. 4) 
式 中 是 粒子 的 静止 质量 ” ,将 (10. 1.4) 式 两 边 平方 
FEF? 一 cp’ 十 m?c (10. 1. 4) 


并 将 (10.1. 4) 式 两 端的 E 和 p 都 用 算 符 关 系 (10.1. 3) 式 代替 ,得 


* 在 本 章 中 ,m 都 代表 静止 质量 。 
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ww sip=0 (10. 1.5) 
(10. 1.5) 式 将 为 克 莱 因 - 高 登 方 程 。 


(10. 1. 5) 式 的 解 显然 是 平面 波 : 


J Oc eitz-oo (10. 1. 6) 
直接 将 (10. 1. 6) 式 代 入 (10. 1.5) 式 后 即 可 证 明 w 和 满足 
hh?2w? = c hk? 十 mict (10. 1.7) 


这 其 实 正 是 (10. 1.4) 式 , 但 这 里 的 问题 是 (10. 1. 7) 式 开 方 后 可 取 
正 、 负 号 , 即 


五 一 让 四 一 士 ve hk 十 mc (10. 1. 8) 


于 是 出 现 了 “ 负 能 量 ” 的 问题 ,在 相对 论 力学 中 , 负 能 量 的 出 现 几 
平 是 不 可 避免 的 ,在 经 典 力学 中 ,由 于 粒子 的 初始 能 量 为 正 ,运动 
过 程 又 必须 保持 能 量 守恒 ,因此 以 后 任何 时 刻 ,能 量 也 必然 为 正 ， 
不 会 引起 麻烦 ,在 量子 力学 中 , 负 能 量 问 题 必须 另外 考虑 。 因 为 若 
有 负 能 级 存在 ,而 且 按 (10.1. 8) 式 ,k 越 大 ,E 负 得 越 大 .粒子 从 负 
的 数值 小 的 较 高 能 级 向 负 的 数值 大 的 较 低能 级 跃迁 ,将 不 断 放 出 
能 量 。. 于 是 体系 将 不 会 出 现 稳定 态 。 这 个 结果 当然 是 不 合理 的 。 
除了 负 能 量 困难 外 , 克 莱 因 - 高 登 方 程 还 存在 “ 负 几 率 ” 困 难 。 
以 yg* 乘 (10.1.5) 式 ,y 乘 (10.1.5) 式 的 共 红 e 复 式 ,然后 两 式 相 减 ， 
得 
"TY yTIY') =— By Ep) (10.1.9) 


人 


定义 几率 流 密度 7 和 几率 密度 2 为 
i ， 
7 一 一 zm VY YI’) (10.1. 10) 
op ,9p 
| 《10.1. 11) 


550 


(10. 1. 9) 式 变 成 
9p Ce 
二 .j=0 《10. 1. 12) 


(10. 1. 12) 是 几率 流 守恒 定律 .上面 的 推导 说 明 克 莱 因 - 高 登 方程 
也 满足 几率 流连 续 性 方程 。 

但 是 , 当 我 们 将 p 解释 为 几率 密度 时 , 却 不 可 避免 地 会 出 现 负 
几率 困难 .因为 (10. 1.11) 式 定 义 的 几率 密度 并 不 一 定 是 正定 的 。 
它 可 以 取 负 值 .原因 在 于 ,在 :== 0 时 ,由 于 克 莱 因 -高 登 方 程 是 二 


阶 微分 方程 ,在 求解 时 , 它 的 初始 条 件 包括 $1,-。 和 人 | 而 


4 -。 和 3 | 又 是 任意 给 定 的 ,所 以 原则 上 总 可 以 令 pCx,t) 在 某 
些 空间 区 域 为 正 , 在 另 一 些 空间 区 域 为 负 , 或 者 根本 全 是 负 值 .但 
几率 密度 不 可 能 取 负 值 ,因此 将 p 解释 为 几率 密度 存在 困难 .为 了 
解释 负 几率 困难 ,需要 把 克 莱 因 - 高 登 方 程 解释 为 场 方程 ,将 ej 和 
ep 解释 为 电流 密度 和 电荷 密度 .因为 电荷 密度 ep 是 可 正 可 负 的 。 

现在 来 证 明 , 在 非 相 对 论 极限 下 , 克 莱 因 - 高 登 方 程 可 以 过 渡 
到 薛 定 谓 方程 , 因而 , 它 确实 是 苹 定 户 方 程 的 相对 论 推广 , 当 粒 子 
运动 的 速度 vc 时 ,(10.1.8) 式 简化 为 


2,1/2 


2 
二 本 op Fm mel1 + Sp) 


mc 


sz mec’ 十 和 (10. 1. 13) 
令 
多) = x ste mh (10. 1. 14) 
以 便 在 方程 (10. 1. 5) 式 中 消去 静 质 量 部 分 ,直接 微 商 后 得 


守 


; 9 ， ay 2 711 | 一 inc2z/ 办 c 
i |i 二 mc:y' je (10. 1.15) 


a2y ay .OV ee 
I 2. 2 2 .411 iec it/n 
万 9 =| 万 可 7 十 2mc 1 + me'y le 
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/ 2 
< | 2me?i 和 + met | -ma (10. 1. 16) 


(— ic I? me)y = [— cry 十 mc Je—ime ts 
(10.1.17) 


将 (10.1. 16) 及 (10.1.17) 两 式 代 入 (10.1.5) 式 ,得 出 
A 
i 一 pi (10. 1. 18) 


这 正 是 醉 定 证 方程 .同时 ,这 时 的 2 近似 为 


一 芭 [ 总- 站 -| 壬 + 半 ] 
yy = yy (10. 1. 19) 
也 正 是 苹 定 计 方 程 所 定义 的 几率 密度 。 


最 后 讨论 有 电磁 场 的 情况 。 设 粒子 的 电荷 为 e, 电 磁场 的 矢 势 
和 标 势 分 别 为 4 和 9, 将 


p>p— A, ii mii 一 eg (10.1.20) 
克 莱 因 - 高 登 方 程 变 为 
已 一 cg y= [cp A)? 十 mict jy (10.1.21) 


(10. 1. 21) 式 是 有 电磁 场 存 在 时 的 克 莱 因 - 高 登 方程 在 非 相 对 论 
极限 下 ,将 (10.1.14) 式 代 入 (10. 1. 21) 式 , 利 用 公式 


iz 一 | yg = [me’y + 本 和 ep yl Se 
(10. 1. 22) 
2 
(ia 一 eg| J 一 | mc 十 2mer | ih 六 一 cg 多 
,9 2 1 | imc?e/h 
十 in og y 上 
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= | me 十 2mc? 


1 9 站 1 imec2t/A 
1 ep y 上 


i 一 = [去 [一 £4] + ep ly (10. 1. 23) 
这 正 是 带电 为 e 的 粒子 在 电磁 场 中 运动 时 的 薛 定 廖 方程 ,应 该 特 
别 强调 指出 ;无 论 是 (10.1. 21) 和 (10. 1. 23) 式 , 都 不 含 | 自 旋 
矩阵 ,因而 它 不 能 描写 自 旋 为 1/2 的 粒子 的 运动 。 克 莱 因 - 高 登 方 
程 只 适用 于 自 旋 为 整数 或 零 的 玻 色 子 。 

克 莱 因 - 高 登 方程 可 以 写成 四 维 协 变形 式 .引入 


ZX, = (x,1ct) 


A,= (4,19) 
(10. 1. 24) 
pu = (ps,1iE/c) 
(J ,lcO) 
(10. 1. 5) 式 可 写成 
2 
2 EE Ey = (10. 1. 25) 
在 近代 文献 及 量子 场 论 书籍 中 , 常 引入 记号 
2 油 
:和 ee (10. 1. 26) 
(10. 1. 25) 式 可 改 成 
320 一 Ey — 0 本 
(10. 1. 12) 及 (10.1. 21) 式 可 写成 
a, 刀 一 0 (10. 1. 28) 
Ble | js ed [二 00 
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或 者 ,选用 六 = c = 1 的 单位 ,将 (10. 1.27) 和 (10. 1. 29) 式 写成 更 
常见 的 形式 
(9 ~ my =0 (10. 1. 30) 


[C3, ~ ieA)’— my=0 (10. 1. 31) 


310.2 犹 拉克 方程 


为 了 克服 克 莱 因 - 高 登 方程 的 负 几 率 困难 , 狄 拉克 提出 了 另 
一 个 具有 相对 论 不 变性 的 波动 方程 式 。 
先 分 析 一 下 克 莱 因 - 高 登 方程 出 现 负 几率 困难 的 原因 。 由 于 
克 莱 因 - 高 登 方程 是 对 时 间 的 二 级 微分 方程 ,初始 条 件 必须 同时 
由 |,-。 及 3 人 1,-。 决 定 .而 几率 流 守恒 定律 或 者 说 连续 性 方程 是 
对 时 间 的 一 级 微分 方程 ,为 使 它 和 克 莱 因 - 高 登 方程 一 致 ,p 必然 
依赖 于 时 间 的 一 级 微 商 .而 |,-。 又 是 任意 的 ,于 是 就 不 可 避免 
出 现 负 几 率 困 难 .要 解决 这 个 问题 ,必须 把 方程 中 对 时 间 的 微 商 从 
一 阶 改 为 一 阶 .但 是 , 另 一 方面 ,由 于 方程 必须 具有 洛 伦 效 不 变性 ， 
时 、 空 必须 平权 .因此 ,方程 对 空间 的 微 商 也 只 能 是 一 阶 的 .按照 这 
种 思路 , 狄 拉克 认为 ,相对 论 波动 方程 仍然 应 当 具有 
A 一 = (10. 2. 1) 


的 形式 ,但 算 符 石 只 含 对 空间 坐标 的 一 级 微 商 项 和 常数 项 , 换 句 
话说 ,从 相对 论 的 质 能 关系 


EQ= vcep’+ mc (10. 2. 2) 
出 发 ,但 在 把 相应 的 量 改 成 算 符 时 , (10. 2. 2) 式 的 右 端 虽然 是 非 
线性 的 ,但 我 们 形式 上 仍然 把 它 写成 ca 'p 十 Bmc?, 式 中 a ,B 均 与 


坐标 .动量 无 关 , 于 是 有 
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H=cap+i+ Bmc’:=—ifca. y+ Bmc’: (10.2.3) 
代入 (10. 2. 1) 式 后 ,得 


iASY 一 Hy 一 [一 和 天 ce 。 台 十 pmcz]y (10.2.4) 


这 里 ,a 和 8 是 两 个 算 符 ,它们 不 可 能 是 常数 , 否则 (10. 2.4) 式 不 
可 能 满足 洛 伦 效 不 变性 .we 和 既然 是 算 符 ,总 可 以 用 矩阵 来 表示 ， 
a ,8 既然 是 卸 阵 , (10. 2. 4) 式 中 的 y 也 不 可 能 是 个 标量 函数 ,而 只 
能 是 个 列 矩 阵 。 即 


内 (xyt) 
bei 一 se (10. 2. 5) 
Pe 
J(x,t) 称 为 旋 量 波 函 数 。 
另 一 方面 ,为 保证 几率 密度 正定 ,几率 密度 的 形式 必然 是 


从 
plx,t) 一 yt 多 ~ (人 /By »* °° ON) g 二 一 SN yg, 
: i=1 


pn 

(10. 2. 6) 
当然 ,P(x,z) 还 必须 满足 连续 性 方程 ,而 且 本 身 必 须 是 四 维 几 率 流 
矢量 的 时 间 分 量 , 因 为 9 用 个 分 量 , 因 此 a ,8 必然 是 NXN 的 
方 矩 阵 .(10. 2. 4) 式 实 际 上 是 旋 量 波 函数 J(x,z) 的 分 量 yx,2)， 
0 二 1,2,… ,入 的 入 个 克 合 的 线性 微分 方程 .为 以 后 将 犹 拉克 方程 

写成 更 方便 的 协 变形 式 , 引 入 四 维 坐 标的 协 变 和 抗 变 矢量 , 令 
ZX 三 (x ,TTT 三 {ctzyyyz)》 《10. 2. 7) 


Xr = {To Ts To Ta} ss yy， — zz} (10. 2. 8) 


相对 论 的 四 维 不 变 线 元 是 
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dS’: = dr’dzx, = gdzx’dz’ (10. 2. 9) 
gm = diag{l;—1,—1,—1}=g” (10.2.10) 
(10. 2.4) 式 的 第 o 分 量 的 方程 式 是 


,9p .ee 
1 = ihe 2 


Se A er Sp 

19x! ?Ix 3 D zs 从 A “yp: 
N 

= DH (o = 1,2,.…,N) (10. 2. 11) 
t= 二 1 


现在 来 确定 算 符 a 和 B, 为 此 , 先 来 看 看 a 和 8 必须 满足 的 条 
件 . 这 些 条 件 有 : 

(iD 给 出 正确 的 质 能 关系 E? = c?p? 十 metc4。 

(ii) 算 符 瑟 是 厄 米 算 符 。 

(iii) (10. 2. 4) 式 ,或 者 (10. 2. 11) 式 具有 洛 伦 兹 不 变性 。 
为 满足 条 件 (i) , 旋 量 波 函 数 %(z,bo 的 分 量 y 必须 满足 克 莱 因 -高 
登 方 程 . 即 


一 区 和 


因为 只 有 满足 (10. 2. 12) 式 , 才 能 给 出 正确 的 质 能 关系 。 以 算 符 
i 为 这 和 [一 这 ce。V 十 Bomrc2] 分 别 作用 在 (10. 2. 4) 式 的 左 端 和 右 
端 ,得 


920 aa 十 aia， 3320 
二 
和 a 让 之， 2 dXx'9x’ 


fj 一 1 
hmc? < agy 
4 ~ CaiB + Ba) 55 + Bomic'y 
(10. 2. 13) 


比较 (0.2.13) 和 (10.2.12) 式 可 见 , 要 将 (10. 2.13) 式 约 化 成 
(10. 2.12) 式 , 必 须 
QQ; 十 QjQ; 一 26,; (10., 2 14) 
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wp 十 pc;=0 (10. 2. 15) 
她 一座 一 1 (10. 2. 16) 


(10. 2. 15) 式 表示 ,wG 二 1,2,3) 和 有 满足 反对 易 关 系 。 
为 满足 条 件 (ii) ,必须 
at 一 ww (10. 2. 17) 
B*=p (10. 2. 18) 
即 wd 天 1,2,3) 和 8 都 必须 是 朱 米 矩阵 ,这 样 才 能 保证 瑟 厄 米 。 


因此 矩阵 a; 和 有 的 本 征 值 必然 是 实数 又 因 (10. 2. 16) 式 , 可 见 a 
和 8 的 本 征 值 只 能 是 士 1。 另 外 ,由 (10. 2.15) 式 , 得 


a; 一 一 PBaB (10. 2. 19) 
这 暗示 着 a; 和 B 的 阵 迹 必然 为 零 , 因 为 
trw 一 trp2a = trpaB 一 一 trai (10. 2. 20) 


因此 tra; = 0, 同 样 也 可 以 证 明 trB = 0。 由 于 和 矩阵 的 迹 等 于 对 和 角 线 
上 元 素 的 和 ,因而 矩阵 w 和 6 对 角 线 上 的 元 素 中 (十 1) 的 个 数 必 
然 等 于 (一 1) 的 个 数 。 这 表明 w 和 8B 的 矩阵 必然 是 偶数 行 和 偶数 
列 的 .N 必须 是 偶数 .但 和 N 了 2, 这 是 因为 如 果 NN = 2, 相 互 反对 易 
的 矩阵 最 多 只 能 有 三 个 , 即 三 个 泡 利 短 阵 ,但 现在 有 四 个 相互 反对 
易 的 矩阵 w ,a; ,a 和 B88。 因此 最 低 限 度 必须 选 N = 4, 在 8 为 对 角 的 
表象 中 ,容易 证 明 , 满 足 (10. 2.14.15) 和 (10. 2. 16) 式 的 矩阵 是 


0 oo 0 0 
w 一 即 Qi 一 | (7 = 1,2,3) 
© 0 o: 0 
(10. 2.21) 
B= (10. 2. 22) 
0 一 7 . 申 


式 中 5 是 泡 利 矩 阵 , 了 是 单位 矩阵 ,满足 
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Ois0) 满足 


(10. 2. 23) 


Oi0, 十 OjO; = 26,,T (10., 2 24) 


我 们 将 N = 4 情况 下 的 方程 (10. 2. 4) 式 称 为 狄 拉克 方程 。 
现在 来 求 狄 拉克 方程 的 几率 密度 和 几率 流 密 度 。 以 多 王 
(好 , 邮 , 作 , 几 )》 乘 (10.2.4) 式 , 得 


i yg 


3 
2 一 一 工矿 c 2 Qs ip + mcg py 


(10. 2. 25) 


(10. 2. 4) 式 的 共 斩 复 式 是 


汪汪 .Sap 
二 2 To 十 mcpt+ B+ (10.2.26) 


以 思 右 乘 (10. 2. 26) 式 , 注 意 到 a 和 8 是 厄 米 算 符 , 得 


in 


ay + Mic2bpr By (10. 2.27) 


y=ihe > 


将 (10. 2. 25) 与 (10. 2. 27) 两 式 相 减 后 得 


.9 BN 
ihF (Yt Y) 一 ic 之 Fzy ab (10.2.28) 


引入 几率 密度 ” 和 几率 流 密 度 广 , 令 


p= yg, r= ay (10. 2. 29) 


(10. 2. 28) 式 可 写成 
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2 (10. 2. 30) 


这 正 是 几率 流 守恒 定律。(10. 2. 29) 式 中 ,j = {( 刀 , 产 ,六 是 三 维 矢 
量 .当然 , 它 也 可 以 和 几率 密度 一 起 ,写成 四 维 的 形式 


= {cp,j} (cp, 7 ,7 7 ) (10. 2. 31) 


在 第 六 章 中 我 们 曾 指 出 ,满足 反对 易 关 系 的 泡 利和 矩阵 并 不 是 
唯一 的 。 同 样 ,满足 (10. 2. 14 一 16) 式 的 矩阵 w 和 B 的 选择 也 不 是 
唯一 的 。(10. 2. 23) 只 是 一 种 可 能 的 选择 ,事实 上 ,如 果 我 们 作 一 
个 么 正 变换 $, 则 在 新 表象 中 的 矩阵 w% 和 fp 为 


os PSpo (10. 2. 32) 
由 于 


ww 十 old = SaS-iSaS-! 十 SaS-1SawS-: 
Se S (aa; 十 aiQi)9 ! a S 时 26.,S 7”! = 20; 《10. 2. 33) 


因此 它 仍然 满足 (10. 2. 14) 式 。 类 似 地 ,也 可 以 证 明 在 新 表象 中 也 
同样 满足 (10. 2. 15、16) 式 。 因 而 和 pr 也 是 适当 的 矩阵 表示 。 通 
常 ,用 (10. 2.21) 和 (10. 2. 22) 式 表示 的 a 和 BB 称 为 泡 利 - 犹 拉克 表 
象 。 

另外 ,从 (10.2. 29) 式 中 还 可 证 明 , 若 选 c = 二 1,a 的 物理 意义 
实际 上 表示 粒子 的 速度 算 符 .的 确 , 由 


ee 到 DEz,H] a [rscape] 一 ca- (10.2.34) 
即 
pe (10. 2. 35) 
当 c = 二 1 时 ,v= 二 a。 


3 10.3 狄 拉 克 方 程 的 自由 粒子 解 


为 了 解 狄 拉克 方程 的 物理 性 质 ,在 本 节 中 ,我 们 来 求 自 由 粒子 
所 满足 的 狄 拉 克 方 程 的 解 .对 于 自由 粒子 ,哈密 顿 算 符 是 
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A 


H=c&. p+ Bo (10. 3.1) 
按 本 章 的 记号 ,动量 算 符 多 一 {多 ,名 ,各 ) 一 一 i 了 2 了) 
首先 ,我 们 看 到 , 算 符 吕 和 召 对 易 


[2, 记 ] = 0 (10. 3.2) 


动量 是 守恒 量 .自由 狄 拉 克 粒 子 动量 守恒 .为 求解 自由 粒子 的 狄 拉 
克 方 程 (10.2.4) 式 , 令 


px,t) = yx)exp 


i 
却 思 | (10. 3. 3) 


使 (10. 2. 4) 式 分 离 变量 ,得 出 定 态 的 狄 拉 克 方 程 是 
(全 .1 十 外 mc2)gCxz) = ECz) (10. 3.4) 


进一步 ,由 于 矩阵 < 和 8 可 写成 以 泡 利 矩 阵 o 和 单位 矩阵 为 元 素 的 
2 x 2 矩阵 ,因此 ,可 以 将 四 分 量 旋 量 波 函数 yy 分 解 为 两 个 双 旋 量 
波 消 数 9g 和 Xx， 


内 
ys | 了 
一 一 10. 3. 5 
ys X 
J 


joel Sl ens 


即 


. 
Ep= co PX me’y 
A (10. 3.7) 
EX=copo?— mex 
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由 于 自由 狄 拉 克 粒 子 动量 守恒 ,具有 确定 动量 的 态 是 


[ls 
一 exp 
x Xo 
将 (10. 3.8) 式 代 入 (10. 3.7) 式 , 得 


| 一 me) 一 cG。PXo 一 0 
—co*phi+ (E+mc)Xo 一 0 


KP | (10. 3. 8) 


(10. 3. 9) 


方程 (10. 3. 9) 式 具有 非 零 解 条 件 是 其 系数 行列 式 为 雪 


五 一 zzc2 一 CI 六 
(10. 3. 10) 
—co*p Eme’ 


利用 泡 利和 矩阵 的 公式 
(go,A)(o0,B)=A.B++ioco. (4xXxB) (10.3.11) 
可 求 出 (10. 3.10) 式 的 解 是 
E=+ Vop' + mc =A Vp mc = AE, 
(10. 3. 12) 


(10. 3. 12) 式 中 4 二 土 1,4 的 正 、 负 号 分 别 对 应 于 狄 拉 克 方 程 的 正 
能 和 负 能 解 . 将 == AE, 代入 (10. 3.9) 式 ,得 


co*p 本 co*p 
E+mc’’ 和 A vep’ tmc 十 me’ 
(10. 3. 13) 


(10. 3. 13) 式 表明 ,一旦 w 给 定 ,Xo 就 可 求 出 .% 可 由 归 一 化 条 件 
确定 , 令 % 二 | | ,上 9 一 化 条 件 是 


Ul 
Uy 


Xo 一 


HHR= ut uu sl (10. 3.14) 


ui,uz 是 常数 .因此 ,自由 粒子 狄 拉克 方程 的 解 是 
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ppalX,t) 二 N, co*p (2X A 


多 Se 
mc?* 十 4 pr 


(10. 3. 15) 
(10. 3.15) 式 中 ,4== 土 1 表示 正 负 能 量 ,N, 是 归 一 化 常数 , 它 可 由 


| Gg (Xx,t)dix = Ouwolp A p') (10,. 3. 16) 


/moc’ 十 AE， 
和 人， 7 224E, (10. 3. 17) 


相应 于 gmlx ,it) 的 能 谱 是 EE = FE, 二 ,总结 上 述 ,自由 狄 拉克 
粒子 的 能 谱 是 正 的 连续 谱 ,1 = 十 vczt 十 mic, 负 的 连续 谱 
EE, 1 二 一 VCP 十 mc, 在 正 、 负 连续 谱 之 间 存 在 一 个 2me? 的 能 
隙 。 
现在 对 波 了 郴 数 fyi,t) 再 作 一 些 讨论 。 由 于 A 可 取 值 土 1 人 
中 的 ui ,zs 可 以 在 满足 (10. 3. 14) 式 条 件 下 取 值 ,因此 ,(10. 3. 15) 
式 实际 上 是 四 种 不 同 的 波 郑 数 。 在 对 这 些 波 函 数 进行 分 类 之 前 , 先 
注意 [六 , 问 ] = 0, 思 ,也 是 动量 算 符 久 的 本 征 态 
Pb fn = pg (10. 3. 18) 
对 每 一 个 确定 的 p, 有 两 种 态 存 在 ,一 个 对 应 于 正 能 量 ,4 二 十 1; 另 
一 个 对 应 于 人 负 能 量 ,4 一 一 1。 动量 是 好 量子 数 。 


但 是 ,轨道 角 动 量 L = r x p 并 非 好 量子 数 .因为 L 和 女 不 对 
易 . 可 以 证 明 


确定 ,结果 是 


dL: _ 1 A 
dt = LEH 
CrA A A 
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人 二 A A 
a , 儿 十 0 hs ,p,] 二 a.[L., pb.]) 


st cL&, $, 2 &, 名 2 c(&X 2 到 0 


(10. 3. 19) 
即 


(10. 3. 20) 
轨道 角 动 量 不 守恒 .这 意味 着 , 狄 拉 克 粒 子 必然 存在 内 豪 角 动量 。 
它 和 轨道 角 动 量 一 起 构成 的 总 角 动 量 才 是 守恒 量 。 为 找 出 这 个 内 
课 角 动量 ,定义 矩阵 

© 0 o: 0 Ee 
z= | 或 z= 加 = X,Yy\z) 
(10. 3.21) 
直接 利用 泡 利 算 符 的 对 易 关 系 可 以 证 明 
[3,8] 一 0， La;] 一 0 (10. 3. 22) 
[2 = 2za:， [2,,a.] = 21a,; [2,,d, | 一 21a, 
(10. 3. 23) 
算 符 三 和 五 的 对 易 关 系 是 
[2,,H] = [2,,ca pj = c[Z。 » Ap,y 十 az pz 
= 2ic(a.p,y 一 0%p:) 一 一 2ic(a x p), (10. 3. 24) 
因此 有 
万 
| 到 ,如 |= 一 这 ca x p) (10. 3. 25) 
利用 (10. 3. 20、25) 式 , 定 义 总 角 动 量 为 
7 一 也 十 总 了， (10. 3. 26) 
则 
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7 


0 5 
1 
| 
一 了 (10. 3. 34) 
0 
—1] 
4s 的 本 征 信 和 是 士 丸 /2。4s 的 本 征 矢 是 
Ui Ul 0 0 
| E | ， (10. 3. 35) 
0 0 wl Ul 
其 中 
1 0 
a | |， Ui 二 | (10. 3. 36) 
0 1 


是 oz 的 本 征 矢 .因此 ,自由 狄 拉克 粒子 的 波 函 数 (10. 3. 15) 式 可 按 
正 负 能 量 , 正 负 涡 度 来 进行 分 类 .将 (10. 3.15) 式 写 成 


i A 二 土 1 
pp ne = Na cop exp[ 字 (pz 一 AE,t) |], 可 
?2C2 十 和 证, 
(10. 3. 37) 


4 的 正 、 负 表示 正 、 负 能 量 ,o 的 正 、 负 表示 正 、 负 涡 度 。 波 函数 ,1.。 
的 正 交 归 一 条 件 是 


C Yo [pyre > 一 uOwro(p, — p!) (10. 3. 38) 


上 面 的 结果 表明 :电子 存在 负 能 态 . 为 了 克服 跃迁 到 负 能 态 的 

困难 , 犹 拉克 提出 了 “ 空 穴 ” 理 论 .假定 在 真空 状态 下 ,所 有 负 能 态 

都 已 被 电子 填 满 ,因此 根据 泡 利 不 相 容 原理 ,在 真空 中 运动 的 能 量 

为 正 的 电子 不 可 能 跃迁 到 负 能 态 中 去 .这 种 被 填 满 的 负 能 态 称 为 

费 米 海 ， 它 只 起 一 个 背景 的 作用 。 在 负 能 态 中 的 电子 , 它 的 能 量 和 
565 


动量 是 不 能 观测 的 .只 有 从 费 米 海中 移 去 一 个 或 多 个 电子 时 , 才 会 
产生 可 观测 的 效应 。 例 如 ,如 果 由 于 某 种 外 来 作用 ,把 负 能 态 中 的 
一 个 电子 激发 到 正 能 态 ,从 而 使 得 负 能 态 中 出 现 一 个 空 穴 , 于 是 这 
个 空 穴 就 类 似 于 某 种 具有 正 能 量 的 东西 .这 是 因为 ,原来 在 负 能 态 
中 的 电子 ,能 量 为 一 上 , 二 0, 质 量 为 一 m 二 0, 电 荷 为 一 e 二 0. 当 
它 激 发 到 正 能 态 后 , 负 能 态 中 便 减 少 了 上 述 能 量 、 质 量 和 电荷 ,出 
现 了 一 个 空 穴 , 空 穴 的 能 量 为 十 Es > 0, 质 量 为 十 m 0, 电 和 荷 


为 十 e 这 0, 这 种 空 穴 , 狄 拉 克 称 它 为 正 电 子 (positron), 它 是 电 


子 的 有 反 粒 子 。 正 电子 在 1932 年 被 安 德 阳 (Anderson) 在 宇宙 线 中 
发 现 , 正 电子 的 预言 并 被 实验 证 实 是 相对 论 量子 力学 的 一 个 重要 
功绩 。 当 然 , 对 正 、 负 电子 的 严格 的 了 解 应 该 通过 将 狄 拉 克 场 少量 
子 化 后 给 出 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 量子 场 论 方面 的 有 关 书 籍 。 


3 10.4 ”电磁 场 中 的 狄 拉克 方程 


为 方便 起 见 ,我 们 将 电磁 场 写 成 四 维 协 变 的 形式 ,电磁 场 由 四 
维 矢量 4,(z) = {4o(x) ,4A(z)} 描述 。 设 狄 拉 克 粒 子 的 电荷 为 
e, 为 满足 规范 不 变性 , 它 的 四 维 动量 是 


Re Be A (10. 4. 1) 

在 电磁 场 中 的 狄 拉克 方程 是 
oi ho 一 £ Alz) pz) 一 | X。| 北 一 人 4Cz)| 十 pmcz |wz) 
(10. 4. 2) 


或 
.99 [4 2 
i = [ce 。(p 一 二 4(z)) 十 eAo(z) 十 Bmec’: jy(x) 
= (HH, Hy (10. 4. 3) 


式 中 
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rr 


"TT 


H,=ca'p+t Bme’ (10. 4. 4) 


3 Se a» ACX) 十 ed4v(z) = 一 人 v* ACz) 十 ec4,Cz) 
(10. 4. 5) 
式 中 v = ca 是 速度 算 符 。 
现在 讨论 (10. 4. 3) 式 的 非 相 对 论 极限 .将 少 写 成 双 旋 量 形式 


(10. 4. 6) 


(10. 4. 3) 式 变 成 


下 ee 四 
_| 二 eAo(z) | | 十 zzac2 
pd i 


9 x 
(10. 4.7) 
式 中 ,由 (10. 4. 1) 式 , 普 一 尸 一 二 4。 令 
9 9 . mc’t 
中 j- [9 exp( —i (10. 4. 8) 
代入 (10.4. 7) 式 以 去 掉 自 能 项 ,得 
| -cr + ea] — 2me| "| (10. 4. 9) 
9t\x 9 X x 


先 讨论 这 方程 的 下 面 一 个 分 量 。 在 非 相 对 论 近 似 下 ,动能 远 小 于 静 
能 ，|i 太 9X/3t| 之 |mzc2X|， 同 样 , 库仑 能 量 也 远 小 于 静 能 , 即 
leA。(z)X1 < 入 1me*X|, 于 是 有 


CI。TT 
光一 Dm (10. 4. 10) 


(10. 4. 10) 式 表 明 ,在 非 相 对 论 近 似 下 ,四 旋 量 少 中 的 X 分量 远 小 
于 ?8 分量, 它们 之 间 的 数量 级 近似 是 
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er 一 一 
ee me er ee 


1 vv 
jx| | (10. 4. 11) 


将 (10. 4. 10) 式 代 入 (10. 4.9) 式 的 上 面 一 个 分 量 的 方程 式 中 ,得 
出 


10 HT _ GT*o.T 


PCZ) 十 e4o(Zz)MZ) 


(10. 4. 12) 
利用 公式 
(gog.A)(o.B)=A.:B+io(A x B) (10.4.13) 
将 (10. 4. 12) 式 右 端的 第 一 项 化 简 ， 
OG*T*O*T=7T+io* (TXT) 
去 (2 二 4Cz)| tio| | 一 太一 TACz) 
x [一 下 一 4CD| | 
= |P 一 人 4(zD| ~ Eho(v X 用 
= | 一 全 4(z)] 区 所 co ， .B (10. 4. 14) 


将 (10. 4. 14) 式 代 入 (10. 4.12) 式 后 ,得 


e 2 
| p— £4| 
i CE | 人 — 0. s+ est) ee 
t 


2m 2m 
(10. 4. 15) 


(10. 4.15) 式 正 是 泡 利 方程 .9 的 两 个 分 量 描 写 自 旋 的 两 个 自由 
度 。 由 此 可 见 , 犹 拉克 方程 确实 是 非 相 对 论 量 子 力学 中 泡 利 方程 的 
推广 ,因此 , 它 和 泡 利 方程 一 样 ,都 描述 自 旋 为 1/2 的 粒子 的 运动 。 
而 且 自 旋 这 个 自由 度 , 无 论 是 在 相对 论 量子 力学 中 还 是 在 非 相对 
论 量子 力学 中 , 它 都 同样 存在 。 
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10.5 狄 拉克 方程 的 协 变形 式 


狄 拉克 方程 具有 洛 伦 兹 协 变 性 ,在 洛 伦 效 变换 下 , 狄 拉克 方程 
的 形式 不 变 。 因此 , 把 狄 拉克 方程 写成 四 维 协 变形 式 , 会 给 理论 计 
算 带 来 方便 。 

从 狄 拉 克 方 程 (10. 2.4) 式 出 发 ,以 8/c 乘 每 一 项 后 ,得 


3 
| 和 十 > poi 了 — mcly(z)=0 (10.5.1) 
k=1 


式 中 zx* 满足 (10. 2.7) 式 。 定 义 


7 = Bp, Y= Bali= 1,2,3) (10. 5. 2) 
(10. 5. 1) 式 化 为 
9 3 9 
et Ba Ma da A 
(10. 5. 3) 


按照 (10.5. 2) 式 ,Y*(p = 0,1,2,3) 是 个 4 X4 的 矩阵 , 它 的 对 易 
关系 可 以 由 矩阵 8, a; 的 对 易 关 系 (10. 2. 14、15、16) 式 给 出 。 结 果 
是 


yy + 一 2g2 (10. 5. 4) 
而 且 YG = 1,2,3) 是 乏 正 矩阵 
(7)+ = (7)-! (10. 5. 5) 
并 且 是 反 厄 米 的 
(YI)+=— 7 (10. 5. 6) 
因为 XY 矩阵 满足 
(C7)? a Py (10. 5.7) 
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但 7 和 矩阵 是 厄 米 矩 阵 
(7°)+= 7° (10. 5. 8) 
而 且 满 足 
(yo)2 = 1 一 ?yoyo (10. 5. 9) 
由 (10. 5. 2) 式 ,XY 矩阵 的 形式 是 


| 0 1 0 
= | | 7° -| (10. 5. 10) 
—o 0 0 一 1 


通常 ,(10. 5. 3) 式 可 以 省 写 为 


9 
[ia7 3 — me) yt) =— 0 (10. 5. 11) 


式 中 引入 相同 指标 求 和 的 爱 因 斯 坦 记 号 , 即 


= es 1 2 73 
pA Fz wr7Y3 TI 十 ”了 2 十 7 可 二 


(10. 5. 12) 
在 文献 里 ,习惯 上 还 常 使 用 纳 贝 拉 剑 号 (Nabla dagger) 


3 三 全 = 7* 


一 YU 一 人 . 
j "+ dr EY 


(10. 5.13) 
或 费 受 剑 号 (Feynman dagger) 


3 
A=7A,= gar hr=7A — SA'=7 A mY.A 


£=1 


(10. 5. 14) 
式 中 4, 是 任意 四 维 向 量 . 于 是 ,(10. 5. 3) 式 变 成 


GR 一 Mac)0z) = RF — mc)p lr)=0 
(10. 5. 15) 
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或 者 ,引入 四 维 动量 算 符 pi , 将 (10. 5.15) 式 写成 
($C—~— mc)y(r)=0 (10. 5, 16) 


而 有 电磁 场 存 在 的 狄 拉克 方程 (10. 4. 2) 式 是 
fp—SA—mlyr)=0 (10. 5. 17) 
下 面 讨论 狄 拉克 方程 的 洛 伦 兹 不 变性 ,四维 时 空中 的 线 元 是 
dS? = dzx’dz, = gudr’dz’ (10. 5. 18) 
8 一 diagfl, 一 1, 一 1, 一 1) 一 gw” (10.5.19) 
洛 伦 兹 变换 是 保持 四 维 线 元 不 变 的 变换 。 令 时 空 变换 为 


(x) 一 es Cl (10. 5. 20) 
“= 
则 洛 伦 兹 变换 要 求 
Et RR ee, (10. 5. 21) 
即 
dzdzi = asasdz'dzxs 一 dzrdr = Sdx'dz, 
(10. 5. 22) 
于 是 得 
ara’ 一 6 (10. 5. 23) 


(10. 5. 23) 式 是 洛 伦 效 变换 必须 满足 的 条 件 。 由 (10. 5. 23) 式 两 边 
取 行 列 式 后 得 


(deta*)? = (10. 5. 24) 
这 有 两 种 可 能 , 即 detat = 十 1 及 deta' = 一 1, 前 者 称 为 正 洛 伦 兹 
变换 ,后 者 称 为 非 正 洛 伦 效 变换 。 


狄 拉克 方程 的 洛 伦 兹 协 变性 要 求 , 作 洛 伦 兹 变换 后 ,在 {zx/) 
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参考 系 中 , 狄 拉克 方程 仍然 具有 下 面 形式 : 
7 


. ee 
in7 ee 


— mciyg (rx)=0 (10.5. 25) 


由 于 相对 性 原理 ,在 {z,} 参考 系 中 的 7' 矩阵 也 应 该 满足 对 易 关 系 
XI AT 十 YYY'r 2g” 
(XY'°)+ = 7, CF Ys y: 
而 坐标 系 之 间 的 变换 相当 于 一 个 么 正 变换 ,因此 7 与 XY 之 间 也 必 
然 可 以 通过 一 个 么 正 变换 相互 联系 , 即 
“=U+yU, Ut+=U7™ (10. 5. 27) 


又 因 么 正 变换 不 改变 体系 的 物理 性 质 ,因此 不 失 普遍 性 ,可 以 取 两 
个 参考 系 之 间 的 7 矩阵 相同 , 即 


7 一 Me (10. 5. 28) 


(10. 5. 26) 


(10. 5, 25) 式 变 为 


i 无 Yr 9 


F327 mc yzx')=0 (10. 5. 29) 


再 考虑 波 函 数 的 变换 。 由 于 狄 拉 克 方 程 是 线性 方程 ,V(x ) 与 
J(zx) 之 间 的 变换 也 必然 是 线性 的 ,有 
yz) = Yar) = Sor) = S(ayla zr’) 
(10. 5. 30) 
式 中 二 (a%) 是 洛 伦 兹 变换 所 对 应 的 矩阵 .S (a) 是 4 X 4 矩阵 ,是 
a 的 函数 .注意 洛 伦 兹 矩阵 a 只 依赖 于 两 坐标 系 之 间 的 相对 速度 


以 及 两 坐标 系 取向 之 闻 的 相互 夹 角 ,因此 ,S 必 有 道 变 换 , 既 可 从 
参考 系 4 出 发 讨论 参考 系 ,也 可 以 反 过 来 从 B 出 发 讨论 4. 即 有 


yz) = Sa lr) = Sa ar) (10.5.31) 


(10. 5. 30) 式 可 改写 为 
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px) = Sla rz)= Sla yar) (10.5. 32) 
比较 (10. 5. 31) 和 (10. 5. 32) 式 , 得 
Si(a)= S(a ') (10. 5. 33) 


为 了 进一步 确定 变换 矩阵 S, 我 们 先 来 求 S 必须 满足 的 条 件 。 将 
(10. 5. 31) 式 代 入 狄 拉克 方程 (10. 5. 11) 式 , 得 


9 
ZL 


[i# yxS-1(a) 


mcS -Co) |y ED EG TD 


以 S(a) 左 乘 (10. 5. 34) 式 得 


9 
9r’ 


i Ah SCa)S-i(a) 


一 me |y (7T’) = 0 (10.5.35) 


利用 两 个 坐标 系 之 间 的 变换 关系 式 (10. 5. 20) 式 


(10. 5. 36) 


可 将 (10. 5. 35) 式 写 成 


{iCSCa)Y"S (a)a?] 了 me |Y dz) 二 


(10. 5. 37) 
比较 (10. 5. 37) 和 (10. 5. 25) 式 , 得 
S (aS (a 一 入 (10. 5. 38) 
或 者 ,利用 (10. 5. 23) 式 , 得 出 (10. 5. 38) 式 的 另 一 种 表述 形式 是 
ac 一 (Za)X9 (Ca) (10. 5. 39) 


《10. 5. 39) 式 是 决定 SCa) 的 方程 式 。. 可 以 证 明 ,满足 (10. 5. 39) 式 
的 解 S(a) 确实 可 以 找到 。 例 如 ,对 于 无 穷 小 的 洛 伦 效 变换 


人 一 0 十 Aw (10. 5. 40) 


4w: 是 小 量 ,矩阵 S 是 
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BY CA 了 ouhoi (10. 5. 41) 


式 中 


0 三 
是 个 由 >Y 和 矩阵 构成 的 张 量 直接 将 (10. 5. 41) 式 代 入 (10. 5. 39) 式 
后 可 以 证 明 它 确实 满足 (10. 5. 39) 式 。 至 于 一 般 的 洛 伦 兹 变换 的 
S ,也 可 以 由 无 穷 个 无 穷 小 的 变换 给 出 。 
另外 ,7 和 矩阵 还 有 一 些 很 重要 的 性 质 。 可 以 证 明 , 任 何 4 X 4 的 
厄 米 矩阵 ,彼此 线性 独立 的 一 共 只 有 16 个 .而 且 它们 都 可 以 通过 7 
矩阵 表示 。 将 这 十 六 个 线性 无 关 的 矩阵 记 为 (sp,n = 1,2,…， 
16, 则 这 些 矩 阵 是 、 


(7¥,7, — 7,7,) = [Ye (10. 5. 42) 


ms =1 一 个 

Te 四 个 

IT, = op =— OO, 六 个 (10. 5. 43) 
T? = io717273 7 三 X 一 个 


I YY 四 个 


上 脚 标 S,V,T,P,A 分 别 表示 标量 .矢量 . 张 量 . 唐 标量 和 轴 矢 量 。 
这 些 矩 阵 有 许多 重要 性 质 ,如 
(i) 对 每 一 个 位 (nn == S,V,T,P,A) , 均 有 


(一 十 1 或 一 1 (10. 5. 44) 
(ii) 除外 ,对 每 一 个 丫 , 最 少 一 个 有 六 ,使 它 满足 
PI™ =— I (10. 5. 45) 
利用 性 质 Gi) 和 (Qi) ,得 


t=— Pm =+ mm™)? (10. 5. 46) 
两 边 取 阵 迹 ， 
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士 tr 天 = trv ”= tr (TT™)? 一 tr 人 (7 一 0 
(10. 5. 47) 
即 除 I 外 ,所 有 其 余 的 15 个 矩阵 的 阵 迹 均 为 零 


(iii) 对 给 定 的 六 和 (a 关 b) ,总 可 找到 另 一 个 启 , 但 这 个 六 
不 是 天 ,使 得 


有 人 (10. 5. 48) 
f%) 是 一 个 常数 , 视 a,6,n 不 同 而 可 能 取 不 同 的 值 。 例 如 
BrY = 7,7, = A 一 一 ic =— iI,, 

(10. 5. 49) 


(10. 5. 48) 式 中 的 f = 二 一 i, 余 类 推 。 
利用 性 质 Q@) ,Gi) 和 (二) ,容易 证 明 (10.5. 43) 式 的 16 个 矩阵 
确实 线性 无 关 。 因 为 如 若 不 然 , 必 有 


>,a 一 0 (10. 5. 50) 


上 式 乘 以 TI” = ,并 取 阵 迹 后 ,有 
0= >)axtrImfm = antr(pm) 十 Doartrf or 
= RC 1) 十 0 (10. 5. 51) 
因此 a, 二 0,( 对 所 有 mm 关 5). 若 I" 二 ,有 
0= trojaTST = astr(TS)? + 4 >)artrT™ 
S 本 0 (10. 5. 52) 


因此 as = 0, 以 致 满足 (10. 5. 50) 式 的 所 有 系数 a, 均 为 零 ,16 个 六 
线性 无 关 。 
(1v) Ys 矩阵 满足 
zi 十 7 一 0 (10. 5. 53) 
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这 [Ys 07, ph 0 ch Pt fh pp 
=0 (10. 5. 54) 
由 (10. 5. 41) 及 (10. 5. 54) 式 得 
[SCa),7s]=0 (10. 5. 55) 
定义 = +7, 则 在 坐标 变换 下 
YTV x) = pt rNY rx) = Yt (rx)St TSYx) 
= (TVS Sgr) = yr z) 
因此 YCz)YCz) = Y(z)TSy(z) 确实 是 标量 , 同 理 ,还 可 证 明 ,Y7Ysy 
是 磨 标量 ,JY"y 是 矢量 ,J7YYYy 是 唐 矢 量 ,yo"% 是 二 阶 张 量 , 所 谓 


“ 磨 ”, 指 在 正 洛 伦 兹 变换 (det'a? 一 十 1) 下 和 普通 非 磨 的 相应 的 量 
变换 相同 ,但 在 非 正 洛 伦 效 变换 (detw 二 一 1) 下 反 号 。 


$ 10. 6 连 力 场 中 的 狄 拉克 方程 


考虑 狄 拉克 粒子 在 转 力 场 中 的 运动 。 电 子 在 库仑 场 中 的 运动 
是 这 种 情况 中 的 一 个 特例 。 
转 力 场 V = V(r) 的 定 态 狄 拉克 方程 是 


[ce-: pi+mep+i+VGr) ly = Ey (10. 6. 1) 


先 讨论 非 相对 论 近 似 下 的 渐 近 解 . 令 少 = 上 ,仿照 $10.3 中 公式 
(10. 3.7) 式 的 讨论 ,得 
co pX+mcpi+ V0)p= Ey (10. 6. 2) 


， 特别 强调 指出 ,不 同 的 书 y 矩阵 的 定义 不 同 , 狄 拉克 方程 协 变形 式 的 写法 也 不 
同 .例如 着 取 7 二 一 ypa ,74 = p,7s = 71727374, 则 狱 拉克 方程 是 (7。 5 +my=0 
0 1 


(一 < 一 上 D, 这 时 的 7 二 (， | 与 本 书 的 一 【1 0 


) 不 同 , 请 读者 特别 注意 。 
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co* pp— moX+ Vr)z = EX (10. 6. 3) 
将 能 量 五 写成 
E=E mc’ (10. 6. 4) 
E' 表示 除 静 能 外 的 其 他 能 量 。. 由 (10. 6. 3) 式 得 


co*p 
me 十 五 — VY 


在 非 相 对 论 近 似 下 ,1E' 一 Vi < 2mc?,(10. 6. 5) 式 近 似 变 为 


光一 (10. 6. 5) 


x ~ gc|1 se 2 |o: pp (10. 6. 6) 
将 (10. 6. 6) 式 代 入 (10. 6. 2) 式 后 得 


1 
Ke “。 p)(o* pp— (go »p)(o* p)9 


Amic? 2 


十 一 一 (0G* pViogo .pp Vo= Ep (0.6.7) 


4m i - 
利用 公式 (10. 4. 13) 式 , 得 
(op)(o.p)=p’ (10. 6. 8) 


(rp)7o.p) 一 Ta.p)(c.p) 十 Lac:(pV)] op) 
一 Yp2 十 (CpV)p 十 iacLCY)XP] (10.6.9 


可 将 (10. 6.7) 式 写 成 


Se 


» 二 
| 27m 半 dE Pp pp 
1 . 
es {(pV) Cp9) + io[ (pV) x pp} = 
(10. 6. 10) 
在 非 相 对 论 近 似 下 , 左 端 第 二 项 


2 4 
0 


dm?c 47722C 8772Cc 
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可 以 略 去 。 右 端 


A (cp? 二 mic) me? pp” 本 万 
2m 8mic? 


(10. 6. 12) 
的 第 二 项 也 可 略 去 。 而 

dV dy 

. eb 
(pV) (pz = 一 训 于 和 (10. 6. 13) 

(pV YX p=—ihv) Xp——iil drxp 
ed (10. 6. 14) 
7 dr 


(10. 6. 10) 式 化 为 


p’ __ dVdy hh 1d yo pv 
| 大 +V0) jp 4mic’ dr a r dr Lp=Ey 


即 
Pp __h dVdy .Lo EF 
bs yo) jy 4mic’ dr dr 十 和 03 Lo= Ey 
(C10. 6. 15) 
式 中 
dr 
7) 一 i 关于 (10. 6. 16) 


(10. 6. 15) 式 中 的 6)?S ， 工 项 正 是 我 们 在 第 六 章 讨论 谱 线 精细 结 
构 时 的 相对 论 修正 项 .现在 证 明了 它 可 以 由 狄 拉克 方程 给 出 ， 

讨论 一 般 情 况 下 转 力 场 中 的 狄 拉 克 方 程 (10. 6. 1) 式 , 先 来 考 
察 一 下 这 时 的 守恒 量 。 在 8$ 6.7 中 我 们 曾 指出 ,如 果 只 计 及 相对 论 
修正 项 6r)S … 工 , 则 五 ,7?,J.,L? 是 完备 集 ; = pim,。 现 在 要 指 
出 ,对 于 完整 的 狄 拉克 方程 (10. 6. 1) 式 ,L? 不 再 是 守恒 量 ,! 不 再 
是 好 量子 数 ,因为 
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[L,Hl= cLL,a.p] 
一 c(ZLZ,a pl+[L,a: pl) 
=ifictL. (aXxXp)+ laxp)*L|A0 
(10. 6. 17) 


同样 荆 . 工 也 不 是 守恒 量 , 因 为 
2 La 。 3 万 
J = [+ 党 = 十 AZ 十 池 
(10. 6. 18) 
7 守恒 ,L? 不 守恒 ,2* 工 当 然 也 不 守恒 .我 们 必须 另外 找 新 的 守恒 
量 ,现在 证 明 
K==Ak=p(2.L+n) (10. 6. 19) 
是 守恒 量 。 由 于 [2,pB] 了 0, 因 此 [K,B] = 0。 而 
[K,H]= [hx,H]= cir,oa: pj] 


=c[BE. La* pj+hc[lB,oa. p] 
=cBLl2* L,apl;+ 2fcBaep (10. 6. 20) 


推导 (10. 6. 20) 式 时 曾 利用 ap = 一 Ba ,再 利用 恒等式 


(aC »A)(Z .BB)= (£2. A)(o.B) 
=7Y(A4.B)+ia.: (4XB) (10.6.21) 


ee (dam 


(Z£.L)(a*p)=7YL .p+ia(L Xp) 
=Y(r Xp):p+ia(L Xp) 
=ia(L Xp) (10. 6. 22) 


以 及 (a.p)(C .ZL) 一 ic(pPXZ), 因 此 
[ZE.L,a.p];=ic(LXPp 十 PPXEL) (0.6.23) 


而 
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不 XPD 一 (rrXP)XD 一 (rp)PD 一 rCPPD) 一 (rr。P)P 一 7D? 
pxL=px(rxXxp)=p"*r.p)— (pr)p 
=rp:+ 3p—iip— (r* pp 

~=rp:— (rpp+2itp 
代入 (10. 6. 23) 式 后 ,得 
[ 王 .7,a.p] 一 一 2 万 ao。 (10. 6. 24) 


于 是 ,从 (10. 6.20) 和 (10. 6. 24) 式 得 [天 ,五 ] = 0, 天 是 守恒 量 。 同 
样 ,还 可 以 证 明 [LJ ,KK] = 0, 因 此 在 转 力 场 中 , 算 符 H,K,J’,J. 构 
成 完备 系 , 它们 有 共同 的 本 征 函 数 , 相应 的 本 征 值 分 别 为 £， 
一 大 kj 十 1) 冯 ?和 zj 刻 . 而 且 , 本 征 值 « 与 ;7 有关。 因为 


天 -=PB2°L+h)B ZE L+Ah)= (Li+n)" 
= 十 iE(L XL)+2h2E.L+ 


0 (10. 6. 25) 
而 
2 2 人 
J = 人工 十 到 3| 一 严 十 访 互 了 十 立 训 (10.6. 26) 
因此 得 出 
一 帮 十 南开 (10. 6. 27) 
它们 的 本 征 值 之 间 满 足 
2 
pe 一 1 十 1 如 十 去 让 一 |7 十 于 加 (10. 6. 28) 
于 是 有 


«一 土 |j 十 二) 一 寺 1， 士 2， 士 3 (10. 6. 29) 


对 于 给 定 的 j,* 有 两 个 值 ,相当 于 两 种 不 同 的 宇 称 态 。 在 非 相 对 论 
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极限 下 ,< 之 0 对 应 于 自 旋 与 总 角 动 量 反 平行 ,ck 扩 0 对 应 于 自 旋 与 
总 角 动 量 平 行 。 
算 符 天 的 窍 阵 是 


(10. 6. 30) 
\ 0 一 G。 了 一 大 


如 果 有 一 个 四 分 量 的 旋 量 波 函 数 %, 它 同时 是 瓦 ,K ,天 ,.7- 的 本 征 
函数 , 它 的 两 个 二 分 量 旋 量 波 函数 如, 姑 满足 
(a .十 记 )ga =— riga, (go* L+H)ys = kA 
(10. 6. 31) 


Tyga = [L+ | yas = 7 11) Higa,s (10.6. 32) 
J .fa,8 一 [去 了 fasB 一 mih fa, (10. 6. 33) 


由 于 一 一 和 0* 工 一 子 避 ,由 (10.6.31) 和 (10.6.32) 式 可 见 ,y4， 
ya 分别 也 是 的 本 征 隔 数 ,它们 的 本 征 值 分 别 记 为 ia(la 十 1) 
和 Lalls 十 1) 如 .但 注意 由 V4,Ys 组 成 的 四 旋 量 波 函 数 y = 网 
不 是 L* 的 本 征 函 数 ,因为 妃 与 天 不 对 易 。 利 用 (10.6.31) 和 
(10. 6. 32) 式 可 以 求 出 这 些 量子 数 之 间 满 足 


-e+D 一 4 十 1D 十 填 ， 


(10. 6. 34) 

“一 j0 二 D 一 ie 十 D) 十 元 
由 于 “一 土 [+ Ci 的 x, 由 (10. 6. 34) 式 可 
求 出 相应 的 4 和 1s, 结果 是 : 当 «=+ | 十 当时 ,i = 了 十 玛 ， 
. 1 1 . 
ls 一 jj 一方 当 上 一 一 | 7 十 计 ] 时 ,4 一 j 一 吉 "s 一 j 十 去 ,对 
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于 一 个 给 定 的 j, 相 应 于 * 的 两 个 可 能 值 ,Ws 也 有 两 个 值 .例如 , 当 
7 三 1/2,la 可 取 值 0 和 1(Sy; 态 和 Py 态 )。 这 和 非 相 对 论 量子 力 
学 时 的 情况 很 相似 ,但 现在 重要 的 是 ,对 一 个 固定 的 x,ya 和 ys 的 
轨道 宇 称 必然 相反 ,因为 ls 和 4 各 差 1。 

因此 , 若 将 狄 拉 克 方 程 (10. 6. 1) 式 的 解 写成 


轩 网 
pa 
其 中 yx 是 个 归 一 的 与 7 无 关 的 自 旋 和 角度 的 函数 , 它 是 .72,7 
性 ,当然 也 是 5 的 本 征 肖 数 , 就 一 定 可 将 方程 (10. 6. 1) 分 离 变量 。 


3Y 是 产 的 量子 数 为 ! 的 球 谐 函数 的 组 合 . 当 了 一 ! 十 方 时 ， 


a yl) Ct 
| a er 


g(r) yu 
if (7) yy 


(10. 6. 35) 


(10. 6. 36) 
当 j=! 一方 时 
2 
J 一 m+ 十 hy 1+m 十 二 10 
mi vy" 3 vy”) 
Yi HAF 7 [+ Wt | 
(10. 6. 37) 


(10. 6. 36) 和 (10. 6. 37) 式 的 系数 是 相应 的 克 莱 布 希 - 高 登 系数 。f 
和 g 依赖 于 x。 将 (10. 6. 35) 式 代入 (10. 6.1) 式 ,得 


a “pgs = (E ~— V(r) ~— me)ya 


(10. 6. 38) 
co p= (EE ~— V(r)— mc’)ys 


注意 到 
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oo*p= | -inr 半 +io:L 
(10. 6. 39) 
直接 计算 可 以 证 明 
A ee Re (10. 6. 40) 


因为 算 符 (o，r)/r 作用 在 yx 上 后 , 它 的 结果 也 是 ,J.,L 的 本 
征 函 数 ,而 且 j,mj 不 变 ,但 轨道 字 称 反 号 。 于 是 有 


(0 。 a 站 | 一 i#r 六 十 i L| fy 


ia dy ss D Af ly 


= 一 i 一 yy (10. 6. 41) 


同 理 可 得 


(go 。 p)ya = i yy 十 = 二 1 是 (10. 6. 42) 


将 (10. 6. 42) 式 代 入 (10. 6. 38) 式 后 ,角度 部 分 就 被 完全 分 离 了 ， 
得 出 径 向 的 联 立 方程 是 
-cg 一 下 一 所 cr- (E—V— mc’)g 
(10. 6. 43) 
《1 十 k) 真 c 


ch 十 g=(E—V++m)f 


为 化 简 (10. 6. 43) 式 , 令 (7r) = rg(r),wuzs(r) = 二 rf(7), 得 


PD En) + EV + me ulr) 
, (10. 6. 44) 
人 Elr) 一 下 (已 一 mc: — Vr) ulr) 
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3 10.7 ” 狄 拉 克 方 程 的 库仑 场 解 


利用 耦合 方程 (10. 6. 44) 式 , 可 以 讨论 氢 原 子 精细 结构 ,反常 
塞 曼 效 应 等 许多 问题 .作为 例子 ,本 节 将 讨论 狄 拉克 方程 的 库仑 场 
的 解 。 


设 势 场 为 库仑 场 
7= 一 从 (10.7.1) 
引入 无 量 纲 变 数 
ol 一 (oac2 E)/fhic, o 一 (mc? — E)/fic 
7 = ZE ~ Za = Z/137, Ey (10. 7. 2) 


方程 (10. 6. 44) 式 变 为 


d x 一 22 = 
i 
| 人 全 
a a 7 
a Se 


与 求解 类 和 氧 原子 的 醉 定 证 方程 相似 ,我 们 也 “ 抓 两 头 , 带 中 间 ”, 找 
两 端的 渐 近 行为 ,再 求 整个 级 数 解 . 设 


ui 一 ep > bnp" (10. 7. 4) 

us 一 ao (10. 7. 5) 

代入 (10.7. 3) 式 后 , 令 e “ro 项 系数 相等 ,得 出 
| too ot rb Ve/abt 0 0 ，， 


(Gs 十 gq 十 rb 一 bi 十 Yas 一 Va/%as- 一 0 
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对 g Te 0, 有 


(s— kx)ao -+ 7Yb,。 =0 
(10. 7.7) 


《s 十 kK)po 一 ya 一 0 
ao,bo。 有 非 零 解 的 条 件 是 (10. 7.7) 式 的 系数 行列 式 为 零 ,得 
s = 二 十 We 一 7 (10.7.8) 


要 求 出 东 缚 态 解 , 波 函数 4 必须 可 以 归 一 化 , 即 |%r ydsz 有 限 .从 
而 要 求 


jalde<%, hudp<o 0.7.9) 


即 w, 和 wi 在 原点 op 习 0 的 行为 必须 比 o””” 慢 , 即 s 二 一 1/2。 又 因 
ee— 7min() — 7 ~ 1— (2Z/137): (10.7.10) 


min(xk)? 表示 r? 可 能 取 的 最 小 值 , 由 (10. 7.10) 和 (10.7. 8) 式 得 
出 ,s 不 能 取 负 根 。 

另 一 方面 , 当 p 一 ce 时 ,由 (10.7.4 一 6) 式 可 见 , 忆 和 C 将 发 
散 , 因 而 必须 将 (10.7.4、5) 的 级 数 中 断 为 多 项 式 . 假 定 两 个 级 数 
都 在 n' 项 中 渐 , 即 


Wn!l1 一 Dar 一 二 0， Cn’ 3 0,0, 0 (10. 7, 11) 
在 (10. 7. 6) 式 中 令 qg= 二 nn' 十 1, 得 


ER (10. 7. 12) 


在 (10. 7 6) 式 中 取 g re n’ ， 以 Ql 乘 (10， 了 6) 式 的 第 一 式 ,A QiQ, 乘 
(10.7.6) 式 的 第 二 式 , 然 后 两 式 相 减 ,得 


[Lo (sin mr) + Voda — [Volsin tn) 一 op 一 0 
《10. 7.13) 
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联 立 (10.7. 12、13) 式 , 消 去 av/b, ,得 


2V aias(s 十 7 ) 一 Yo 一 2) (10. 7. 14) 
将 ,as 的 关系 式 (10.7. 2) 式 代 入 《10.7.14) 式 , 得 

V (mec) — Eil(s+n’) = EY (10. 7. 15) 
于 是 得 出 能 量 的 本 征 值 是 


| 7 Zi 
a 1 十 > 2 
Wa | J 二 ze 


(10. 7.16) 


(10. 7. 16) 式 表明 , 巨 只 依赖 于 ww 和 |x| = 了 十 去 ,引入 主 量子 数 


7, 令 
-w+ ll w+ (i+ 二] (10. 7.17) 


由 于 7 = 0;,1;2,… ,因此 n= 1,2,3,…。 展 开 (10.7.16) 式 ,得 


pa li 1 1 3).. 
E = mc 2 xn? 2 nn 7 二 1/[2 4n | 
(10.7. 18) 
电子 的 电离 能 Eiw 是 
En= mc 一 匹 
ee 
(Za)’ 
FF 
Za 1 1 LV 1 3 
< mc! (Za) [Bi + | 二 | | (10.7.19) 
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由 (10.7.19) 式 看 出 ,Eio 与 (Za) 的 正 负 号 无 关 , (Za) 表示 势 场 的 
强度 ,因此 无 论 是 吸引 势 还 是 排斥 势 , 不 影响 和 Eios 的 值 。 

对 于 基态 ,w = 二 0,* = 一 1 和 一 1,1 = 1/2, 这 个 基态 1Sy, 的 
能 量 是 


Es,, = mcvl— Za’ (10. 7. 20) 
(10. 7. 20) 式 成 立 条 件 是 Za < 1.4 = 7 是 精细 结构 常数 , 当 
2Z 一 137 时 ,Eis， 一 0。 曲 线 天 ss，(Z) 的 斜率 
dEis,,,(Z) 2_. 2° 

47 一 一 mc 本 3 co (10.7.21) 

基态 的 波 函 数 是 
po = 
2 (s) 
N Z a | a 。 3 

pe > 1(1C— “~ (Za) ?rx 


(10. 7. 22) 


式 中 , 当 m; 二 1/2 时 ,x 是 | | 二 要 1/2 时 ,x 是 | | ,N 是 
归 一 常数 ,由 (10. 7. 22) 式 可 求 出 


N = 2 V1-(20°-1 1+ v1l— (Zay’ 


(10. 7. 22) 
T(l+2 v1 — (Zo)’) 


式 中 (zx) 二 | se 地 是 天 函数 ,a 是 玻 尔 半径 .由 (10.7. 20) 式 
看 出 , 如 果 把 原子 核 看 成 是 个 点 核 ,Z 的 临界 值 Z. = 137, 当 
Z  Z. 时 ,能 量变 成 虚数 ,基态 不 再 存在 ,进一步 的 计算 表明 ,如 
果 把 核 看 成 是 个 均匀 荷 电 球 ,Z 的 临界 值 将 变 为 Z. = 二 172。 
由 (10. 7. 16) 式 可 以 解释 氨 原 子 的 精细 结构 ,在 非 相 对 论 量 
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子 力学 中 , 氧 原子 的 能 级 只 决定 于 主 量子 数 ”在 相对 论 量子 力学 
中 ,由 狄 拉克 方程 算得 的 氢 原 子 能 级 (10. 7. 16) 式 不 仅 依赖 于 ”， 
而 且 依 赖 于 总 角 动 量 量子 数 j, 而 j 的 取 值 是 7 = 1/2,3/2,…， 
n 一 1/2 对 确定 的 n, 可 以 有 个 不 同 的 取 值 ,这 意味 着 原来 只 依 
赖 于 2 的 一 个 能 级 ,将 分 裂 为 2 个 新 的 能 级 .由 于 “很 小 ,所 以 相对 
论 修正 所 引起 的 能 级 分 裂 的 间隔 很 小 ,从 而 导 至 氢 原 子 光谱 的 精 
细 结 构 。 

但 是 进一步 的 实验 研究 表明 ,用 狄 拉克 方程 解释 氢 原 子 光 谱 
结构 还 不 彻底 .1945 年 兰 姆 (Lamb) 等 人 发 现 , 氨 原 子 的 能 级 不 仅 
依赖 于 量子 数 n 和 j. 例 如 对 于 2sy; 和 2pw; 能 级 ,虽然 n,; 相 同 , 但 
它们 之 间 的 能 级 间隔 AE = 有 Aw,Aw 一 1057.8 士 0.1MHz/s 25 
略 高 于 2p1,2 » 同样 351/2 也 略 高 于 3p1/2, 3d3/2 也 格 高 于 3pa。 这 种 
现象 称 为 兰 姆 移动 (Lamb Shift) 。 这 种 现象 用 狄 拉克 方程 不 能 解 
释 .。 另外 ,电子 具有 反常 磁 矩 的 现象 也 不 能 用 狄 拉克 方程 解释 。 对 
这 些 现象 的 完整 的 解释 需要 对 场 量子 化 ,并 考虑 辐射 修正 .这 属于 
量子 场 论 范围 .有 兴趣 的 读者 可 参阅 这 方面 的 专著 。 


8310.8 克 莱 因 伴 雇 


克 莱 因 伴 雇 是 相对 论 量子 力学 中 一 个 非常 特别 ,而 且 也 非常 
重要 的 问题 。 它 充分 体现 了 狭 拉克 方程 和 薛 定 廖 方程 的 区 别 .70 
年 代 , 特 别 在 发 现 了 J/y 粒 子 , 而 且 知道 它 是 c 夸克 和 = 夸克 的 束 
缚 态 之 后 ,不 少 人 企图 用 线性 势 或 谐振 子 势 , 用 狄 拉 克 方 程 求 cc 
束缚 态 的 能 谱 。 另 外 ,由 于 c 夸克 的 质量 远 比 x,d,s 等 夸克 的 质量 
大 得 多 ,似乎 也 可 以 用 非 相 对 论 近 似 , 用 薛 定 雇 方 程 来 讨论 这 个 问 
题 。 但 是 ,计算 表明 ,即使 用 同样 的 势 , 狄 拉克 方程 和 薛 定 请 方程 的 
结果 竟然 有 质 的 差别 ,而 且 这 个 质 的 差别 绝 非 简 单 地 用 非 相 对 论 
近似 可 以 说 明 的 。 这 就 是 因为 有 克 莱 因 伴 廖 。 

迄今 为 止 , 人 们 尚未 发 现 自由 夸克 .因此 ,由 两 个 夸克 组 成 的 
体系 可 能 只 有 束缚 态 ,而 无 单个 夸克 的 散射 态 。 如 果 两 夸克 体系 可 
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以 用 薛 定 刘 方 程 描述 , 只 要 夸克 之 间 的 相互 作用 势 了 (~) 是 吸引 
势 ,而 且 正 比 于 "(xn 之 1), 由 于 r 习 吕 时 V(r) 一 ,这 样 的 体系 
只 能 有 束缚 态 的 解 而 无 散射 态 的 解 , 夸克 被 茶 财 .但 是 ,同样 的 势 
场 如 果 用 狄 拉克 方程 求解 ,结果 就 完全 不 同 了 。 为 说 明 这 个 问题 ， 
假定 


V(r)= gr (10. 8. 1) 
由 (10. 6. 44) 式 , 取 单位 c= 二 二 1, 得 
se 二 一 Tu 二 (E+ moO— gr)u, 
g (10. 8. 2) 
= (E— m— gr)u 
现在 来 考察 7 一 ce 时 , (10. 8.2) 式 的 渐 近 行为 .这 时 有 
dui 
dr 一 一 B87Uy 
g (10. 8. 3) 
u 
3 一 87Ui 


立 后 得 


=— sf +r 守 |= g[us + gr?zo] 
人 i (10. 8. 4) 
当下 oo 时 近似 地 有 
ee (10. 8. 5) 
它 的 解 是 
a | | (10. 8. 6) 
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(10. 8. 6) 式 是 个 振荡 解 . 这 说 明 , 在 无 穷 远 处 波 消 数 不 为 零 , 这 不 
是 束缚 态 解 而 是 散射 态 解 。 

于 是 ,我 们 就 面临 着 一 个 困难 的 选择 :一 方面 ,必须 承认 莅 定 
记 方 程 是 狄 拉 克 方 程 的 非 相 对 论 近 似 ; 另 一 方面 ,我 们 已 经 证 明 ， 
同 是 线性 势 gr, 苹 定 证 方程 给 出 的 是 东 缚 态 解 , 狄 拉克 方程 给 出 
的 却 是 散射 态 解 ,显然 , 绝 不 可 能 只 简单 地 通过 作 相 对 论 修正 就 能 
将 束缚 态 解 变 成 散射 态 解 , 这 就 如 同 不 能 通过 微 扰 把 束缚 态 变 成 
散射 态 一 样 .这 种 两 难 的 局 面 称 为 克 菜 因 伴 雇 (Klein Paradox) 。 

为 进一步 揭示 克 革 因 伴 订 的 本 质 , 我 们 讨论 狄 拉克 方程 的 一 
维 半壁 势 垒 吐 穿 的 问题 。 

假定 入 射电 子 的 能 量 为 E, 动 量 为 p,p 沿 z 方 向 .在 z 方 向 存 
在 势 场 


Vo ZzZ 之 0 
V(z) = | (10. 8. 7) 
0 z= 二 0 


在 xz 二 0 区 ,电子 是 自由 电子 ,满足 


E 2 
加 一 PP: 十 mic’ (10. 8. 8) 


C 


在 > 之 0 区 ,电子 在 势 垒 内 ,满足 


[一 二 | 一 万” 十 mc? (10. 8. 9) 


犹 拉 克 方 程 和 它 的 共 罗 方程 是 
“= 全 EeV 


— Bme)y + ih 2a 3 一 0 


(10. 8. 10) 


下 全 二 全 a pmc| 3 3 一 0 
其 中 


eV =V, Zz 之 0 
| (10. 8.11) 


eV=0 zz<<0 
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对 于 入 射 波 ,(10. 8. 10) 式 的 解 是 
几 = uexp[— i(Et — pz)/#] (10. 8. 12) 
其 中 w; 满足 
[二 二 Brnc lu =0 (10. 8. 13) 
电子 的 运动 和 位 又 都 只 在 > 方向 ,所 以 (10. 8.13) 式 中 & = aa， 
p 二 p:。 事实 上 ,由 于 wi 关 0,aB 十 Ba 一 0,《(10. 8.13) 式 其 实 就 是 


(10. 8. 8) 式 . 选 五 > 0, 表 示 入 射 的 是 电子 。 对 于 反射 波 , 动 量 是 
一 pp, 对 于 透射 波 , 动 量 是 方 。 它 们 的 波 函 数 分 别 是 


几 = uexp[ — iCEz 十 pz)/#] (10. 8. 14) 
ys = upexp[— i(Et — Pz)/#] (10. 8. 15) 
zx 和 ws 满足 的 方程 是 
[二 十 az 一 mecB lu, 一 0 (10. 8. 16) 
[二 一 — ap— mc lu, 一 0 (10. 8. 17) 


WU; 十 zl 一 uy (10. 8. 18) 


由 (10. 8.13) 和 (10. 8.16) 式 ,得 
E 
后 呈 mep [Cu 二 ) = ap 人 zu —u,) (10.8.19) 


又 从 (10. 8. 17、18) 式 得 


[二 一 mep | (os 二 [ 十 三 


《2 十 2 ) 
(10. 8. 20) 


于 是 有 
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[= 十 a | 二 4) = ap (ui 一 zlr) 


全 


或 写成 


Vo — Vo i 
[2 十 a(p 十 B) |e 一 :二 及 — a(p— 2 
(10. 8. 21) 
在 (10. 8.21) 式 两 边 ,同时 左 乘 [Vo。 一 a《lp 十 8)/cj,; 利 用 = 二 1 及 
(10. 8. 13) 式 得 


_ (2V/OC(— E/ci+ap) _ 
Se re u; 三 Fu; (10. 8. 22) 


us = urtF 


这 2Yo/c £ ' 
人 WG FB 和 加 + ep 


(10. 8. 23) 
用 恒等式 
CUit QU; 一 Ui VU = 名 -tu (10. 8. 24) 
可 将 (10. 8. 23) 式 写 成 
ut u, = Ruitu; 
和 [本 my (10. 8. 25) 
(2) -2+B I 


R 表示 反射 系数 。 当 V, = 0 时 ,R = 0, 这 是 没有 势 合 ,没有 反射 的 
情况 。 结 果 非 党 合理, 但 当 V。 一 到 一 mc? 时 ,由 (10.8.9) 式 得 
万 二 0, 由 (10. 8. 25) 式 得 
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| 2V mce’ | | 2( 百 — mc’ mc? 2 


Vi 一 pc? (E— mc’)? — pic’ 


三 对 
(10. 8. 29) 


电子 被 全 部 反射 .如 果 势 又 高度 V, 继续 增加 Yo > De mc? ?万 变 
成 纯 虚 数 ,万 = 1 大 上, 透射 波 (10. 8. 15) 式 变 成 


= | (10. 8. 30) 


ps 一 xpexp 


上 4 必须 是 正 实数 ,否则 ys 发散。《10. 8.22) 式 变 成 
(2V0/c) CE/c 一 ap) 


WU; 一 一 (Vo Op Hin (10, 8. 31) 
(2V0o/c) (CE/c — ap) 
a NM MH 
wu rp pm (10. 8. 32) 
2 2 

， 攻 
Ur WU; 一 Sit 
r wr V 2 V 1 2 t 

| + 和 gw][|(z p| 丰 Pad 
(10. 8. 33) 
由 (10. 8. 8) 和 (10. 8.9) 式 又 有 

pa A eA, (10. 8. 34) 


C 
而 关 王 一 大 妇 (10.8.34) 式 是 


[2 


C 


2 
+ + p=2 


2 十 p (10. 8. 35) 


二 
对 比 (10. 8. 33) 和 (10. 8. 35) 式 得 
Ur us 一 Wi th (10. 8. 36) 


反射 流 等 于 入 射流 。 但 在 位 又 中 有 一 个 指数 训 减 的 波 (10. 8. 30) 
式 , 而 且 , 由 (10. 8. 34) 式 看 出 
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pr < Vol2E 一 Yo) (10. 8. 37) 


因为 是 负数 。(10. 8. 37) 式 在 V, 略 大 于 一 me? 时 是 可 以 满足 
的 ,但 随 着 V。 继续 增 大 , 当 V 一 时 , 轧 - 一 0, 达到 极 大 值 . 然 
后 , 随 着 V 的 继续 再 增 大 ,py 的 值 减 小 ,至 V。 = 十 mc?,p 再 变 成 
零 . 当 Y。> 歼 十 mac 后 ,成 再 变 成 实数 ,(10. 8.22、25) 又 再 变 成 是 
真正 的 解 , 但 这 是 个 经 典 力 学 不 容许 的 解 , 因 为 它 的 动能 E 一 VV。 
是 负数 。 

现在 来 看 看 反射 系数 R 随 势 又 高 度 V 的 变化 ,前面 已 经 指 
出 , 当 V。 从 0 增加 到 E 一 mc? 时 ,R 从 0 增加 到 1; 当 V。 从 E 一 mc? 
增加 到 十 me? 时,R 仍 然 是 1。 因 为 当 Vo = 二 EE 十 me: 时 ,也 为 0。 
当 V。 继续 增加 ,到 V。 一 oo 时 ,由 (10. 8. 9) 式 得 


~ _ of/E—Vo): z es 
2p5 =—2p[ (=| me | A 
人 + 2 2p 必 
于 是 由 (10. 8. 25) 式 得 
2V om 2 
, | 
| + 
we 
= | 互 = 二 (10. 8. 38) 
二 E 
ct) rp E+p 


这 里 特别 要 强调 , 当 势 驹 无 穷 高 时 ,反射 系数 R 关 1, 并 非 全 反射 ， 
仍然 有 一 部 分 粒子 穿 透 了 势 又 .这 时 的 透射 系数 万 是 
D=1-R= 天 2 (10. 8. 39) 
上 


C 
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这 种 情况 与 非 相 对 论 量子 力学 完全 不 同 .在 醉 定 户 方 程 中 ,对 于 半 
壁 无 穷 势 又 ,因为 在 无 穷 势 又 区 透射 波 函 数 为 零 , 所 以 透射 系数 PD 
为 零 , 为 了 估算 狄 拉 克 方 程 给 出 的 透射 系数 的 大 小 ,假定 p = me， 
这 里 m 是 静 质 量 , 则 


a 
< 


有 83% 的 入 射 粒子 穿 透 了 无 穷 高 的 势 倒 .这 种 和 醉 定 证 方程 给 出 
的 结果 完全 不 同 现象 正 是 克 莱 因 伴 廖 。 

为 了 解释 克 莱 因 伴 小 ,必须 考虑 负 能 态 中 的 正 电子 .为 说 明 这 
个 问题 ,我 们 来 计算 一 下 入 射 粒子 流 和 反射 粒子 流 、 透 射 粒子 流 之 
闻 的 关系 。 假 定 势 垒 V。> 五 十 mac:, 入 射 波 是 沿 z 方 向 自 旋 朝 上 的 
平面 波 。 在 了 = 0 区 和 V = 区 的 狄 拉 克 方 程 分 别 是 


(casp: 十 Bmc’)y, -= Ey (在 V=0 区 , 设 为 I 区 ) 
(cap: 十 pmc )0 = (E— Vo)y: (在 V ==V 区 , 设 为 工区 ) 


(10. 8.41) 
在 1 区 和 1 区 的 解 分 别 是 
1 
0 
多 =a pic exp| a pi 一 VE — mict 
EE 十 mc’ 
0 
(10. 8. 42) 
1 
0 ee 
pA ee exp i BN CV 
V, CT E 一 mec? 


(10. 8. 43) 
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当 V 之 E 十 me’ 时,p: 是 实数 .在 工区 的 反射 波 是 


1 
0 
y=C| ~ pic exp| -i (10. 8. 44) 
E++me’ 
0 


在 势 人 又 的 边界 z = 二 0 处 ,满足 
giz=0)+ z= 0)=yilz = 0 (10.8.45) 


将 (10. 8. 42、43、44) 式 代 入 (10. 8.45) 式 后 ,得 出 决定 三 个 系数 a， 
b,C 的 两 个 方程 


a 二 C=5b 
10. 8. 46 
2 Co pf Etm pe Oo 


prVoC—E—— mc’ 


[Vo ~— E+ mc ) (E+ me’) 
6 Cr ei) (10. 8. 47) 


因此 有 
6 b 
Qs CC 一 了 (1 十 才 》 (10. 8. 48) 
即 
C. 1+ 5.. .2 
pr ey (10. 8. 49) 


男 一 方面 , 从 粒子 流 的 公式 jl(x) = cy (x)ayg(x) 及 
《10. 8. 42、43) 和 (10. 8. 44) 式 得 


2 
jn 一 ea Fee. (10.8. 50) 
2 
六 = 一 CC EPS. (10. 8. 51) 
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站 


Ji 下 2 2 元 3 FE > es 《10. 8. 52) 
因此 有 

I ed eS 

We (10. 8. 53) 

|j | 4|( 一 6 4é€ Ee 

ji| dé dQd—éy 


这 里 重要 的 是 , 当 Yoe >> 巨 十 xc: 时 ,由 (10.8.47) 式 得 上 之 1, 从 而 
有 


[| (10. 8. 54) 


这 显然 是 过 去 非 相 对 论 量 子 力学 中 绝 不 会 出 现 的 结果 .事实 上 , 注 
意 到 满足 (10. 8. 52) 式 中 的 j 沿 一 e: 方 向 , 《10. 8. 54) 就 很 容易 
理解 了 ,因为 这 时 有 电子 从 区 发 射 到 【 区 。 但 根据 我 们 的 假 
定 , 原 来 在 【I 区 中 并 无 电子 。 

要 解释 上 述 这 个 表面 看 来 相互 矛盾 的 现象 ,必须 考虑 狄 拉克 
的 空 穴 理 论 . 按 狄 拉 克 空 穴 理论 ,原来 的 负 能 态 被 电子 填 满 , 当 势 
场 V。 二 EE 十 mc? 时 ,区 域 【 即 势 全 中 的 能 谱 提 高 了 V,。 如 图 
10, 8. 1 所 示 , 这 时 区 域 I 中 的 部 分 正 能 谱 将 与 区 域 I 中 原来 的 


Voomoc? 


—moc? 


10. 8.1 狄 拉 克 空 羡 理论 示意 图 


部 分 负 能 谱 重 倒 。 从 而 使 得 从 左边 入 射 向 势 又 的 电子 有 可 能 将 具 


有 位 铭 的 区 域 1 中 原来 占有 负 能 态 的 电子 打出 来 ,使 它 向 右边 运 
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动 。 因 而 使 得 反射 电流 比 入 射电 流 更 大 ,在 区 域 【 中 的 电流 其 实 
是 正 电子 电流 ,在 区 域 【中 的 波 是 正 电子 波 , 正 电 子 电流 沿 十 e-: 
方向 流动 , 它 等 价 于 电子 电流 沿 一 e: 方向 流动 .事实 上 这 时 满足 
ref 直人 | 本 一 4 |} . 
记 十 天 一刻 | 后 = 站 全 和 = 


\ 


(10. 8. 56) 


总 电流 仍然 守恒 ， 

综合 上 述 , 克 莱 因 伴 雇 可 以 这 样 来 解释 :入 射电 子 使 得 在 势 令 
中 产生 电子 - 正 电 子 对 。 由 于 正 电子 的 存在 和 激发 ,完全 改变 了 非 
相对 论 量 子 力学 苹 定 证 方程 的 图 象 。 


$10.9 MIT 口袋 模型 


在 10.8 中 我 们 曾 证 明 ,在 狄 拉 克 方 程 中 ,作为 四 维 矢量 的 
第 四 个 分 量 的 势 场 Y(r) ,即使 是 正比 于 wn 之 1) 的 禁闭 势 ,仍然 
不 能 给 出 只 有 束缚 态 而 无 散射 态 的 夸克 禁闭 解 。 为 解决 夸克 禁闭 
问题 ,美国 麻 省 理工 学 院 的 科学 家 们 在 70 年 代 初 提出 了 一 个 口袋 
模型 .他 们 假定 ,在 强 子 中 的 夸克 的 质量 可 以 近似 看 成 零 ,夸克 之 
间 没 有 相互 作用 ,是 自由 的 ,它们 被 关 在 一 个 半径 为 R 的 口袋 内 ， 
沿 半径 方向 即 口袋 表面 的 法 线 方向 的 夸克 流 为 零 。 自 由 夸克 不 能 
流出 袋 外 。 这 个 模型 被 称 为 MIT 口 伐 模 型 。 它 的 方程 是 


ia 一 0 r<R (10. 9. 1) 
边界 条 件 是 表面 法 线 方向 的 夸克 流 为 零 : 

ij 一 0 r=R (10. 9. 2) 
边界 条 件 (10. 9. 2) 式 也 可 以 写成 另 一 种 等 价 形式 

Yny=y r=R (10. 9. 3) 


n 是 表面 法 线 上 的 单位 向 量 。 由 (10. 9. 3) 式 , 有 
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久 一 一 1 (10. 9.4) 


又 二 y pt YX? ,以 及 72 = 7oXe+7XYo (10. 9.4) 式 可 写成 


$ =— igYn (10. 9.5) 
表面 法 线 方向 上 的 夸克 流量 
ip 六 = np’y = (Pir yy = 9 97ng) =— B=W=0 
(10. 9.6) 


这 正 是 (10. 9.2) 式 . 引 入 球 坐 标 后 ,无 质量 的 自由 硅 克 满足 的 狄 
拉克 方程 (10. 9.1) 式 , 可 以 在 边界 条 件 (10. 9.3) 式 下 求解 ,但 我 
们 不 直接 求解 这 个 方程 ,因为 它 和 引入 标量 禁闭 势 的 结果 相同 ,我 
们 将 从 另外 一 个 角度 ,通过 引入 标量 禁闭 势 讨 论 这 个 问题 。 

在 $ 10. 8 中 曾 证 明 ,方程 (10. 8. 2) 式 的 解 是 散射 态 解 。 但 如 
果 我 们 在 (10. 8. 2) 式 中 再 假定 ,粒子 的 质量 也 是 7 的 函数 ,而 且 随 
着 7 的 增加 ,m(r) 也 变 大 ,那么 可 以 证 明 , 只 要 m(r) 在 r 一 2 时 发 
散 的 行为 比 V(r) 在 +r 一 oo 时 快 ,(10. 8. 2) 式 将 只 能 有 束缚 态 解 。 
将 在 (10. 8. 2) 式 中 的 mx 改 为 mr 十 wl7), 而 且 取 


vw (7r) 一 gr (10. 9.7) 
则 (10. 8. 2) 式 变 为 
(da x 7 
抽 十 (E+m++ gr Oo— gr)u 
和 (10. 9.8) 
au Kk 
> 加 2 —(E—m— gr— gru 
rr- 一 > co 时 的 渐 近 行为 是 
d 
| 一 《8 — 8)ru, 
(10. 9.9) 
敬 -e+eom 


联 立 (10. 9. 9) 式 中 的 两 个 方程 后 ,得 
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dzzLi 
d7 
从 (10. 9. 10) 式 看 出 , 当 8&' >g 时 , 它 给 出 的 解 wi 是 指数 衰减 的 
解 ,体系 只 有 束缚 态 而 无 散射 态 . 粒 子 被 禁闭 .因此 ,要 讨论 夸克 禁 
闭 的 问题 ,也 可 以 通过 引入 禁闭 势 w(r) .这 种 w(r) 称 为 标量 势 或 
类 标量 势 (scalar potential or scalarlike potential ) 。 

现在 具体 计算 如 果 标 量 势 是 阶梯 函数 时 的 解 。 在 狄 拉克 方程 
{a p+ Bim+t+ wr) yr) = Egy(r) (10.9.11) 

将 写成 (10. 6. 35) 式 的 形式 以 分 离 角度 方程 和 向 径 方程 ,得 


+ 好 


一 (8 一 82)r2ai 一 0 (10. 9, 10) 


pF Er a eh 
rr rr La 
(10. 9. 12) 


| 笔 二 各 | 二 私 = 下 十 ww 十 mo)7 
六 7 | 7 


假定 wlr) 是 阶梯 函数 ,满足 
一 7 r 夺 RR 


w(r) 一 | (10. 9. 13) 
0 rR 


引入 记号 UU 寺 m 十 w, 对 于 基态 ,x 二 一 1,(10. 9.12) 式 的 第 二 个 
方程 给 出 


—__ 1 dg 
二 (10. 9. 14) 


取 g = xi/r, 将 (10. 9. 14) 式 代 入 (10. 9.12) 式 的 第 一 个 方程 中 ， 
得 


dz 


dr? 


在 > 委 民 的 标量 势 阱 内 ，U = w 十 m 二 0,《10.9.15) 式 给 出 
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+ (Ek? 一 U2?)z 一 0 (10. 9. 15) 


dz 


+ Ew=0 (10. 9. 16) 
它 的 在 7 == 0 处 使 g 不 发 散 的 解 是 
ui 一 AsinEr (10. 9. 17) 
在 r 这 R 的 标量 势 阱 外 ,w = 0, UU 二 mm, (10. 9.15) 式 给 出 
2 
0 一 (zz2 一 Eu 一 0 (10. 9. 18) 


解 是 


Sp ,Og 
这 里 我 们 已 经 考虑 了 在 * = R 处 波 函 数 w 从 而 g(r) 连续 .另外 ， 
波 函数 /(7) 在 > 二 处 也 必须 连续 ,由 (10.9. 14) 式 , 即 笔 连续 ， 
得 


ui(r) = Asin(ER)e-™ -FE 


[1 一 (E/m)? 1 . _sinER(, EF 
cosER 十 Ot sinER 一 ER | 巨 于 em 
(10. 9. 20) 


在 m 一 oo 的 极限 条 件 下 , (10. 9.20) 式 变 成 


2 EE cosER |/ER (10. 9. 21) 
即 
0 (10. 9. 22) 
jo， 有 1 分 别 是 零 阶 和 一 阶 的 贝 塞 尔 消 数 。m 一 oo 表示 标量 势 场 是 个 
无 穷 大 的 阶梯 势 , 这 正 是 束缚 夸克 的 条 件 。 
将 能 谱写 成 


Ee = Wn/ R (10. 9. 23) 


n 是 主 量子 数 , 由 (10. 9. 22) 式 定 出 的 w,.) = 2.04,ws,_1 = 二 5.40 
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等 等 .于 是 狄 拉克 方程 (10. 9. 11) 式 的 解 是 


六 因 
NR 
pm-_1 = 7 (10. 9. 24) 
ES 卉 | EE 
利用 公式 
一 = (10. 9. 25) 
可 将 (10. 9. 24) 式 写 成 
如 各 | 
0 
R 
mt. 人， 7 
Oo a et pa (10. 9. 26) 
1 玉 筑 | 
Xx'h 是 泡 利 旋 量 。 由 归 一 化 条 件 , 可 算出 
N?, 1 = 2 (10. 9. 27) 


2Ri(w,,_1 一 ])sin (w,,-1) 


(10. 9. 28) 


> 
oz = {0 ”之 是 阶梯 函数 .(10. 9. 28) 式 表 明 ,在 一 R 的 表 


面 上 , 专 克 密度 并 不 为 零 . 但 夸克 流 的 法 向 分 量 为 零 , 因 为 由 (10. 
9. 6、22) 及 (10. 9. 26) 式 得 


r 。 
1 


in,j* = fy = RAOR ER) o*r. 
天 J1C(%) 
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= ji(w) — ji(w)=0 (10. 9. 29) 


因此 , 解 (10. 9. 26) 就 是 MIT 袋 模型 的 解 .口袋 半径 可 由 质子 质量 
求 出 。 质 子 有 三 个 夸克 ,假定 它们 都 处 在 1s 态 。 质 子 的 质量 是 


3 1 
My = Ee (10. 9. 30) 
用 ww._ 1 == 2.04 及 质子 质量 Mw 的 实验 值 939MeV ,可 以 得 出 口袋 
半径 R= 1.3fm。 

由 MIT 口袋 模型 得 出 的 许多 结果 与 实验 符合 得 尚好 。 如 电荷 
半径 ,核子 的 第 一 激发 态 等 都 与 实验 结果 一 致 。 但 显然 ,由 于 夸克 
只 能 禁闭 在 口袋 内 ,不 再 具有 时 空 平移 不 变性 。 它 的 四 维 能 量 动 基 
张 量 不 再 守恒 。 因 此 一 般 地 ,要 外 加 一 个 能 量 ,使 得 口袋 的 总 能 基 
变 成 
3 3 -1 4 
EC(R) -TR t+ sRB (10. 9. 31) 
而 把 (10. 9. 31) 式 的 第 二 项 归结 为 真空 的 能 晤 ,8 表示 真空 能 量 密 
度 。 

70 年 代 以 来 ,口袋 模型 又 有 了 许多 新 的 发 展 。 如 弗 里 得 别 格 
(Friedberg)- 李 政 道 孤 子 模型 , 手 征 口袋 模型 ,介子 云 口 袋 模型 ， 
斯 阶 姆 (Skyrmion) 模型 ,以 及 80 年 代 后 期 提出 的 夸克 - 介子 耦合 
模型 (QMC 模型 ) 等 。 


10.10 手 征 对 称 性 


在 $ 10. 3 中 曾经 引入 了 涡 度 算 符 4A, 它 与 算 符 *p 成 正比 。 
在 本 节 中 ,我 们 将 讨论 它 和 Ys 矩阵 之 间 的 关系 。 
为 方便 起 见 ,讨论 自 由 粒子 狄 拉 克 方 程 的 解 (10. 3. 15) 式 。 当 
狄 拉 克 粒 子 质 量 mm 为 零 时 ,以 Y; 窍 阵 作 用 于 正 能 狄 拉克 方程 的 定 
态 解 后 得 
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中 — fo 
‘|egep -| op | 四 
《10. 10. 1 ) 
另 一 方面 ， 
0 op 0 和 op 
5°p = 让 WN 
p lco:p_ | gog:pllo:p | 
J 0 
(10. 10. 2) 


这 涪 明 当 w 二 0 时 ,7; 算 符 与 2 算 符 对 自由 粒子 的 施 量 波 函 数 
起 同样 作用 ,它们 有 同样 的 本 征 矢量 和 本 人 征 值 ,了 的 本 征 值 是 
廿 1, 对 于 有 施 态 y”, 即 自 施 和 动量 平行 的 状态 和 了 的 本 征 
秆 等 于 1, 广 (一 7 一 0; 对 于 左 施 态 $m,7; 和 了 的 本 征 
值 都 等 于 一 1, 地 (1 十 7 二 0. 即 

六 (1 干 704t 一 0， 击 干 YY 一 


(10. 10. 3) 


因此 ,去 (1 干 7) 是 投影 算 符 , 它 将 波 函 数 少 投影 到 只 剩 下 J 
态 。7s 算 符 称 为 手 征 算 符 (chirality operator)。 
为 更 方便 地 表示 手 征 对 称 性 ,通常 可 引入 手 征 表象 .在 手 征 表 
象 中 的 7 矩阵 表示 为 
"p= | ” oo > 一 | . l (10. 10. 4) 
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a 一 A | ] (10. 10. 5) 
0 —0o 0 1) 
张 量 算 符 是 
1 ] | 9 0 
0oi 一 三 [yo 和 时 (10. 10. 6) 
| o: 0 
0i 一 LY,7] ee PAA 一 6 
(10. 10. 7) 


容易 证 明 , 这 样 选择 的 7 和 窍 阵 确实 满足 7 和 窍 阵 的 对 易 关 系 式 
(10.5.4) 式 , 因 此 ,这 种 选择 是 合理 的 。 


在 手 征 表象 ,对 正 的 手 征 性 ,X 二 十 1 和 少 二 吧 ,方程 7py = 
0 变 成 


a p+p. op=0 (10. 10. 8) 
而 对 负 的 手 征 性 ,7 二 一 1 和 少 二 四 , 则 方程 变 成 
(pr"+p*oXx=0 (10. 10. 9) 
最 后 讨论 狄 拉克 方程 在 手 征 变换 下 的 对 称 性 。 对 于 无 质量 的 
狄 拉克 粒子 , 它 的 拉 格 天 日 密度 是 


= 570 — (GDYY] = F907 dy 


(10. 10. 10) 
式 中 记号 也 表示 
史 一 也 一 少 (10. 10. 11) 
表示 分 别 将 后 面 的 函数 和 前 面 的 函数 对 zx* 求 微 商 ,引入 手 征 变换 
eies 
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yesy= (tit7)y (10. 10. 12) 
< 是 个 无 穷 小 量 。 在 手 征 变换 下 
yy es = yt (ié7:) (10. 10. 13) 
y= 7 > y+ (1— ié7)7 = y+ és 
(10. 10. 14) 


在 (10.10.14) 式 中 曾 利 用 [Ys ,Yj];== 0,7; 和 7。 反对 易 。 将 手 征 变 
换 后 的 ,yy 代入 (10. 10. 10) 式 , 略 去 外 高 级 无 穷 小 项 ,得 


<2 = 林地 十 iD)7 HY + ié7Y) 
Ct PRA + YY y= (10.10.15) 


在 最 后 一 步 曾 利用 [7Y;,Y*j; = 0。 于 是 我 们 就 证 明了 ,在 手 征 变换 
下 , 无 质量 的 狄 拉克 方程 的 拉 格 朗 日 量具 有 不 变性 .因此 ,无 质量 
的 狄 拉克 粒子 具有 和 手 征 对 称 性 。 

再 来 讨论 质量 项 ,如 果 狄 拉克 粒子 具有 质量 mx, 则 相应 的 拉 格 
朗 日 密度 将 变 成 


LL=Y+ LL, = PYZh 了 0 一 mp (10.10.16) 


在 手 征 变换 下 ,质量 项 纪 。 一 mJy 将 变 为 


= mg iEG7) CY i790) = mpy 十 260750 
(10. 10. 17) 


即 myy 项 的 出 现 ,将 使 双 不 再 具有 手 征 对 称 性 .yy 是 引起 手 征 
对 称 破 缺 的 项 。 
质量 项 的 出 现 将 引起 手 征 对 称 破 缺 ,这 在 基本 粒子 物理 学 中 
是 个 非常 重要 的 结果 ,在 描写 强 相 互 作用 的 量子 色 动 力学 中 有 重 
要 应 用 。 
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本 章 小 结 


1. 自 旋 为 上 的 整数 倍 的 玻 色 子 满足 克 莱 因 - 高 登 方 程 


1 282 i 
[Vi 


六 


相应 的 几率 密度 o 和 几率 流 密度 j 是 
放风 ,a 
Cs 2 | 


a . 
j=— Ti" VSIY') 


2, 自 旋 为 -2 的 费 米子 满足 狄 拉克 方程 
iASE = (~ ihca: V+ Bnc + Vr DY 


如 果 是 定 态 问题 , 狄 拉克 方程 是 


Tt 


CD 


~ 


% 有 
有 一 七 1 
co.p [lhe 一 ,0 ] ,| 
mc? 十 证 :多 PS 


人 ae 二 Na 


0 的 正 、 负 表示 正 负 能 量 ,o 的 正 、 负 表示 正 、 负 涡 度 。 


， 连 力 场 狄 拉克 方程 的 解 是 


gr) yi | 


if (7) ys 
g(r) 和 f(r) 满足 


ch (E—V— mc’)g 
rr 


dg 
ch 


(1 一 <) fc 
rr 


g=(E— V+ mf 


由 于 负 能 级 的 正 电子 的 激发 , 狄 拉克 粒子 可 以 穿 透 无 限 高 的 半壁 势 双 。 
.为 描述 夸克 禁闭 ,MIT 口袋 模型 是 个 夸克 处 在 最 低能 级 ,在 口袋 表面 法 线 


方向 的 夸克 流 为 零 的 模型 ,MIT 口袋 模型 的 能 级 是 一 党 , 波 函数 是 


由 实 | 妆 

有 

nrrt=—1] 一 
lA 


. 无 质量 的 狄 拉克 方程 具有 和 手 征 不 变性 。 质 量 项 的 出 现 将 引起 手 征 对 称 破 


缺 。 
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10. 


10， 


2 


i 


.4. 


6. 


7. 


习 题 


. 考虑 一 维 狄 拉克 方程 52 一 HY,H 一 ce( 一 让 浊 | 十 Bmc? 十 Vi(z)， 


'0 as I 0 
| 
‘O03 0 0 一 I 
jy 0 
四 证 明 o= | 与 可 对 易 ， 


(ii) 将 这 个 一 维 的 狄 拉克 方程 写成 两 个 耦合 的 一 阶 偏 微分 方程 。 
证 明和 矩阵 满足 下 述 等 式 : 
(DD)[7s,o0"]=0 


MD 其 中 3) 二 去 mo 
GiDtr (F727) = 4g” 

(ivytrCxexz) = 0 

(VtrCVEV VY) 一 4(8gmgApe 一 gg” 十 区 gw) 


— Vo,— a/2 达 za/2 
求 - 维 方 势 阱 YCz) 一 > 江 2。 。 下 儿 拉克 方程 的 解 。 
—V。r 达 Ro 
求 在 球形 方 势 阱 V(7) 二 人 ”下 决定 ss 态 和 pws 态 的 能 级 


的 方程 式 。 


. 如 果 一 个 狄 拉克 粒子 在 库仑 势 和 - 的 标量 势 作用 下 ,相应 的 定 态 儿 


拉克 方程 是 
[ea p+pBme + V(r) — (CE ~— V(r pr) 一 0 


hca! 


其 中 V(r) 一 一 各 ,ys(r) 一 一 人, 求 能 量 的 本 征 值 。 


讨论 在 胡 尔 森 (Hulthen) 势 U(r) = 一 U。 1 下 ,分 别 满足 克 莱 
村 - 高 登 方程 和 狄 拉克 方程 的 相对 论 粒 子 的 解 。 
(参阅 :F. Dominguez-Adame, Phys. Lett，A 136(1989)175, 胡 
净 柱 , 苏 汝 雏 , 物 理学 报 40(1991)1201). 
求 具有 线性 标量 禁闭 势 的 犹 拉 克 粒 子 , 在 均匀 外 电场 下 狄 拉 殉 方 程 的 
准确 解 。 
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10. 8, 


(参阅 : R. K. Su and Y, Zhang, Jour, Phys. A 17(1984)851). 
对 于 同时 具有 标量 禁闭 势 #7r) 和 矢量 势 V(r) 的 定 态 犹 拉克 方程 ， 
(ec =h= 1) 


[a:p+ BM+DY= EE— Vy 


若 VG) = $7), 求 ; 
(i) 这 时 是 否 有 半 克 禁闭 解 ? 
(Gi) 若 V(r) = $(7) = ari(a 之 0), 证 明 你 对 (Dj 的 结论 。 
(iii) 车 VG) = $(7) 二 rbCw 之 0), 证 明 你 对 Gi) 的 结论 。 
《参阅 :R.K. Su and Z.Q. Ma, Jour. of Phys. A 19(1986)1739). 


. 假定 一 维 狄 拉克 方程 


[ap + pg(Cz)J0 = Ey 
的 标量 势 $C(x) 为 图 所 示 : 


题 10. 9 的 图 
b(z) = pO(—~a— 7x) + rt a oO— re) 
二 jp0(x 十 2)0( 一 XT 二 2) pO(z — 0(— r+ a) 
十 pkO(z — a) 


0(z) 是 阶梯 函数 , 求 : 

(i) 决定 能 谱 的 方程 式 ， 

(ii) 讨论 x 一 0o,e 一 0 的 极限 情况 ,证 明 这 个 时 候 具 有 EE 二 0 的 零 模 
解 。 

6ii> 证 明 这 时 有 分 数 费 米 荷 。 
(参阅 :R. K.Su, Z.Y. Yang and T.Chen, Jour. of Phys. 
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A 21(1988)L593). 
10. 10. 介 观 物理 中 的 Landauer 公式 表明 ,电阻 可 以 通过 透射 系数 表示 。 计 算 


V 0 之 z 世 a ek 
一 维 方 热 允 VY (z) 一 其 他 狄 拉克 粒子 的 透射 系数 ,并 讨论 
a 
共振 透射 的 条 件 。 
(参阅 : R.K.Su，G.G.Siu and X.Chou, Jour. of Phys. A 26 
(1993)1001). 
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”第 十 一 章 ”量子 力学 和 隐 变 数理 论 


量子 力学 ,是 20 世纪 初 人 们 的 视野 深入 到 原子 世界 的 产物 。 
量子 力学 是 处 理 尺度 为 10-scm 的 客体 的 最 有 力 的 工具 。 从 量子 力 
学 基本 原理 出 发 给 出 的 许多 结论 ， 都 和 微观 领域 的 实验 结果 相符 
合 。 但 是 ,对 于 量子 力学 的 理论 基础 及 其 物理 解释 ,特别 是 ,在 量子 
力学 背后 ,是否 还 有 更 深刻 的 新 的 理论 机 制 ? 它 是 否 是 完备 的 理 
论 ? 我 们 能 否 建 立 一 种 新 的 不 同 于 量子 力学 现 有 形式 的 理论 ,量子 
力学 只 是 它 在 一 定 条 件 下 的 近似 等 等 ,涉及 量子 力学 基础 的 所 有 
这 些 问题 , 几 十 年 来 一 直率 动 着 许多 术 出 的 物理 学 家 的 心 , 它 既 是 
物理 学 的 基础 ,也 是 物理 学 的 前 哨 。 

实际 上 ,量子 力学 从 本 世纪 20 年 代 诞 生 之 日 起 ,各 种 不 同 观 
点 ， 各 种 不 同学 派 之 间 的 争论 就 一 直 未 曾 间 断 。 尤 其 是 ,在 争论 中 
所 涉及 的 范围 之 广 , 辩 论 程 度 之 深 , 各 派 代 表 人 物 在 物理 学 界 中 地 
位 之 高 ， 在 物理 学 史上 几乎 是 独一无二 的 。 今 天 , 虽 已 公认 量子 力 
学 确实 反映 了 微观 客体 运动 的 根本 规律 , 但 是 对 量子 力学 的 物理 
解释 ,包括 对 波 粒 二 和 象 性 的 理解 ; 波 函 数 的 统计 和 解释 ;不 确定 性 原 
理 ; 并 协 原 理 ; 量 子 力学 描述 的 是 单个 粒子 的 运动 规律 ,还 是 由 大 
量 单 粒子 体系 组 成 的 纯粹 系 综 的 规律 ; 在 测量 过 程 中 是 否 存 在 仪 
器 对 客体 之 同 的 不 可 控制 的 相互 作用 ; 在 量子 力学 中 的 因果 性 和 
机 遇 等 等 同 题 , 除了 作为 主流 和 代表 的 哥本哈根 学 派 的 各 种 解释 
之 外 ,还 是 诸 子 百 家 ，, 众 说 纷 颖 。 而 且 许 多 争辩 的 论题 仍然 有 待 于 
通过 进一步 实验 作 最 后 的 判别 。 但 最 近 几 年 ,或 许可 以 说 ,对 于 量 
子 力学 的 完备 性 问题 ， 特 别 是 对 于 是 否 有 可 能 存在 定 域 性 的 决定 
论 性 的 隐 变 数理 论 的 问题 ,在 实验 上 已 经 有 了 一 个 明确 的 回答 。 这 
是 个 重大 的 进展 。 本 章 将 对 这 些 问 题 做 些 简要 的 介绍 。 

量子 力学 的 许多 争论 问题 ,实际 上 已 超出 了 物理 学 的 范 哮 , 这 
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涉 到 者 学 领域 。 在 纪念 爱 因 斯 坦 六 十 大 寿 时 出 版 的 文集 中 ,就 收集 
了 哥本哈根 学 派 代 表 人 物 对 爱 因 斯 坦 观 点 的 异议 及 爱 因 斯 坦 本 人 
“对 批评 的 回答 ”近年 来 ,国内 外 也 就 这 方面 的 某 些 问题 开展 辩 
论 。 用 辩证 唯物 主义 去 分 析 研 究 这 些 问题 ,仍然 具有 重大 的 理论 和 
实际 价值 * 


311.1 爱 因 斯 坦 - 潘 多 尔 斯 基 - 罗 森 伴 雇 


在 量子 力学 中 , 波 函 数 y(r,t) 是 否 已 经 完备 地 描述 了 微观 客 
体 的 运动 状态 ,这 一 直 是 个 争论 不 休 的 老 问 题 .而 对 这 些 问题 反对 
得 最 激烈 的 , 却 竟然 是 量子 论 和 量子 力学 的 主要 英 基 人 ,如 爱 因 斯 
坦 、 德 布 罗 意 、 薛 定 谓 等 人 .。 在 前 后 三 届 索 尔 维 会 议 上 ,以 玻 尔 、 海 
森 堡 等 人 为 代表 的 哥本哈根 学 派 , 与 爱 因 斯 坦 等 人 展开 了 激烈 的 
论战 。 ; 
1930 年 以 前 , 爱 因 斯 坦 和 玻 尔 的 论战 主要 是 针对 不 确定 性 原 
理 和 互补 原理 。 按 量子 力学 , 波 函 数 统计 解释 带 来 的 第 一 个 直接 推 
论 是 :不 确定 性 原理 .粒子 坐标 的 不 确定 度 和 相应 的 动量 的 不 确定 
度 满 足 
AzrAp; 之 妈 /2 (11.1.1) 


粒子 不 可 能 同时 具有 确定 的 位 置 和 相应 的 确定 的 动量 ,在 § 3.6 
中 曾 指 出 , 测 不 准 关系 这 个 译名 实际 上 并 不 确切 ,因为 这 并 不 是 由 
于 测量 的 不 精确 或 者 仪器 的 误差 而 引起 的 , 它 是 波 函 数 统计 解释 
带 来 的 必然 推论 。 它 反映 了 微观 客体 的 客观 规律 ,无 论 测量 与 否 ， 
(11.1.1) 式 总 成 立 。 正 因为 (11.1.1) 式 成 立 , 所 以 坐标 及 其 相应 
的 动量 .时 间 及 其 相应 的 能 量 等 共 斩 量 才 不 能 精确 测量 .在 § 3.6 
中 我 们 已 经 证 实 : 不 确定 性 原理 既 可 以 通过 一 些 理想 的 实验 说 明 ， 


* 作者 特别 推荐 对 国内 关于 量子 力学 上 暂 学 问题 的 争论 有 兴趣 的 读者 阅读 : 何 祷 麻 : 
“对 于 “现代 物理 学 与 认识 的 主体 论 ， 的 讨论 的 一 个 “评述 '” 一 文 及 所 引文 献 .( 载 赵 光 
武 主编 :现代 科学 的 哲学 探索 ,北京 大 学 出 版 社 ,1993 年 ,第 52 页 ) 
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更 可 以 通过 数学 推导 ,从 玻 恩 的 统计 和 解释 出 发 严格 推出 。 

几乎 和 海 森 堡 提出 测 不 准 关系 的 同时 , 玻 尔 提出 了 互补 原理 ， 
亦 称 并 协 原理 。 这 个 原理 表述 为 :在 量子 力学 里 ,一 些 经 典 概念 的 
应 用 不 可 避免 地 将 排除 另 一 些 经 典 概念 的 应 用 , 而 这 另 一 些 经 典 
概念 在 男 一 些 条 件 下 又 是 描述 现象 所 必 不 可 少 的 ,必须 而 且 只 须 
把 所 有 这 些 既 互相 排斥 ,又 互相 补充 的 概念 汇集 起 来 ,才能 够 而 且 
也 必定 能 够 对 现象 作出 详尽 无 遗 的 描述 ,比方 说 ,波动 和 粒子 的 概 
念 , 就 是 既 互 斥 又 互补 的 概念 :一 方面 , 它 在 同一 测量 中 并 不 同时 
出 现 , 是 互相 排斥 的 概念 , 男 一 方面 ,要 详尽 地 描述 光 和 其 他 微观 
客体 ,要 解释 它 的 各 种 微观 现象 和 实验 事实 ,这 两 种 概念 又 是 必 不 
可 少 的 , 缺 掉 哪 一 个 都 不 行 , 它 们 又 是 互补 的 概念 .同样 ,坐标 和 相 
应 的 动量 ,时 间 和 相应 的 能 量 , 也 都 是 互补 的 概念 。 

应 该 说 ,互补 原理 与 其 说 是 对 微观 世界 的 物理 上 的 描述 ,组 宁 
说 是 一 种 哲学 上 的 概括 。 严 格 说 来 , 它 不 是 一 种 物理 原理 ,而 是 一 
个 哲学 命题 .为 了 用 象征 性 的 方法 来 描述 互补 性 , 玻 尔 曾 选择 中 文 
中 的 “ 阴 ” 和 “ 阳 ”, 来 表示 它们 既 互 斥 又 互补 .这 种 互补 的 哲学 思 
想 , 二 二 多 年 前 我 国 古 代 哲 学 家 公孙 龙 也 提出 过 .在 “ 离 坚 白 ” 命 
题 中 ,他 写 道 , 视 不 得 其 所 坚 ,而 得 其 所 白 者 ,无 坚 也 。 抚 不 得 其 所 
白 , 而 得 其 所 坚 者 ,无 白 也 。” 分 别 作 “ 视 ” 和 “ 抚 ”两 种 不 同 的 “ 测 
量 ”, 得 出 的 是 客体 互相 排斥 的 两 种 不 同 的 属性 :“ 白 ”和 “ 坚 ” 它 
们 虽然 互 斥 ,但 却 又 是 互补 的 .要 完全 地 描述 客体 的 性 质 , 缺 了 
“日 ,就 不 知 它 的 颜色 ; 缺 了 坚 ”, 就 不 知 它 的 硬度 ,描述 都 变 得 不 
完全 了 .因此 ,或 许可 以 认为 :不 确定 性 原理 是 统计 性 的 微观 理论 
的 必然 的 物理 推论 ,互补 原理 则 是 它 的 哲学 概括 .当然 , 这 种 哲学 
概括 是 否 恰当 ,正确 ,有 待 于 进一步 研究 和 讨论 。 

为 了 非 难 不 确定 性 原理 , 爱 因 斯 坦 设计 了 各 种 假想 的 实验 , 比 
如 理想 的 光子 箱 实验 等 , 企图 从 逻辑 上 证 明 量 子 力学 是 一 种 不 自 
洽 的 理论 ,或 者 企图 找 出 量子 力学 和 相对 论 ( 当 时 已 经 被 公认 ) 之 
间 的 矛盾 从 而 打倒 量子 力学 。 但 结果 这 些 假想 实验 都 被 玻 尔 和 哥 
本 哈 根 学 派 一 一 驳 倒 .关键 的 问题 在 于 :量子 力学 和 传统 的 经 典 观 
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念 相距 太 远 。 在 经 典 力学 中 ,物理 学 家 们 已 经 习惯 于 那 种 准确 预言 
一 切 事物 的 思想 ,即使 目前 尚 不 能 严格 推断 出 物体 今后 的 状态 , 即 
坐标 和 动量 ,也 只 是 因为 数学 工具 不 足 ,而 不 是 在 物理 上 存在 着 一 
些 不 能 闻 入 的 “禁地 ”,. 但 是 量子 力学 却 迫 使 人 们 把 这 些 过 去 认为 
天 经 地 义 的 金 科 玉 律 ,全 都 推翻 或 者 抛弃 ,而 代 之 以 预言 今后 各 种 
事件 发 生 的 几率 ,一 般 说 来 ,如 果 最 好 的 实验 也 无 法 准确 预言 将 会 
发 生 什 么 事情 ,而 只 能 预言 这 些 事情 发 生 的 可 能 性 即 几率 ,这 似 
乎 不 符合 我 们 早期 企图 了 解 自 然 的 理想 , 不 符合 那 种 早已 习惯 的 
机 械 决定 论 , 在 量子 力学 里 ,因果 性 只 表现 为 一 种 机 遇 , 只 在 带 权 
平均 值 的 意义 下 才能 讨论 一 切 , 而 统计 和 解释 正 是 给 出 了 这 种 “ 权 ”。 
1g(r,t) |? 就 是 权重 

微观 世界 真 的 是 被 几率 、 统 计 所 管辖 ,真是 被 一 个 “ 掷 骨 子 的 
神 "所 控制 的 吗 ?在 统计 解释 ,或 者 说 ,在 量子 力学 的 背后 ,是否 还 
有 更 深刻 的 规律 ?如 果 有 ,又 怎么 探求 呢 ? 波 粒 二 象 性 的 解释 是 否 
只 是 权宜 之 计 , 实 际 上 它 只 反映 了 我 们 对 微观 世界 了 解 的 偏 申 ,还 
是 我 们 就 应 该 只 满足 于 这 种 解释 ?所 有 这 些 问 题 的 争论 ,一 直 持续 
到 今天 。 不 少 物理 学 家 试图 提出 一 些 新 的 理论 以 代替 波 粒 二 象 性 
和 波 了 少数 统计 解释。 例如 苹 定 户 希 望 用 波动 力学 统一 一 切 , 希 望 在 
理论 体系 中 只 有 波动 而 无 粒子 。 德 布 罗 意 则 提出 导 波 理论 ,他 认为 
不 是 几率 波 , 而 是 物理 空间 真实 的 场 . 粒 子 水 远 有 确定 的 位 置 和 
动量 .他 曾 假 定 少 描写 的 一 种 粒子 和 场 之 间 的 耦合 ,并 据 此 解释 干 
涉 、 和 衍射 现象 ,并 称 之 为 导 波 。 可 惜 这 些 理论 都 没有 成 功 。 爱 因 斯 坦 
则 更 是 公开 声明 ， 我 不 相信 掷 仍 子 的 神 ”, 他 反对 哥本哈根 学 派 的 
“绥靖 哲学 ”。 

1. 量子 力学 的 描述 完备 吗 ? 

三 十 年 代 以 后 ,直到 爱 因 斯 坦 去 世 , 在 量子 力学 的 根本 问题 
上 ，, 爱 因 斯 坦 不 断 挑 起 新 的 争论 .辩论 的 主题 主要 是 :量子 力学 的 
描述 完备 吗 ?这 些 争论 以 及 解决 这 些 争 论 的 新 尝试 ,开辟 了 隐 变 数 
理论 的 新 领域 。 

按照 哥本哈根 学 派 的 意见 , 波 函 数 ylr,t) 已 经 完备 地 描述 了 

615 


微观 客体 的 运动 状态 。 因 为 |y(r,t)1 代表 1 时 刻 ,粒子 出 现在 r 处 
的 几率 密度 。 有 了 几率 ,就 可 以 用 统计 平均 的 方法 ,算出 各 种 可 观 
测量 的 平均 值 , 并 和 实验 结果 相 比 较 .但 是 ,能 认为 y 已 经 穷尽 了 
人 们 对 微观 客体 的 认识 吗 ? 首 先 , 波 函数 给 出 的 只 是 可 观测 量 的 平 
均值 , 就 如 同 在 统计 物理 中 知道 统计 分 布 后 就 可 以 算出 各 种 热力 
学 量 一 样 。 但 是 ,众所周知 ,在 统计 物理 中 ,知道 热力 学 量 只 能 决定 
体系 的 宏观 运动 状态 ,不 能 决定 体系 的 微观 运动 状态 。 体 系 中 的 每 
个 粒子 , 仍然 遵循 不 同 于 统计 规律 的 力学 运动 规律 ,这 说 明 , 统 计 
解释 不 是 最 终 完备 的 。 其 次 ,由 定义 的 态 并 非 对 所 有 量子 力学 中 
的 可 观测 量 都 是 无 弥散 的 (dispersion-free): 即 对 于 y, 总 可 找到 一 
个 可 观测 量 4, 使 4 对 y 的 平均 值 的 平方 (4)? 不 等 于 A? 的 平均 值 
CA 


(A)» (4A) 


从 而 使 A 在 态 y 中 无 确定 值 .。 人 们 不 禁 要 问 :这 种 不 确定 性 是 否 因 
为 用 波 函 数 少 对 微观 客体 的 描述 不 完备 所 致 ?第 三 ,在 量子 力学 中 
粒子 没有 确定 的 轨道 ,y 通常 把 粒子 描写 为 可 能 存在 于 空间 的 某 
一 区 域 ,而 不 是 在 一 点 ,只 有 多 刚好 是 SCz 一 x’) 时 例外 ,但 一 般 而 
言 ， 实验 观测 后 得 到 的 粒子 总 有 确定 的 位 置 ,例如 ,在 感光 屏 上 观 
测 到 的 粒子 总 是 落 在 光 屏 中 的 一 点 上 .而 观测 到 的 粒子 ,不 论 用 任 
何 计数 器 或 最 敏感 的 装置 ,观测 到 的 总 是 一 整个 粒子 ,而 不 是 半 个 
或 者 几 分 之 几 个 粒子 。 因 此 几率 描述 好 像 只 适用 于 测量 前 的 预言 ， 
而 不 是 测量 后 的 结果 。 所 有 这 一 切 ,都 有 理由 使 人 怀疑 ,量子 力学 
虽然 正确 ,但 它 可 能 仅仅 是 描述 实验 结果 的 一 组 规则 ,而 不 是 一 个 
最 终 完备 的 理论 。 

直到 1972 年 ,量子 力学 的 芮 基 人 之 一 狄 拉 克 还 提出 :* 在 我 看 
来 ,很 显然 ,我 们 还 没有 量子 力学 的 基本 和 定律 …… 非常 可 能 ,从 现 
在 的 量子 力学 到 将 来 的 相对 论 性 量子 力学 的 修改 , 会 像 从 玻 尔 轨 
道理 论 到 目前 的 基 子 力学 的 那 种 修改 一 样 激烈 . 当 我 们 作出 这 样 
的 修改 之 后 , 用 统计 计算 对 理论 所 作 的 物理 解释 的 观念 可 能 会 被 
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彻底 地 修改 .”” 狄 拉克 的 说 法 ,代表 了 一 些 物 理学 家 的 态度 。 

2. 爱 因 斯 坦 - 潘 多 尔 斯 基 - 罗 森 (EPR) 伴 衣 

对 量子 力学 完备 性 的 一 次 影响 最 为 深远 的 质疑 来 自爱 因 斯 坦 
和 他 的 合作 者 潘 多 尔 斯 基 和 罗 森 .1935 年 , 爱 因 斯 坦 和 潘 多 尔 斯 
基 , 罗 森 (Einstein-Podolsky-Rosen) 一 起 ,发 表 了 题 为 “能 认为 量 
子 力学 对 物理 实在 的 描述 是 完备 的 吗 ?” 的 论文 ,提出 了 用 他 们 三 
个 人 名 字 命 名 的 EPR 伴 廖 。 

要 辩论 量子 力学 是 否 完备 ,首先 应 该 回答 ,什么 样 的 理论 才 算 
是 完备 的 ,EPR 提出 ,完备 性 的 条 件 是 物理 实在 的 每 一 要 素 都 必 
须 在 这 物理 理论 中 有 它 的 对 应 部 分 。 于 是 ,问题 就 归结 为 :什么 是 
物理 实在 的 要 素 ? 为 此 ,他 们 提出 下 述 三 个 假定 ; 

(1) 量子 力学 中 对 两 个 可 在 空间 中 分 开 的 粒子 的 观测 所 作 的 
预言 是 正确 的 。 

(2) 在 自然 界 中 存在 不 依赖 于 感觉 ,测量 的 物理 实在 的 要 素 。 
如 果 不 以 任何 方式 干扰 物理 体系 ,而 且 能 精确 地 , 即 以 几率 为 一 地 
预言 某 一 物理 量 的 值 , 就 存在 某 一 物理 实在 的 要 素 与 该 物理 量 相 
对 应 , 进一步 ,如 果 任 何 客观 存在 的 物理 实在 要 素 ,都 能 在 一 套 统 
一 的 理论 中 找到 它 的 对 应 部 分 ,这 套 理论 就 是 完备 的 。 

(3) 按 狂 义 相对 论 ,自然 界 中 的 一 切 信息 的 传播 速度 不 能 超 
过 光速 。 自然界 中 不 存在 超 距 作用 。 这 第 三 个 假定 通常 称 为 定 域 
性 。 

在 这 三 个 假定 的 基础 上 ,EPR 提出 了 一 个 完全 按照 量子 力学 
理论 自身 的 逻辑 ,来 论 定量 子 力学 的 描述 不 完备 的 证 明 。 

在 量子 力学 中 已 经 证 明 , 若 4 和 B 两 个 物理 量 对 应 的 算 符 不 
对 易 ,在 4 的 本 征 态 中 测 4, 有 几率 为 1 的 确定 值 ,具有 物理 实在 
性 ,但 在 同一 个 态 中 测 B,8 的 值 不 确定 ,不 具有 物理 实在 性 。 央 
此 , 当 对 应 于 两 个 物理 量 的 算 符 不 对 易 时 ,只 有 两 种 可 能 ;一 是 这 


* P.A.M.Dirac, The Development of Quantum Mechanics, Acc. Naz. Lincei, 
Roma, (1974)56 ; 
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两 个 物理 量 ,例如 坐标 和 动量 ,不 能 同时 是 实在 的 ;二 是 波 函 数 提 
供 的 关于 实在 的 量子 力学 的 描述 是 不 完备 的 。 当 然 , 很 难 想象 坐标 
和 动量 都 不 是 客观 存在 的 物理 实在 ,因而 ,按照 EPR 的 观念 ,比较 
合理 的 答案 是 波 函 数 对 状态 的 描述 不 完备 。 

为 进一步 前 明 波 函数 少 对 物理 实在 的 描述 不 完备 ,EPR 提出 
了 一 个 著名 的 论证 .假定 有 两 个 体系 ! 和 工 , 在 时 刻 上 一 0 之 前 ， 
它们 的 状态 是 已 知 的 。 在 时 刻 上 王 0 到 上 一人 之 间 ,它们 两 者 发 生 相 
互 作 用 。 在 时 间 上 盖 了 以 后 ,两 个 体系 之 间 不 再 有 任何 相互 作用 。 
假定 体系 I 和 【合成 的 总 体系 的 状态 用 波 函 数 罗 描述 ,由 于 在 
t 二 0 时 ,体系 和 体系 了 的 状态 已 知 , 即 于 (tz = 0) 已 知 , 按 量子 
力学 , 可 由 其 定 币 方程 算出 以 后 任何 时 刻 的 波 函 数 亚 (4) ,包括 
t 过 了 时 的 波 函 数 。 由 于 在 上 > 了 时 ,两 个 体系 之 间 无 相互 作用 , 因 
此 体系 的 总 波 函 数 亦 (zzs) 总 可 表示 为 两 个 体系 的 波 函 数 的 连 
乘 . 设 caz，…… 是 属于 体系 I 的 某 一 物理 量 4 的 本 征 值 ,而 
UX) Us TI) se 是 所 对 应 的 本 征 函 数 ,zz 是 体系 I 的 变量 .现在 
在 t 之 工 的 某 时 刻 , 对 体系 I 测量 物理 量 4. 按 量子 力学 ,这 相当 
于 把 亚 (xi ,zs) 按 算 符 4 的 本 征 函 数 系 {u,(x1)) 展开 ,得 


Wz,r2) = Ss (5) 
这 里 pzs) 是 级 数 展 开 式 中 第 项 的 系数 ,现在 假定 物理 量 4 


已 被 测量 ， 并 已 知 它 具有 值 a4。 于 是 可 以 断言 ;体系 处 于 算 符 
4 的 第 个 本 征 态 wi(zi), 而 体系 1 处 于 各 (zs) 所 描述 的 状 


太 ; 


同样 ,对 体系 1 也 可 以 测量 另 一 个 物理 量 B. 设 台 的 本 征 函 
数 系 是 {v,(z)}。 则 同 理 ,测量 B 后 得 


Wars) = SRT) C1) C6) 
r=1 


车 测 出 的 结果 为 6,,6, 是 相应 于 本 征 函数 v.(z1) 的 本 征 值 , 则 同样 
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可 断言 ,体系 ! 处 在 算 符 加 的 第 * 个 本 征 态 w(zi) ,而 体系 工 处 在 
p(xz) 所 描述 的 状态 。 

于 是 得 出 结论 ,对 体系 工作 两 种 不 同 的 测量 ;将 使 得 体系 1 
处 在 由 两 个 不 同 的 波 函 数 所 描述 的 不 同 状态 .但 按 假定 ,在 : > 工 
时 ,体系 ! 和 工 之 间 无 相互 作用 ,那么 ,按照 常理 ,对 体系 【 无 论 
作 什么 事 ,其 结果 都 不 应 使 体系 1 发 生 任 何 实在 的 变化 .但 量子 
力学 的 结果 却 恰恰 相反 。 对 两 个 毫 无 联系 , 互 不 相关 的 体系 中 的 -- 
个 作 不 同 的 测量 , 将 影响 另 一 个 .如果 体系 工 是 个 客观 存在 的 物 
理 实在 , 将 视 对 与 它 毫 不 相干 的 体系 1 的 不 同 观测 ,而 使 它 出 现 
其 至 可 以 完全 不 同 的 面 摇 , 出 现 不 同 的 物理 状态 .特别 是 ,如 果 对 
体系 【 所 测量 的 物理 量 A 和 B 选 得 恰当 ,甚至 可 以 使 体系 的 两 


个 相应 的 波 函 数 办 (zs) 和 (zo) 分 别 是 两 个 不 可 对 易 的 算 符 了 和 


QQ 的 本 征 态 , 且 相应 的 本 征 值 是 p, 和 g,。 于 是 ,在 对 体系 1 没有 任 
何 干扰 的 情况 下 ,通过 对 体系 1 测量 4 和 B, 就 能 确定 地 预知 体 
系 工 量 尸 的 值 ( 即 ps) 或 量 Q 的 值 ( 即 9,) .而 按照 EPR 关于 实在 
的 判 据 ,必须 认为 在 第 一 种 情况 下 , 量 PP 是 一 个 实在 的 要 素 ; 在 第 
二 种 情况 下 , 量 Q 是 一 个 实在 的 要 素 ,但 波 函 数 办 和 % 两 者 都 属 
于 同一 物理 实在 .因此 这 就 违背 了 EPR 的 第 二 个 假定 .特别 是 ,这 
时 的 体系 1 和 1 可 以 相距 任意 远 ,因为 它们 之 间 并 无 相互 作用 。 
于 是 我 们 总 可 令 和 1 相距 得 这 样 远 , 以 致使 得 在 对 【1 测量 过 
程 的 信号 , 依靠 光 速 不 可 能 传 到 【1 ,因此 对 1 的 任何 影响 都 直接 
违背 狭义 相对 论 。 我 们 似乎 完全 没有 理由 断言 体系 上 的 状态 ,但 
是 , 量子 力学 告诉 我 们 ,确实 可 以 断言 {E 的 状态 ,这 就 是 爱 因 斯 
坦 - 潘 多 尔 斯 基 - 罗 森 提出 的 EPR 伴 廖 。 

于 是 ,这 好 像 只 能 逼 使 我 们 ,认为 量子 力学 对 微观 客体 的 描述 
不 完备 .既然 描述 不 完备 ,就 意味 着 在 量子 力学 后 面 可 能 还 有 更 深 
刻 的 理论 , 量子 力学 只 是 这 种 更 深刻 的 理论 在 某 种 特殊 条 件 下 的 
表述 。 这 种 更 深刻 的 理论 一 般 需 要 引入 比 量子 力学 中 的 可 观测 量 
更 基本 的 新 “变数 ”, 所 以 统称 为 “ 隐 变 数 ” 理论。 
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3， 玻 尔 的 评 击 

为 捍卫 量子 力学 哥本哈根 的 传统 解释 , 玻 尔 经 过 深思 熟 虑 之 
后 ,也 发 表 论 文 , 对 EPR 伴 廖 进行 评 击 .他 希望 从 EPR 的 论证 中 找 
漏洞 “以 子 之 矛 , 攻 子 之 盾 ”。 

玻 尔 认为 : 爱 因 斯 坦 等 人 对 EPR 伴 记 本 身 的 论证 十 分 含混 。 
他 们 的 证 明 本 身 就 违背 了 他 们 自己 所 作 的 假定 ()。 

首先 , 爱 因 斯 坦 假定 (2) 中 的 所 谓 “ 能 精确 地 即 以 几率 为 1 地 
预言 ”到 底 是 什么 含义 ? 按 量子 力学 ,仪器 对 客体 有 相互 作用 ,只 
当 为 决定 某 一 物理 量 的 实验 装置 已 经 选 定 后 ,， 人们 才能 谈论 预言 
这 个 量 的 值 。 离开 了 观测 ,离开 了 仪器 ,观测 结果 就 毫 无 确定 性 可 
言 。 要 “准确 地 预言 ” 是 什么 ,就 得 知道 是 用 什么 观测 仪器 。 但 在 
EPR 的 整个 论证 中 未 涉及 所 用 的 仪器 ,不 谈 对 体系 观测 不 同 物 
理 量 的 装置 ,所谓 精 确 预 言 就 毫 无 价值 。 

第 二 , 爱 因 斯 坦 假 定 (2) 中 的 所 谓 “ 不 以 任何 方式 干扰 物理 体 
系 ”实际 上 也 并 不 贴切 ,按照 量子 力学 ,体系 1! 和 1 之 间 虽 然 无 
相互 作用 ,但 并 不 能 了 解 为 由 此 就 不 受 任何 干扰 。 因 为 它们 还 必须 
受 观 测 者 对 体系 1 和 I 所 作 的 实验 安排 的 干扰 、 实 验 意图 和 实 
验 手 续 的 干扰 .观测 者 对 1 测量 物理 量 4 而 不 是 B, 也 不 是 其 他 
的 物理 量 , 这 本 吴 就 是 一 种 干扰 ,这 种 干扰 是 绝对 无 法 排除 的 ,也 
不 是 用 在 通常 意义 下 的 体系 1 和 IE 之 间 的 相互 作用 所 能 概括 
的 ,这 种 干扰 ,不单 要 干扰 体系 I ,还 要 影响 体系 工 。 玻 尔 认为 ,在 
微观 领域 内 ,可 观测 的 物理 量 本 身 , 或 者 说 “物理 要 素 ”, 都 离 不 开 
测量 装置 “实在 ”一 词 ,只 有 在 测量 手续 、 实 验 安排 等 都 完全 给 定 
的 意义 下 , 才能 在 量子 力学 中 毫 不 含糊 地 使 用 ,因此 , 爱 因 斯 坦 的 
假定 (2) 本 身 就 违反 了 他 的 假定 (1)。 

深入 评论 爱 因 斯 坦 和 玻 尔 的 争论 ,不仅 是 个 物理 问题 ,而 且 涉 
及 一 系列 非常 根本 的 哲学 观念 .比方 认识 论 .主体 和 客体 的 关系 和 
区 分 .人 择 原理 等 等 ,因此 对 量子 力学 根本 问题 的 争论 历数 十 年 而 
不 训 , 无 论 在 国外 还 是 在 国内 ,都 还 存在 截然 不 同 的 观点 .但 限于 
本 书 的 宗 骨 和 篇 幅 , 我 们 不 拟 涉 及 哲学 问题 ,而 只 希望 讨论 它 的 物 
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理 观念 和 由 此 引伸 出 来 的 各 种 理论 。 

但 是 ,应 该 指出 ,即使 在 今天 ,如 何在 物理 上 真正 解决 EPR 伴 
廖 , 给 出 令 所 有 人 都 信服 的 答案 ,仍然 有 待 于 作 深入 细致 的 研究 。 
但 可 以 肯定 , 这 个 问题 的 解决 一 定 可 以 对 量子 力学 测量 过 程 的 理 
解 带 来 新 的 突破 。 


$11.2 汉 ' 详 曼 定理 , 格 里 森 
定理 和 隐 变 数理 论 


其 实 , 早 在 爱 因 斯 坦 以 前 ,就 有 不 少 人 怀疑 过 量子 力学 背后 
是 否 还 有 新 的 理论 .遗憾 的 是 ,在 爱 因 斯 坦 等 人 提出 EPR 伴 麻 之 
前 三 年 的 1932 年 , 冯 ', 诺 曼 (von Neumann) 从 数学 上 证 明了 一 个 
定理 .这 个 以 他 的 名 字 命 名 的 汉 “ 诺 曼 定 理 , 似 乎 堵 死 了 一 切 搜寻 
比 量 子 力学 更 根本 的 隐 变 数理 论 的 出 路 。 

取 O 为 某 一 可 观测 量 的 集合 , 假定 在 其 一 个 维度 d 大 于 
1(d > 1) 的 希 尔 伯 特 (Hilbert) 空间 及 中 ,每 一 个 厄 米 算 符 均 和 
集合 O 中 的 某 一 可 观测 量 对 应 , 记 某 一 在 集合 O 中 的 可 观测 量 所 
对 应 的 算 符 为 4, 和 的 平均 值 是 (4) .假定 平均 值 满足 以 下 条 件 : 

(1) (1) = 1; 

(ii) 对 每 个 实数 C, 有 CA》= C(4); 

Gi) 若 4 非 负 , 则 其 对 应 的 平均 值 (4〉 宇 0; 

(iv) 若 4,B,C… 是 任意 在 集合 O 中 的 可 观测 量 , 则 总 有 一 个 
可 观测 量 A 十 B 十 C 十 …, 使 得 (A 十 B 十 C 十 …) = (4) 十 (B) 
二 《CO) 十 …。 

在 这 四 个 条 件 下 , 汉 ' 诺 曼 证 明 ,在 互 中 必 存 在 某 一 厄 米 算 符 


已, 使 得 (D:》 4D):。 也 就 是 说 ,总 有 某 个 可 观测 量力 ,在 以 平均 值 
定义 的 态 中 它 的 取 值 是 不 确定 的 , 其 涨 落 不 为 零 ,无 精确 值 .以 平 
均值 定义 的 态 并 不 是 对 所 有 可 观测 量 都 是 无 弥散 的 。 如 果 这 个 定 
理 正 确 , 就 意味 着 ,不 存在 一 个 所 有 观测 量 都 同时 有 精确 值 的 态 。 
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也 就 是 说 ,并 非 所 有 物理 实在 都 可 能 同时 要 求 它们 有 精确 值 , 不 确 
定性 原理 总 存在 , 这 是 必然 的 。 爱 因 斯 坦 等 人 的 假定 (2) 要 求 所 有 
物理 实在 出 现 几率 为 1, 是 个 过 分 苛刻 的 要 求 。 我 们 只 能 满足 于 
《4D?)〉 0 的 描述 ,你 认为 它 完 备 也 好 ,不 完备 也 好 ,反正 只 能 到 此 
为 止 了 .任何 进一步 探索 什么 新 的 隐 变 数 的 理论 的 党 试 , 都 只 能 是 
徒劳 无 功 的 。 

仔细 观察 一 下 这 四 个 假设 ,其 实 和 量子 力学 态 生 加 原理 的 要 
求 如 出 一 铂 , 因 此 可 以 怀疑 ,这 是 否 只 是 一 种 循环 人 远 辑 ,我 们 已 经 
通 过 态 释 加 原理 必然 成 立 的 假定 ,暗含 着 量子 力学 必然 正确 的 结 
论 。 既 然 引 入 了 量子 力学 的 前 提 , 当然 只 能 得 出 不 确定 性 原理 成 
立 的 必然 结论 。 量 子 力学 体系 本 身 是 封闭 的 ,逻辑 上 是 完善 的 。 早 
在 30 年 代 , 爱 因 斯 坦 就 对 这 些 问题 有 所 怀疑 ,因此 才 有 勇气 提出 
了 EPR 伴 泌 .但 当时 他 并 未 能 提出 确切 的 论证 ,直到 50 年代 ,通过 
玻 姆 (Bohm). 贝尔 (Bell) 等 人 的 努力 , 才 将 这 个 问题 摘 清 楚 了 。 
冯 。 诺 曼 定 理 在 数学 上 是 严谨 的 ,无 可 非议 ,但 在 物理 上 却 是 含 
混 不 清 的 ,多 年 来 把 它 看 成 量子 力学 完备 性 的 证 明 只 是 一 种 误解 。 
关键 在 于 假设 (iv) ,车 和 各 不 对 易 , 按 量子 力学 ,4,8 不 能 同时 
精确 测量 ,因此 测量 4 十 8B 的 实验 装置 .手续 ,完全 不 同 二 测量 4， 
也 不 同 于 测量 B 的 实验 装置 和 手续 。 这 里 涉及 完全 不 同 的 三 种 实 
验 安排 ,而 且 这 些 安排 可 能 是 互相 排斥 的 ,对 4 十 B 的 测量 ,我 们 
完全 不 能 预先 假定 关于 4 或 8 的 值 的 任何 信息 ,因此 ,严格 说 来 ， 
当 A4 和 B 不 对 易 时 ,假设 (iv) 中 的 (4 十 B) = (4) 十 (B) 等 式 两 
- 边 的 实验 条 件 , 实验 手续 完全 不 同 , 量 子 力学 中 的 态 合 加 原理 ,或 
者 说 , 汉 “. 诺 曼 的 假设 (iv), 本 身 仅仅 是 对 量子 态 所 作 的 一 种 特殊 
规定 。 如 果 存 在 隐 变 数 ,完全 没有 理由 先 验 地 认为 ,由 隐 变 数 决定 
的 隐 变 态 也 和 量子 态 一 样 满足 假设 (iv)。 冯 ， 诺 曼 定理 要 证 明 量 
子 力学 完备 ,但 它 的 前 提 已 经 假定 了 平均 值 的 性 质 只 能 按 量子 力 
学 所 规定 的 条 件 (iv) 去 安排 ,既然 已 * 划 地 为 牢 ”, 当 然 跳 不 出 如 来 
佛 的 五 指 掌 , 冯 ，。 诺 曼 定 理 并 不 能 排除 隐 变 数理 论 ,也 不 足以 论证 
量子 力学 的 完备 性 。 
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事实 上 ,并 非 所 有 物理 学 家 都 同意 玻 尔 对 EPR 伴 廖 的 反击 和 
冯 ，。 诺 曼 定理 的 .1952 年 , 玻 姆 通过 一 个 假想 实验 把 EPR 伴 廖 表 
述 得 更 明朗 化 .讨论 一 个 由 两 个 自 旋 为 1/2 的 费 米 子 组 成 的 体系 。 
只 考察 它们 的 自 旋 态 .假定 它们 组 成 总 自 旋 为 零 的 单 态 
和 ER 
y= /Ft* (DX (2) — DX (1.2.1) 
式 中 湾 是 自 旋 在 4 方向 投影 算 符 o.n 的 本 征 值 分 别 为 土 1 的 本 
征 函 数 ( 选 总 /2 为 单位 ), 即 


0o* nui (1) 一 土 ut (1) (11. 2. 2) 


括号 中 的 数字 表示 是 第 几 个 粒子 。 现 在 测量 第 一 个 粒子 的 自 旋 , 若 
测 出 的 自 旋 的 x 分 量 朝 上 , 则 由 式 (11. 2.1) 可 断言 ,第 二 个 粒子 的 
目 旋 的 n 分 量 必然 朝 下 。 这 时 第 一 个 和 第 二 个 粒子 之 间 当 然 完 全 
没有 相互 作用 ,和 测量 干扰 也 没有 关系 ,但 却 可 以 完全 精确 地 预言 
第 二 个 粒子 的 状态 。 按 EPR 的 论断 ,量子 力学 的 描述 只 能 是 不 完 
备 的 。 

如 果断 言 量 子 力 学 不 完备 ,自然 应 该 问 , 能 否 建 立 描述 微观 世 
界 的 完备 的 理论 ?这 就 要 引入 新 的 隐 变 数 。 玻 姆 提出 一 个 隐 变 数 模 
型 ,考虑 一 个 在 势 场 中 运动 的 粒子 , 取 波 函数 y= Res ,在 认定 粒 
子 在 任何 时 刻 都 有 确定 的 位 置 r 和 动量 有 VS 的 前 提 下 , 玻 姆 证 
明 , 这 时 在 粒子 的 运动 方程 中 将 出 现 一 个 新 的 量子 势 U = 
如 VYR/2mR, 由 于 U 只 决定 于 波 函 数 的 振幅 尺 而 与 波 函 数 的 位 相 
9 无 关 , 因 而 实际 上 能 测量 的 只 是 波 函 数 的 振幅 R, 这 和 量子 力学 
的 结论 相符 .粒子 的 位 置 r 和 动量 入 VS 都 不 能 直接 测量 ,它们 实 
际 上 就 是 隐 变 数 。 粒 子 运动 方程 就 是 包含 新 的 量子 势 D 在 内 的 牛 
顿 方程 . 玻 姆 理论 可 以 给 出 和 量子 力学 相同 的 预言 ,因为 方程 中 仅 
涉及 R。. 但 玻 姆 理论 不 带 来 任何 新 的 结果 , 它 的 意义 仅 在 于 使 量子 
理论 满足 经 典 力学 中 习惯 的 决定 论 的 特征 .特别 是 , 它 只 能 描述 不 
存在 测量 干扰 时 粒子 的 运动 ,而 不 能 描述 测量 干扰 的 过 程 ,他 把 测 
量 干 扰 归 结 为 量子 势 的 瞬时 超 距 作用 ,这 当然 是 十 分 率 强 附会 的 。 
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为 了 改进 玻 姆 的 理论 ,也 有 人 提出 波 函 数 亦 所 描述 的 是 流体 
介质 的 平均 和 慢 变 的 态 , 它 并 未 考虑 介质 中 的 涨 落 .要 描述 这 种 涨 
落 ,需要 引入 新 的 隐 变 数 。 遗 憾 的 是 ,引入 这 种 涨 落 以 后 的 理论 ,已 
经 完全 丧失 了 玻 姆 理论 希望 维持 的 经 典 决定 论 的 特征 ,实际 上 已 
经 违背 了 玻 姆 的 原意 。 而 且 即 使 如 此 ,仍然 提 不 出 什么 新 的 不 同 于 
量子 力学 的 预言 ,更 谈 不 上 从 实验 上 子 以 验证 了 。 

玻 姆 理论 是 决定 论 式 的 隐 变 数理 论 . 继 玻 姆 之 后 ,又 提出 了 许 
多 其 他 各 种 形式 的 隐 变 数理 论 ,比较 著名 的 有 : 德 布 罗 意 的 双重 解 
理论 ,他 认为 量子 力学 的 方程 中 允许 两 类 解 , 一 类 是 只 有 统计 意义 
的 连续 的 解 少 = Re ,与 寻常 量子 力学 很 相似 ; 另 一 类 是 有 奇 点 的 
解 ,这 类 带 奇 点 的 解 其 实 就 是 隐 变 量 ,而 奇 点 就 是 粒子 ,x 满足 新 
引入 的 非 线性 方程 式 。 德 布 罗 意 还 企图 用 x 波 和 奇 区 的 反作用 来 
解释 玻 姆 理论 中 所 引入 的 量子 势 , 以 便 把 玻 姆 理论 作为 他 的 理论 
的 特例 .但 他 的 理论 有 许多 困难 .这 副 使 他 在 1963 年 ,在 他 的 理论 
中 又 引入 无 规 的 成 分 。 但 即使 如 此 ,对 于 多 粒子 体系 , 它 仍然 存在 
许多 难以 克服 的 困难 。 

男 一 种 是 1966 年 提出 的 玻 姆 - 玻 布 (Bohm-Bob) 理论 , 它 比 
双重 解 理论 更 有 吸引 力 .他 们 认为 ,在 希 尔 伯 特 空间 的 对 偶 空 间 中 
存在 一 个 对 偶 矢 量 (dual vector) 二 4) 。 在 希 耳 伯 特 空间 和 其 对 偶 
空间 中 分 别 有 


ly > 一 Zool4 > ,21al:= 
< 、 2 1X1* = 


他 们 假定 ,在 平衡 时 (4| 具有 高 斯 分 布 的 形式 ,h 其 实 就 是 隐 变 数 。 
他 们 还 将 醉 定 证 方程 扩展 为 


2 和 = ik BCr,t) +Hy (9) 


B(r,t) 是 非 线性 项 ,不 作 测 量 时 此 项 为 零 . 作 测量 时 ,Br,t) 由 测 
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量 对 客体 和 环境 的 作用 而 定 ,满足 
ih Blr,t) 一 ”之 1a， .$f (10) 


其 中 7 与 客体 和 仪器 之 间 的 相互 作用 强度 有 关 ,#$ 是 新 引入 的 势 ， 
与 隐 变 量 有 关 。 这 样 ,它们 就 通过 客体 、 环 境 和 隐 和 变量 之 间 的 关系 
规定 了 新 引入 的 非 线 性 项 的 形式 。 这 种 理论 的 好 处 在 于 能 比较 具 
体 地 研究 测量 过 程 中 量子 态 和 隐 变 态 之 间 的 关系 , 初步 解决 了 一 
般 隐 变数 理论 中 很 少 能 具体 讨论 的 测量 过 程 的 具体 影响 等 问题 ， 
因而 它 比 双重 解 理 论 更 受 重 视 。 
除 此 之 外 ,也 发 展 了 许多 机 遇 式 的 隐 变 数理 论 , 有 人 认为 , 粒 
子 的 运动 过 程 是 个 稳定 的 马尔 柯 夫 过 程 , 企图 从 马尔 柯 夫 链 的 稳 
定 分 布 给 出 莅 定 谓 方程 的 定 态 解 ;也 有 人 认为 ,粒子 的 分 布 满足 福 
克 - 普 朗 克 方 程 ， 并 据 此 建立 量子 力学 。 当 然 ,在 杞 尔 柯 夫 链 和 福 
克 - 普 朗 克 方 程 中 都 引入 了 隐 变 量 。 应 该 说 ,许多 问题 尚 在 探讨 
中 。 
从 50 年 代 到 80 年 代 提 出 的 隐 变 数理 论 ,前 后 不 下 几 十 种 ,有 
决定 论 式 的 ,也 有 机 遇 式 的 ;有 定 域 的 ,也 有 非 定 域 的 ;有 使 用 与 测 
量 有 关 的 隐 变 数 的 ,也 有 使 用 与 测量 无 关 的 隐 变 数 的 ;有 与 周围 环 
境 有 关 , 与 测量 的 前 后 安排 有 关 的 ,也 有 与 周围 环境 无 关 , 与 测量 
的 次 序 无 关 的 ,诸如 此 类 的 隐 变 数理 论 ,层出不穷 ,不 一 而 足 。 但 不 
管 是 什么 隐 变 数理 论 ,总 有 一 些 共 性 ,首先 , 隐 和 变数 本 身 就 是 因为 
波 函 数 y 对 微观 客体 描述 的 不 完备 而 补充 进来 的 一 些 新 变数 , 引 
进 这 些 隐 变 数 的 目的 ,就 是 希望 将 在 量子 力学 中 不 能 对 某 些 观测 
结果 作 精 确 预 言 的 事实 归 结 为 还 不 能 精确 地 知道 这 些 隐 变数 。 
而 一 旦 这 些 隐 变 数 决 定 后 , 就 能 精确 地 给 出 任何 可 观测 量 。 因 
此 ,不 管 是 哪 一 种 隐 变 数理 论 , 总 要 解决 下 述 问题 ;总 有 下 面 一 些 
步 又 : 
(1) 引入 隐 和 变数 你 }, (x 二 1,2,…), 规 定 它们 可 能 取 的 数值 。 
《2) 规定 各 个 隐 变 数 出 现 各 种 数值 的 几率 分 布 , 特 别 是 回 到 
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平衡 时 , 即 回 到 和 量子 力学 预言 相同 的 状态 时 的 几率 分 布 。 

(3) 找 出 隐 变 数 和 测量 的 关系 。 一 般 可 分 为 三 大 类 : 一 类 是 隐 
变数 入 与 测量 无 关 , 即 测量 过 程 不 改变 入 ;第 二 类 是 测量 将 使 入 作 
决定 论 式 的 变化 ,一 般 需 给 出 从 所 满足 的 方程 式 ,第 三 类 是 规定 
和 随 + 作 随机 变化 ,当然 ,随机 变化 的 规律 也 要 加 以 规定 。 

(4) 建立 如 何 由 波 函数 少 和 隐 变 数 共同 决定 的 隐 变 态 变 为 
量子 态 少 的 方程 式 ,或 反之 。 

(5) 证 实 由 隐 变 态 给 出 的 结果 在 一 定 条 件 下 能 回 到 量子 力学 
给 出 的 结果 ,因为 量子 力学 有 雄厚 的 实验 基础 ,由 量子 力学 给 出 的 
理论 结果 基本 上 已 受到 实验 验证 。 

(6) 希望 能 预言 某 些 新 的 与 量子 力学 结果 不 同 的 东西 , 因 
为 只 有 这 样 , 才能 通过 新 的 实验 来 检查 隐 变 数理 论 是 否 正确 ,一 
个 成 功 的 隐 变数 理论 , 不 但 应 该 能 解释 量子 力学 可 以 解释 的 现 
象 , 而 且 能 预言 更 多 更 新 的 现象 。 而 这 些 新 的 预言 是 否 成 立 ,依赖 
于 实验 。 不 幸 的 是 ,迄今 为 止 , 能 作出 新 预言 的 隐 变 数理 论 灾 究 天 
几 。 

除了 坚信 量子 力学 的 描述 并 不 完备 ,需要 引入 隐 变 数 的 一 派 
外 ,也 有 不 少 物 理学 家 和 数学 家 坚持 认为 ,量子 力学 中 波 函数 对 状 
态 的 描述 已 经 完备 .他 们 企图 拓 广 治 * 诺 曼 定理 ,证 明 量 子 力学 已 
经 完备 , 不 可 能 存在 比 量子 力学 更 根本 的 隐 变 数理 论 。 在 这 些 努 
力 中 ,1957 年 格 里 森 (Gleason) 证 明 的 格 里 木 定理 ,可 算是 个 中 挤 
楚 。 

格 里 森 修改 了 汉 . 诺 曼 的 第 (iv) 个 假设 和 希 尔 伯 特 空间 维度 
4 大 于 1 的 假定 .他 证 明 , 车 考虑 维度 d 大 于 2 的 希 尔 伯 特 空间 ,并 
且 将 假设 (iv) 中 的 算 符 4,B,C…… 等 限制 为 在 希 尔 伯 特 空间 中 
的 可 对 易 的 厄 米 算 符 , 则 可 从 数学 上 严格 证 明 , 冯 . 诺 曼 的 结论 仍 
然 成 立 , 不 存在 所 有 可 观测 量 在 对 它们 作 测 量 时 都 无 弥散 的 无 弥 
散 态 。 也 就 是 说 ,总 是 可 以 找到 这 样 的 态 , 在 这 个 态 中 某 些 共 鸭 
力学 量 满足 不 确定 性 原理 。 由 于 格 里 森 定 理 讨论 的 算 符 是 可 对 易 
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算 符 , 因此 假设 (iv) 的 两 端的 线性 相 加 的 特征 似乎 不 涉及 不 同 的 
实验 安排 ,从 而 避免 了 汉 ， 诺 曼 定理 的 不 足 , 于 是 , 格 里 森 的 假定 
好 像 是 可 以 接受 的 , 而 且 它 的 结论 也 似乎 强 到 足以 排除 某 些 在 维 
度 d 大 于 2 的 希 尔 伯 特 空间 中 的 隐 变 数理 论 的 地 步 。 但 事实 是 否 
果真 如 此 呢 ? 

可 以 证 明 , 和 冯 。 诺 曼 定 理 一 样 , 格 里 森 定理 在 数学 上 也 是 无 
可 指责 的 。 但 在 物理 上 却 并 非 如 此 。1966 年 ,贝尔 (Bell) 仔细 地 分 
析 了 格 里 森 定理 。 他 指出 , 格 里 森 定 理 实际 上 只 排除 了 与 周围 环 
境 ,测量 前 后 安排 无 关 的 隐 变 数理 论 , 事 实 上 , 若 4,B,C 为 厄 米 算 
符 ,A4,B 对 易 , CA, B) = 0;A,C 对 易 ,[A. C] =0, 但 B,C 仍然 可 
以 不 对 易 ,5B., C] A0, 这 是 在 有 简 并 存在 时 常 出 现 的 情况 .这 时 ， 
4 和 B 可 以 同时 精确 测量 ;4 和 C 也 可 以 同时 精确 测量 ,但 由 于 B， 
C 不 对 易 , 它 们 不 能 同时 精确 测量 ,因此 ,测量 物理 量 A4 和 BB 的 实 
验 安排 .装置 等 一 定 和 测 4 和 C 的 安排 .装置 不 同 ,一 个 最 明显 的 
例子 就 是 轨道 角 动 量 , 己 : 与 L 对 易 ,[L?, 工 .] = 0,L’ 与 L; 对 易 ， 
02, 7 一 0, 但 Co 工 ,] 30, 工 ,与 工 .不 对 易 , 除 非 对 Yo 态 ( 实 际 
上 是 个 常数 ) ,一 般 对 其 他 态 测量 工 , 和 工 ., 不 同时 具有 精确 值 . 既 
然 (4，B) 和 (4,C) 的 测量 涉及 不 同 的 实验 安排 ,原则 上 就 不 能 
把 它们 归纳 在 同一 个 假设 (iv) 中 .但 格 里 森 定 理 却 先 假定 了 在 测 
A 时 ,4A 总 有 确定 值 ,而 且 总 是 和 与 4 同时 测量 的 其 他 量 ,到 底 
是 8B 还 是 CC 无关。 这 当然 不 见得 正确 ,因为 与 4 同时 测 的 是 8 还 是 
C 涉及 不 同 的 实验 安排 ,一 般 地 ,一 个 可 观测 量 的 测量 结果 不 仅 依 
赖 于 体系 的 状态 (如 果 存 在 隐 变 数 ,也 可 以 依赖 于 隐 变 态 ), 而 且 依 
赖 于 对 测量 仪器 、 周末 环境 、 测 量 手续 的 完全 的 描述 ,也 依赖 于 和 
该 可 观测 量 同 时 测量 的 其 他 可 观测 量 。 简 而 言 之 , (4) 不 仅 依赖 于 
4. 还 依赖 于 环境 和 前 后 安排 ,因此 , 格 里 森 定理 只 排除 了 那些 4 
的 平均 值 (4》 只 依赖 于 4, 与 环境 、 测 量 手 续 ,前 后 安排 等 都 无 关 
的 隐 变 数理 论 . 人 们 还 可 以 建立 与 环境 .前 后 安排 有 关 的 隐 变 数理 
论 (contextual hidden-variables theory ) 。 

除 此 之 外 ,也 有 人 企图 建立 比 格 里 森 假 定 更 一 般 的 公理 化 体 
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系 , 用 数理 逻辑 证 明 :如 果 一 个 逻辑 体系 能 容纳 隐 变 数 , 则 一 切 逻 
辑 命题 都 是 相 容 的 。 由 于 量子 力学 中 关于 客体 的 一 些 命题 ,如 同时 
测量 坐标 及 相应 的 动量 ;同时 测量 时 间 和 能 量 等 命题 不 相 容 , 因 此 
它 必 然 不 能 容纳 隐 变 数 等 等 。 遗憾 的 是 , 逻 今 为 止 ,对 这 些 证 明 的 
数学 严格 性 , 假设 的 合理 性 等 等 , 仍 有 许多 值得 怀疑 的 地 方 .这 些 
人 研究 和 证 明 , 距 离 成 功 尚 远 。 


$311.3 贝尔 不 等 式 


对 于 物理 学 家 说 来 ,评价 一 套 新 的 隐 变 数理 论 的 正确 与 否 首 
先 在 于 实验 。 隐 变数 理论 既然 比 量子 力学 多 输入 了 一 些 隐 变数 , 它 
目 然 应 该 比 量 子 力学 输出 更 多 可 与 实验 比较 的 结果 。 人 们 利用 这 
些 结果 可 以 判别 量子 力学 是 否 完备 ,是否 还 需要 引入 新 的 隐 变 数 。 
可 异 , 并 非 所 有 已 经 提出 的 隐 变 数理 论 都 能 给 出 新 的 可 由 实验 验 
证 的 结论 。 目前 ,只 有 决定 论 的 定 域 的 隐 变 数理 论 可 以 做 到 这 一 
点 ,这 就 是 贝尔 (Bell) 证 实 的 贝尔 不 等 式 。 
讨论 玻 姆 提出 的 假想 实验 。 令 y 是 由 两 个 自 旋 为 1/2 的 费 米 
子 组 成 的 总 自 旋 为 0 的 单 态 , 如 公式 (11. 2.1) 所 示 。 记 4. 是 粒子 1 
沿 a 方 同 的 自 旋 分 量 的 测量 结果 ,B, 为 粒子 2 沿 8 方 向 的 分 量 的 测 
量 结 果 , 则 按照 量子 力学 ,可 算出 粒子 1 的 自 旋 沿 a 方 向 ,粒子 2 的 
目 旋 沿 2 的 平均 值 为 
El(a,b)= (ylo ac bly) 一 一 ap (11.3.1) 


故 满足 
FE(a,a) 一 一 1] (11. 3.2) 


尺 一 方面 ,如 果 存 在 隐 变 数 , 记 由 隐 变 数 的 全 体 2 二 1,2,…) 决 
定 的 隐 变 态 为 4, 令 4 为 由 4 态 的 集合 {4} 决定 的 空间 ,这 空间 不 一 - 
定 是 希 尔 伯 特 空间 ,只 要 求 是 可 在 其 中 作 几 率 测 量 的 即 可 。 空 间 的 
分 布 函数 记 为 p, 则 有 
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由 于 讨论 决定 论 的 隐 变 数理 论 ,因此 在 态 和 中 测量 4.B. 应 有 确定 
值 4.Bs(i) 。 又 由 于 定 域 性 ,对 所 有 的 方向 & 和 以 及 所 有 属于 4 
的 态 4, 均 有 

4.B(CA) = A,NWB,N) (11. 3. 4) 
(11. 3. 4) 式 表示 ,一旦 态 4 决 定 , 且 粒子 1 和 2 彼此 远离 后 ,对 1 的 
测量 不 受 2 的 影响 ,因此 对 4 的 测量 只 依赖 于 4 和 方向 a; 对 B 的 
测量 只 依赖 于 * 和 和 方向 6,4,B 作为 和 的 函数 , 变 为 4 独立 地 作为 
4,B 也 作为 4 的 函数 ,这 就 是 定 域 性 .此 外 ,又 因 粒 子 1 和 2 的 总 自 
旋 为 0, 对 粒子 1 的 自 旋 a 的 分 量 o,*a 测 出 的 如 果 是 十 1, 则 对 另 
一 个 粒子 2 的 自 旋 分 量 co。* a 测 得 的 结果 就 必然 是 一 1。 即 当 
4.() = 一 B,(4) 时 ,Ela,a) 一 一 1。 最 后 ,按照 定义 , 若 隐 变 态 4 
的 几率 分 布 为 CC) , 则 在 决定 论 的 定 域 隐 变 数理 论 中 ,平均 值 公 
式 应 为 


访 呈 全 | 4.WB, oa (11. 3.5) 
由 上 上 上述 这 些 公 式 出 发 ,中 尔 证 明 , 必 然 存 在 不 等 式 
IE(a,b) — El(a,c)| 过 1 ++ EC,c) (11. 3.6) 


(11. 3.6) 称 为 贝尔 不 等 式 。 的 确 , 由 (11. 3.5) 式 , 记 dp 二 Pp(W)d4， 
有 


El(a,b) — El(a,c) 一 | C4. WB 一 4.(4)B.(4)]Jdp 
一 一 | C4.WA 0 — A,(4)A.(A)Idp 


= | 4.WAVO — As(WA.CWIdp 
(11. 3.7) 


上 式 的 最 后 一 步 是 因为 4, 下 的 取 值 为 士 1j, 因 此 [4(C4) 卫 一 1。 对 
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(11. 3.7) 式 两 端 取 绝对 值 , 并 用 (11. 3. 5) 式 , 我 们 就 证 明了 贝尔 
不 等 式 (11. 3. 6)。 
(11. 3. 6) 式 是 决定 论 的 定 域 隐 变 数理 论 的 必然 推论 ,在 一 定 
条 件 下 , 它 与 量子 力学 预言 的 (11. 3. 1) 式 不 一 致 。 比 如 , 若 选 a,b， 
c 三 个 单位 向 量 共 面 且 a、b 两 向 量 ,b、c 两 向 量 之 间 的 夹 角 均 为 
x/3, 则 
ab=b.c=1.:1.cosx/3= 1/2 


(11. 3. 8) 
arc=1.1cos 竺 一 一 1/2 


由 (11. 3.1) 式 , 若 量子 力学 正确 , 则 
IE(a,b) 一 天 (ayc)| = 二 于 | 


| 二 1 (11.3.9) 


1 十 BEGBe) 一 1 一 广 一 也 (11. 3. 10) 

也 就 是 说 , 它 不 满足 贝尔 不 等 式 。 这 说 明 , 一 个 定 域 的 决定 论 的 隐 
变数 理论 不 满足 量子 力学 的 所 有 预言 ,在 某 些 特定 情况 下 ,如果 量 
子 力学 的 预言 正确 , 定 域 的 决定 论 的 隐 和 变数 理论 就 不 成 立 , 于 是 ， 
我 们 就 可 以 通过 实验 来 判别 谁 对 谁 错 。 

鉴于 贝尔 不 等 式 的 重要 性 , 自 它 被 贝尔 提出 之 日 起 ,不 少 物理 
学 家 就 曾 先 后 对 它 的 正确 性 和 适用 性 进行 反复 的 讨论 和 检验 .其 
中 最 重要 的 工作 有 : 

(1) 可 以 证 明 , 即 使 考虑 测量 仪器 的 作用 ,贝尔 不 等 式 在 一 定 
条 件 下 仍 成 立 . 这 时 ,一般 地 , 除 体系 外 ,仪器 也 有 隐 变 数 , 必 须 将 
测量 结果 4.，B 对 仪器 的 隐 变 数 作 平均 。 由 于 显然 有 1(4)| 委 1， 
18) 委 1, 可 以 证 明 , 只 须 将 贝尔 不 等 式 中 的 平均 值 改 为 不 仅 对 
体系 的 隐 变 数 ,而 且 也 对 仪器 的 隐 变 数 作 平均 后 得 出 的 平均 值 , 则 
仍 存在 (11. 3.6) 式 。 | 

(2) 1970 年 , 维 格 纳 (Wigner) 用 和 贝尔 的 证 明 完 全 不 同 的 方 
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法 , 也 给 出 了 贝尔 不 等 式 。 维 格 纳 用 的 是 逻辑 分 析 的 方法 ,因此 整 
个 证 明 所 受 的 限制 和 条 件 更 少 , 而 证 明 的 过 程 也 更 明晰 ,更 有 说 服 
力 。 
(3) 贝尔 不 等 式 的 证 明 曾 用 到 玻 姆 理想 实验 中 两 个 自 旋 为 
1/2 的 粒子 组 成 的 单 态 。 这 在 实验 上 是 很 难 满足 的 ,因为 这 实际 上 
已 假定 两 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 同时 到 达 仪 器 ,而 且 仪 器 总 能 测 出 
自 旋 沿 给 定 轴 分 量 的 确定 值 .为 了 放宽 自 旋 单 态 的 限制 ,1969 年 
克 劳 泽 (Clauser) 等 人 推广 了 贝尔 不 等 式 , 给 出 更 一 般 的 结果 。 令 
A(a,4) 是 对 粒子 1 测量 4. 得 到 的 结果 的 平均 值 ,BC(5,4) 是 对 粒 
子 2 测量 B 得 到 的 结果 的 平均 值 ,系统 1 和 系统 2 的 4 都 有 确定 
值 ,而 且 隐 变数 4 与 方向 a,b 无 关 , 则 代替 (11. 3.5) 式 , 对 隐 变 数 
的 平均 值 公式 是 


E(a,b) = | eV A Bb, Dad) (11. 3.11) 
注意 4. == 土 1,B, 二 土 1,|4| 志 1,1B| 声 16 利用 (11. 3.11) 式 可 
求 得 
ECa,b) — ECa,e) = je [ACGa, dB,N 一 ACa, WB, NdA 


= jew {[ACa, Bb, NLACa', ABCe,A)] 


— ACa,Ai)Ble,NVT1I+ ACa’,4)B(D ,4) 1}dA 
(11. 3. 12) 


由 于 14| 志 1,18| 声 1, 及 (11. 3.12) 式 得 
Bs Bie jecoo + ACa', BC,N dA 


宇 Je 4 A DBD, Vd 
C11. 3. 13) 


即 
631 


L 


IECa,b), — El(a,c)| 2+t [ElCa',c) + El(a’' ,ce))] 
(11. 3. 14) 


(11. 3. 14) 式 是 推广 后 的 贝尔 不 等 式 , 它 并 不 要 求 粒子 1 和 粒子 2 
的 总 自 施 为 零 , 若 粒子 1 和 2 的 总 自 旋 为 零 ,构成 自 旋 单 态 , 即 
Ela' ,a') 一 一 1, 在 (11.3.14) 式 中 邻 4 = 二 4b, 不 等 式 可 写成 


[EC(a,b) — ECca,c)| 1 ++ EC,c) 


这 正 是 (11. 3.6) 式 ,(11. 3.14) 式 由 于 不 限于 自 旋 单 态 , 所 以 在 实 
验 上 更 容易 实现 。 

1972 年 以 来 ,对 于 贝尔 不 等 式 的 实验 验证 ,已 经 作 了 一 系列 
的 实验 , 公布 了 一 系列 结果 . 绝 大 部 分 证 实 可 以 违背 贝尔 不 等 式 ， 
即 不 存在 隐 变 数 ,量子 力学 成 立 。 只 有 两 个 实验 证 明 贝 尔 不 等 式 成 
立 , 存 在 定 域 的 决定 论 的 隐 变 数 ( 见 表 11. 3. 1)。 但 是 这 两 个 实验 
结果 并 不 可 靠 . 因 为 另外 的 一 些 实验 ,其 中 就 有 在 改进 这 两 个 实验 
的 基础 上 , 提高 了 精确 度 后 设计 出 来 的 实验 ,得 出 了 相反 的 结果 。 
例如 表 1 中 第 3 ,第 4 两 个 实验 ,就 是 在 改正 1973 舍利 一 个 | 实验 的 


一 一 ram dm 六 一 二 A mA. 


表 11.3.1* 量子 力学 的 实验 验证 


Ss. T. Freedman 1972 Ca 原子 跃迁 过 程 中 辐射 的 低 | 与 量子 力学 

J]. F. Clauser 能 光子 相符 

R. A. Holt 1973 Hg 原子 跃迁 过 程 中 辐射 | 与 内 尔 不 等 式 

F. M. Pipkin 的 低能 光子 相符 
?Hg 原子 跃迁 过 程 中 辐射 | 与 量子 力学 

R. C. Thomson 的 低能 光子 相符 


G. Foraci 

S, Gutkowski 电子 和 正 电 子 潭 灭 放出 的 高 | 与 贝尔 不 等 式 
S. Notarrigo 能 光子 (7 射线 ) 

A. R. Pennisi 


相符 
L. Kasday l 各 
J. Ullman 1975 | 。 电子 和 正 电 子 漂 灭 放出 的 高 | 与 量子 力学 
吴 健 雄 能 光子 (7Y 射线 ) 相符 
M. Lamehi- 
Rachti 1976 单 态 的 质子 对 与 gh 
W. Mittig Re 


处 于 单 ; 
P. Gnangier 1981 原子 跃迁 过 程 中 的 辐射 级 联 】 与 量子 力学 
G. Roger 光子 相符 

982 | “Ca 原子 跃迁 过 程 中 的 辆 射 | 与 量子 力学 
级 联 光 子 相符 
Perrie, Duncan, Beyer 人 Wy 
rr |e] rr 
论 了 ,量子 力学 是 描述 原子 层次 的 十 分 成 功 的 理论 .但 是 粒子 还 有 
内 部 结构 ,在 更 深 的 层次 上 还 会 出 现 新 的 理论 ,人 类 对 自然 界 的 


认识 总 是 在 不 断 发 展 , 不 断 前 进 的 ,永远 不 会 停止 在 一 个 水 平 上 。 
最 近 几 年 发 展 起 来 的 许多 理论 ,如 超 弦 , 超 膜 等 ,其 根本 目的 也 是 


* 近 十 多 年 来 ,又 完成 了 多 个 极 有 说 服 力 的 实验 ,结论 都 是 与 量子 力学 相符 ,与 由 
尔 不 等 式 不 符 . 这 里 不 再 一 一 列 出 。 
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在 于 希望 寻求 一 些 更 根本 的 描述 自然 界 的 工具 .当然 , 其 中 还 有 不 
少 困难 有 待 克服 , 但 可 以 预期 , 随 着 人 类 对 自然 界 认 识 的 不 断 深 
化 ,一 定 还 会 出 现 许 多 新 的 ,更 本 质 的 理论 。 

另外 ,还 必须 指出 ,量子 力学 许多 根本 问题 的 争论 , 绝 不 仅 局 
限于 物理 学 它 直接 涉及 哲学 上 的 根本 问题 。 在 量子 力学 的 建立 和 
发 展 过 程 中 , 无 可 怀疑 ,哥本哈根 学 派 起 过 决定 性 的 关键 作用 。 回 
顾 半 个 多 世纪 以 来 的 争论 ,用 辩证 唯物 主义 深入 分 析 哥 本 了 哈 根 学 
派 的 成 就 和 不 足 \ 正 确 和 偏颇 ;深入 调查 和 占有 资料 ,包括 实验 上 
和 理论 上 的 结果 和 见解 ,无 疑 是 大 有 好 处 的 。 它 有 利于 我 们 更 深入 
地 认识 微观 世界 。 或 许 , 多 少年 后 , 当 我 们 再 回 过 头 来 看 看 我 们 现 
阶段 对 微观 世界 的 认识 时 ,会 觉得 仅仅 是 沧海 一 栗 。. 还 有 数 不 清 的 
问题 有 待 于 人 们 深入 探讨 。 
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物理 最 
光速 c 
普 朗 克 常 数 h 
h = h/2x 


基本 电荷 e 


Ac 
电子 质量 mm。 


质子 质量 mp 


真空 介 电 常数 eo 
真空 磁 导 率 m 

精细 结构 常数 a 
经 典 电 子 半 径 ~ 
电子 康 普 顿 波长 4。 
玻 尔 半径 a 
玻 尔 磁 子 ws 
核磁 子 pw 

阿 伏 加 德 罗 常数 Na 
玻 耳 兹 曼 常数 


里 德 堡 常 数 R 


附录 I 物理 常数 表 


数值 
2. 99792458 X 108 
6. 6260755(40) X 10-34 
1. 05457266(63) X 10-3 
或 6. 5821220(20) X 10-22 
1. 60217733(49) X 10-1 
或 4.8032068(15) X 10-19 
197. 327053(59) 
0. 51099906(15) 
或 9.1093897(54) X 10-31 
938. 27231(28) 
或 1.6726231(10) X 10-27 
或 1836. 152701(37)me 
8. 854187817 X 101 


4x X 107’ = 12.566370614 X 1077 


1/137. 0359895(61) 
2. 81794092(38) X 10-15 
3. 86159323(35) X 10-13 
0. 529177249(24) X 10-1 
5. 78838263(52) X 10-11 
3. 15245166(28) X 10-—14 
6. 0221367(36) X 10-23 
1. 380658(12) X 10-23 

或 8.617385(73) X 10-5 
13. 6056981(40) 
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附录 I 5 函数 


定义 8 函数 为 
Co 式 一 0 
5 一 | (1.1) 
0 0 
e 十 oo 
[swar— | TS (1.2) 


严格 说 来 ,6 函数 是 种 广义 函数 或 线性 诈 函 ,如果 不 过 分 追求 数学 上 的 严格 
性 ,可 以 把 它 看 成 某 种 非 奇异 函数 的 极限 处 理 。 


6 函数 具有 下 述 性 质 : 
人 17) CI.3) 
(ii) ze(Cz) 一 0 (1.4) 
N fla) M<a<N 
(111) | fxr 一 a)dz = 5 
M 0 其 他 
| epacz?dz = f(0) (1.5) 
Cv) 6( 一 x) 一 6Cz)( 偶 函数 ) ,6 (zx) 二 6(z)( 实 函数 ) (C1.6) 
(v) Xx 一 To) = ToOT CO— Xo) (I .7) 
(vi) | se 一 acG(r — bdzr = (a — 6b) (I.8) 


(vii) 车 方程 g(x) = 0 只 有 单 根 ziGi 二 1,2,…), 即 p(xi) 一 0， 但 
¢ (Xi) 天 0， 则 


OTCO— Xi) Ox 一 Ti) 
So 
特别 有 : 
7 31sTLe(z + a) 平 尖 ( 的 CI.10) 


636 


BL wT py es 二 


(1.11) 
Izl6Gr2) = (x) (HH.12) 
1，z>0 
eh. | We a CE .13) 
0， < 0 
(ix) 若 f(x) 微 商 连续 , 则 
志和 9 ff 1 
| Fox 一 zz)dz =— f(z) C1.14) 
可 以 证 明 , 下 面 一 些 函 数 是 9 函数 ， 
ce 一 2 Qa 2 
lim = limA/—e “ 一 人 G(z) CH.15) 
te"0 Te a*o0 ni 
lim ef 。 er-ir' 一 H(z) (IT .16》 
是 ae (1.17) 
fo0 i 
0 1 (T° i 1 fT” .和 
lim —| ezdk 一 一 edk = (x) (I.18) 
roo.2T) = 2X J _~ 
Oy 
lim es = (zr) (下 .19) 
a—-0 
fi 支 e- 电 = (1.20) 
过 一个 
lim -一 xb(z) (1.21) 
E—"0 
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附录 I ”合流 超 比 函数 和 超 比 函数 


合流 超 比 函数 (confluent hypergeometric function) 


定义 无 穷 级 数 
要 QZ ac 十 1) ,UC (a 
0 2 sD 
式 中 
(oalat 1)'(a+ £1) (再 .2) 
OY 1 1) (EE.3) 


为 合流 超 比 函数 , 它 对 所 有 有 限 的 = 收敛 ,参数 是 任意 的 ,但 7y 不 等 于 0 或 负 
整数 。 若 “是 负 整数 (或 0) ,F(a,7,z) 约 化 为 |al 阶 多 项 式 。 
(ay yz) 满足 微分 方程 ， 


zt 十 (一 z)x 一 ax 一 0 (CE.4) 
作 代 换 w = zx， (下 .4) 式 可 写成 另 一 种 形式 
zz 十 (2 一 YY 一 z)z 一 《ea 一 7Y 十 1) 一 0 (CH.5) 


对 非 整 数 的 >,( 芷 .4) 式 有 另 一 个 特 解 zzF(e 一 > 十 1,a 一 7,z), 它 与 Ca， 
7,z) 线性 无 关 , 在 zx 一 0 处 有 奇 点 。 因 此 方程 (下 .4) 式 的 通 解 是 


w = CF(a,7,2) + Cz! F(a— 7 十 la— 7,z) (下 .6) 
可 以 证 明 (a, ,2) 满足 
Fla,7Y,z) 一 er — a,7, ~ z) 《下 .7) 


车 a 二 一 n(n 是正 整数 ),F(a,7,z) 约 化 为 一 个 多 项 式 。 合 流 超 比 级 数 可 
表示 为 


= 一 CS 了 一 Ye dd” ~rw7+n—l1 
ns7,Z) 一 FEI TH e de & (下 .8) 


车 7 = m,m 也 是 个 正 整数 , 则 有 


ey 3 eR 
《一 nn,2) es mm 十 1) (m 十 和 一 1)° 人 ze 
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F( 


(e *z"”) (EE.9) 


定义 当 0 委 闷 委 对 时 ,多 项 式 


(m1!)? 
ml(ln— m)! 


LL”(z) = (— 1)” 天 (一 [no— mj,mt 1,z) 


nl z —z~n—m 
nm) de Ey 
mm nl Z 。 一 网 ds ms La 
= (— 1) tm me 之 de z”) (HH.10) 
则 当 mx = 0 时 ,( 丰 .10) 式 变 为 
Lz) = e* (ez") (下 ,11) 
之 


L:(z) 称 为 勒 盖 尔 (Laguerre) 多 项 式 。 


超 比 函数 (hypergeometric function) 
定义 在 |z| 二 1 中 的 无 穷 级 数 


aB zx ca 十 1)8(08 十 1) 于 
Mopr el ty 


十 … (下 ,12) 
为 超 比 函数 , 它 是 微分 方程 
z(1 一 z)z 十 [一 (ea 十 8 十 1)zjzx 一 ab 一 0 (下 ,13) 


的 解 ,参数 ,8 是 任意 的 ,但 7 不 等 于 零 或 负 整 数 ,.F(a,B,7,z) 对 a,B 是 对 称 
的 .( 下 .13) 式 的 另 一 个 线性 无 关 的 解 是 


zl FF8 一 7 十 la 一 7 十 1 一 yz) (下 .14) 


它 在 z 二 0 处 有 奇 点 。 
在 方程 (下 .13) 式 中 作 代 换 w = (1 一 z)”“fwu, 它 将 导致 另 一 个 与 
(LI.13) 式 具有 相同 形式 的 方程 ,但 将 <,B,7 分 别 改 为 7 一 a,7 一 8,7。 因 此 有 


Fla,B,Y,z2) = (1 — 2z) “FY a, — B,Y,z) (HH.15) 


另外 还 可 证 明 : 


G) Fla,B,Y,2) = (1 — 2) Fay ~ BY, (H.16) 
_TOTB 0), ~、 
(11) 下 (a, PB,Y,z) 一 FOBITY = a 之 ) 


XEGa'a 十 1 一 7oa 十 1 一 8,1/z) 
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TO TC 一 B) i 
T'(o)TCY — BB) 
xX F(B,B+1—7Y,B+1—a,1/z) (HH.17) 
(下 .17) 式 是 (下 .12) 式 在 |z| 之 1 时 的 解析 连续 的 表示 式 。 


(ii) Fla,B,7,z) 一 PF repeat B+1—7,1—z) 


POP 二 8 一 力 


_ 27a 
XxX F(Y—a,7— B,7+1—a—Bb,l— 2z) 
(HH.18) 
(iv) Fla,B,Y,z) 一 Pe 2 
1 
x Fla,7— Bat1 一 6, 一 | 
TOT(a—B),, ~、-p 
+ Fr Bt *) 
1 
x F[B,7— B+1 a7) (HI.19) 
y 二 
CD F(aB 一 和 OF 六 
x Flaat1l—Y,at+B+1 二 > +] 
1 (7)Pa 十 DB 一 7 yo pay 
十 Fr (1 一 zz) 一 /和 
xFl1 一 py 一 py+1 一 < 一 8 二 | 
(二 .20) 
合流 超 比 函数 和 超 比 函数 的 关系 由 下 式 给 出 : 
二 lim ( a,8,7, 和 ] (CH.21) 
Bro0 B 


若 a( 或 B) 是 负 整 数 或 零 ,a = 二 一 nn, 超 比 函数 约 化 为 一 个 n 阶 多 项 式 ,可 
以 表示 为 


A eg 2 2 y+n-1r] _ VA-7 


(下 .22) 


除 一 个 常数 因子 , 从 超 比 多 项 式 可 给 出 雅 可 比 (Jacobi) 多 项 式 Pw (z)。 
640 


F(— n,B,Y,z) = 


P22(z) 的 定义 是 
六 (2) 一 


(Ce 十 1)(a tat np 一 wae+5Tza 二 la+1 本 一 全 


nl! 


Es Le Te Ed EL WD od ( .23) 


2” -nl dz” 
当 a= 二 5 一 0 时 
《一 1 n d” 
疡 三 5 和 [Gd — 2)"] CH. 24) 


这 正 是 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 , 当 n= 二 0 时 ,P8'” 二 1。 
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附录 NN 一 些 常用 公式 


本 附录 将 不 加 证 明 地 列 出 一 些 量子 力学 中 常用 的 公式 ,以 备查 考 。 


NV .4 挡 米 多 项 式 
定义 厄 米 多 项 式 为 
H,(é) 一 (一 1)ree (ee ) 
满足 


e+26 一 司 H.C) 。 


nl 


n=0 
十 co 
上 H(AH, Cede = Vip nid 


Har1(€) 一 2 万 (6) + 2nH,_1(£)=0 
H; (§) = 2nH,.1(¢) 
Ho.(é€) = 1,H1(é) = 2é,H,(€) = 42 一 2， 
H3(€) = 8 后 — 12€, (— 1)"°H.,(£) = H,(— é) 


谐振 子 波 函 数 是 内 (z) = Ne-3*7H,(an),N = [Ra 


1/2 
| 


Xl/2 9" 


polx) = ee 


Y 2a 1 2 2 
pi(r) = 本 QTe 2° 


pa (x) = 2 A/ 2 一 De- 去 


V 3c (2 ] 3 


yz) = a 一 az2z2 一 1 


3 
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CR .1) 


(CN .2) 


(RN .3) 


(N.4) 


(N.5) 


从 (一 工 ) 一 (一 1)70(Cz) 
N.B 球 谐 沪 数 和 连带 勒 让 德 多 项 式 


定义 球 谐 函 数 为 


a a 
了 下 er 于 [zhDrdr P! (cosO)e 9 


其 中 
_ 加 (到 C2)3 di+™ 
PF (5) = Ty 王权 人 -1) 
是 连带 勒 让 德 多 项 式 。 
可 以 证 明 : 


cosby, 一 dinY lm 十 CN lmY lm 
CC 二 TD 一 
i ry 
singery,。 -一 Oi mt DY tn 一 Dey him+l 
Bh /C+m++ DU 二 m+ 2) 
“ (2 十 1)(2: 十 3) 
sinGe YY 一 一 Dr iY mt 二 bi mYitl, m1 


2x (x 
| | Yi Yesinbdbdy 一 Ol Onm 
0J0 


十 ! 
. Pi(cosY) 一 有 全 YA 9p Yn C0,9) 
m=—{ 


(Y 是 (0. 9) 与 (9, ) 之 间 的 夹 角 ) 
ew 一 DP) VAr2l 十 Dij(kr)Y, 
i=0 


> (21 十 ij(kr)PiCcos0) 


i=0 


| 三 ‘Pi(cos?) r<r 
1 t==0 
| 二 :天 | 用 se 7 
> 到 | Pi(cos7) Fy 


1 一 -一 -一 一 一 -一 一 一 一 


(CN .6) 


(CN .7) 


CN .8) 


(N.9) 


CN.10) 


CN.11) 


(N.12) 


(CN.13) 
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(Y 是 r 和 rr 的 夹 角 ) 
对 于 Pr (6) ,满足 递 推 关系 : 


(2 DEP?7 = C+ m)PY + Cm m++ DP 


(21 + DO — EPr = Prt! 一 Pr 


(2 十 1)(1 CPr= 0+mU+m— DP 


(CN. 


(NV. 


(N. 


— m+ mt 1 Pr 


dP7? 


(N. 


14) 


15) 


16) 


17) 


(2 十 1)(G 一 条) 二 十 人 十 1)C 十 Ma)PP mm m+ DP 


TX 


CL 二 m)! 2 
(一 M)!12 十 1 


+1 
| Pr Pr td = Bi 


NC 贝 塞 耳 函 数 
贝 塞 耳 方程 


dy 1 工业 NA 
瑟 + 去 至 +11 jy=0 


z*,yY 可 以 是 任何 复数 , 它 的 一 个 特 解 是 贝 塞 耳 函数 


本 《一 1》 汉 
人 和 ETT | 2 


另 一 个 线性 无 关 解 是 诺 埃 曼 (Neumann) 函数 


cos(Yx)J)(z) — J_r(z) 


sin7Yx 


Ny = 


《RN . 


(RN ， 


2& 十 7 
) ”Gargzl 入 四 (CN. 


(CQ . 


18) 


19) 


. 20) 


21) 


22) 


也 可 以 定义 另外 一 组 线性 无 关 的 解 :第 一 类 和 第 二 类 汉 克 尔 (Hankel) 函数 


H(z) = Jy(z) + iNy(z) 
H(z) = Jy(z) — 1INy(z) 
当 |z| 一 ce 时 的 渐 近 行为 是 : 
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(CN. 


23) 


(CN .24) 


当 ，* 是 整数 时 ,整数 阶 贝 塞 耳 函数 是 


(— 1)* > 
I | (n= 0,1,2,%) (CN.25) 


在 z= 二 0 点 附近 : 
Jo(0) 一 1，J (0 一 0 (之 |) 
2 之 (2 一 1)1f 过 1 
No(Cz) 一 ”~ 元 In 了， Na 一 = 一 名 二 | 地] (n 之 1) 
(CN. 26) 
递 推 关系 是 : 
2 2 
J = eh 
J 二 二 一 站 
ee 地 i ee CN .27) 


d 
2 (z’J,) 一 zw 


dy) 
上 述 递 推 关 系 对 和 N, 亦 适 用 。 
球 贝 塞 耳 方 程 是 
?一 0， (= 0,1,2,") (WN. 28) 


2y 2 dy + DD 
9 党 二 二 zx? ] 


若 令 y(z) 一 zaCz) ,CN.28) 式 变 为 


1 
AM 并 
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到 
do ，1 dz :+ 二) | _ 


这 是 1 十 去 阶 贝 塞 耳 方程 , 解 是 : 


jx) = A Ht (7) (NW. 30) 
mu(z) 二 /下 Na3(7) = (一 DA/ 区 Jr) 


= (— 1)+17_, (z) (N.31) 
-- 般 地 有 : 
_/ vull dsinz 
jz) = (一 Doz( 二 二 | 严 (N. 32) 
i 
mz) = (— DiHz( 二) ssz (N .33) 
Py Ky Es 
最 低 几 阶 是 : 
jz) 一 一 ， m(z) —— 
ee TT 
(NV.34) 
sint cosz cosZ sinz 
TT 
.CT) 一 站 ee ns(XT)=C— 3_1 COS Bn 
72 7! I x 2 z? I 二 
(NV.34) 
渐 近 行为 : 
rz»0; 0 
(2l + 1)1! 
人 和， CN . 35) 
EE 
工 一 Co J1(zx) > 二 sin[ zz 一 字 ] 
n(x) 一 一 土 cos(z 一 香 ] (NM . 36) 
递 推 关系 
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2 十 1 
x 


Jit! 一 1 一 Ji CU>0) 

. 2 十 1. 

Jr 十 Ji-i 一 J 

有 有 i 二 1. ; 

J 一 rl 一 十 1)ji1j 二 i Jiti CN. 37) 


Eri) = z+! (>0) 
d 本 
去 Cz 70) = TX jit 


上 面 递 推 关系 对 x 亦 适 用 。 
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[We 


[Se 


答 Es 


第 一 章 


.2. Vi = 2.48V,V, = 12 400V,V, = 12 400 000V. 
“3. 1 = 0.123nm,4, = 0.092nm,h = 1.17 Xx 10-inm,Nh = 1.26nm,. 


.4. oY 交 / 
ep 
nz 1222 ns 


凤 2 
Ba[ 竹 + 敬一 巷 )， mm 四 


.6. (D4 = 0.41 X 10-!m;(Gi) 近似 为 零 ;(iii) ~ 10-32rad. 


第 二 章 


掺 由- 刘 
人 RR 
Xx (R 十 六 27/ 瑚 )2 


.2. (p)=0. 
.4. e “(kicosika 一 gsin?ka) + ev (gsin?ka 一 kicos:ka) = 0 


式 中 有 二 2mE/ 彤 ，g? 一 2m(U, 一 EE)/ 六 


. U? [V/A6E?, 当 E>U, 
.6.|1R|: = 一 一 一 一 
(VE+Uo+ VE) 1 — 4 VE/UVU,, 当 E<U,. 
. 2 :i Ey 1 _ pe iw 
.7. (DD(U) = 4 hw 一 7 Eo (cep) 一 rp 2 2 
UD 
4 2 
.8, TREE 十 0 
mw 
| Ss | 本 
站 3 2m\al 3 2 
240 本 本 
.10. le, | = mons Ll 《一 1) | (EE) EE ma 


.11. D = DD, = e- 人 如上 WO ~Eyat Vs-mc-o |. 
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R= Hl[re KR) V2mE/R,K = V2mUo + E)/RF. 


ae RCR 下)])? 
4 

et rs 8ra -大 1 1 
,14. (1) aii)(UCGr) = — e/a ,lil)c(p) Ry J i 
.15. 2E/a. 

妆 
16. (0) — 2 N22R Gi) (ps) = 0, Cp2) = /3a7. 
na3(p? 十 三 Ja2)2 
(iii) (zy 一 0，(z》 一 a, 
区 

vi [2n, + 1+ NN 274 D? + 8mA/F] yn, = 0,1,2,.", 

{=0,1,2 

< |B | 
.19. Ei 二 E+2+ G+ D7 + 2 | 012 

天 

{ 一 0 1,2，… 

1 2 1 ， rr 一 2a) 
i a WO 

= 2 ae” Cs 
.23. 上 上 二 Dm Pr 十 py) a 6 /me’. 
.24. DE= n+ 1/2) fo 十 (ma 1/2) ws 十 (zs 1/2) hws 一 Br 
/ / /2B 
一 24. + 四， WwW, 一 de We 
m mm 77? 
(ii) 巨 一 二 he 十 ww) 十 去 jos 一 BA 
25. (DE 2 Le 土 1,*'), pn(9) 一 1 ime 

OO ee 

(ii) % GD) 一 > 4( ei2r -iP 十 e-iz- 学 |] 

1 2 nr—1) 2n 

. 26. 人 ,U(X) 一 人 2 dl 

mUo?: ， MUo | ee | ”一 2mE 
.29, (i) 当 kd 这 1 时 ,EL 之 了 十 大 exp 2 A 

(ii) Uod > FF /2m. 

mw?a? 

.30. NV 二 a 所 相应 的 最 大 整数 值 . 
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.31. |T|?= 2 Ee 


2 
.、| Aocosl 一 k, | > 2mE ,, 2m(E++V) Ry 
2. 32. (1) CA ki 一 Fa kz = ~ — ko’sin’0. 
a et 十 一 2 _ 2 六 二 二 
(ii) Er Cm cosd0’ k' 一 人 2mE/h sing. 
第 三 章 
A A A AAA AAA A 人 
3.6. (4 一 48) 1 一 4 十 44- BA !+AA'BA :1BA-!+ 
1 1 
i 1 
3.7. 二 = 二 | dr， (+)=—2| dz 
pr Ea ed 2 省 五 一 co Pt 
3 
3. 8. 了 无 
天 
3.9. 《ZL 一 (L,) = 0; ((AL,)’) = ((AL,)’:) = 了 (人 十 2 一 7z2). 


4. 9。 Tmn 二 


.11， GD 工 ; 的 可 能 值 为 ,0; 平 均值 [Ci 大 


(ii) 2 如， (iii) 下 ,0， 一 无 


六 元 有 = dr, ty pe 于 5 (ii) 6. 3 X 10-4. 
(IvV) ba 十 Y 2 porc 2 
a 1 
a ee eR 
.15. (Ap)°*)' ?= ky CL 2° 
.16. 3.8eV. 
1 5 cos20 
.17. (1) E, = 2 fw, E, 一 2 huw; Wo/W, = sin25 三 ctg’p. 
(11) xz) = 0. 
Uf pam 1 a 
.18. 五 一 | | . 
ee a” \ 8mnU, 


.21. (1) v 2 Ah, (11) 0; (iii) 1/6; (iv) 去 [sin9Csing++ cosp) 十 2cos0 J:d0. 


第 四 章 


人 Ds | 


7 (mm? 二 全 722)2 


jn Xa 一 C/2， 
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a nn 一 -天 


四 i mmm sn， pm 一 0. 


1 1 
4.7. 7 的 本 征 值 为 0,h， 一 如 相应 的 本 征 函 数 是 天 = | 0 ,二 | VE |， 


V2 1 
一 
1 1 
1 1 
二 | 和 也， 征 也 是 0， 恩 ， 一 ,本 征 函 数 是 一 一 01， 
! 的 本 征 值 | 
1 1 
1 .| 1 
3 V2i 2 — W 2ij. 
一 1 x] 


m 


4.8. (iD 2.204CV2 一 1) (Dt= Nar 驮 一 0)1 2 


cosa i 
一 sina cosal 
0 一 6 4 
1 1 1 
4.10. 3， 一 3,7; 一 -一 12 » 一 一 12 2 |. 
Y 5 65 3Y 5 | - 
一 工 5 5 
1 
3 0 0 
i) 二 Vs lh 
4. 12 (1) p= 0 6 6 |; (11) 6 0， 6 
1 1 
1 1 
1 0 2 2 9 
4.13. pa 一 2 了 ，ps 一 |1 1 vol: 
0 0 2 2 
0 0 0 


V2 


十 (hwo 一 g)B+ B,E = (hwo 十 gONa 十 (fw 一 EONSB. 
(i) {90) > = eivocos gt/ D11,0) — isin(gt/ D10,1). 
(1) sin’ (gt/ Bh). 


4 6 ( 放 仿 六 二 to08- L_ (oa a),H= (hwo g)A+A 
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.10. 


.11. 


.14. 


2 
.BEiai| 一 下 十 a 十 


， El= Ei 


第 五 章 


Ss 到 =- 芭 | 1 - 4 | 


5 2 


2a 


. E =— CD .sy. 
3 大 


Die’ 1 2 De?I 
了 7， E, = 一 一 7122 页 十 a 
天 27 玉 47zz2 一 1 
p2 
一 页: 


五 ,一 一 


Er— Ei 
Ai(aa” bh’ * 2 
人 Ez = EY; E,= E+ Xaa’ + bb°) 


BE 一 
1 
已 一 [= 十 去 ) 知 一 (30n: + 30n 十 11) 天 pzj8oaat 


人 
2 PL Va Do) ne. 
mt DYntlgn -Vat ata mtg, je=NVmo/nh. 


2 


.9 一 [二 + 训 j4 


7 


.0 一 /2 .zz 8bnm(— 1) / 2 .| Ar 
内 卫 Sn sin| rz | 9 (2 为 侦 ). 


( 奇 ) 
ny 2 .nx 86km(— 1)*-"-D/ 
二 和 A/ 一 sin 一 Zz 十 A 226 kx 
- 六 有 pv sin[ 2 z| ， (nx 为 
奇 )， 


基态 能 量 (不 简 并 ) 一 级 修正 是 分 ,第 一 激发 态 二 重 简 并 ,能 量 级 修 


下 是 守 {1+ 二 |. 


2m 十 1 1 一 2m 


81 六 

4 

AE = 一 7 AF __ me 1 
722 办 《人 7 严格 2 [z+ >]. 

。 1 ; 2 2 
(1) gn (0) = einb 1 一 0, 十 1, 十 2,… 五 6 “nn 

Y 27 Md: * 
Ci) E, = Shm’ 1 Cm _MdQE Ee ein -ne ] 


pp ovina he sre 
Md V 27 12V2x 所 


ea [3QE 
111) Gd 十 大 Ma 
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2 ,1/6 2 1/ QEdIY\ 1 
aa 


QEdI | 万 12 
Sede CO eS Wi 
mw 
1 
td < 顾 
人 2 ,n! 2 
15 2 
5.17. w(ls 一 2p) = 和 人 (1 一 25) 一 0 
1 | | 
bi 
es 
5. 18. | 县， 


5. 20. 1.76 Xx 105K. 
277? gm 


$91, = 5 
128 广 


2 173 173 
oo DE, = (8 fln), (ii) 1 ng’ 、 


， 《11)3. ao| 


2 173 
5. 24，(i) 2. 吕 记 A 
mg 
5. 26. ~ ep{- i | 
万 
大 2772C2C7 
= ma 
$27, 二 ,= | 0 0 平 


4 
了 


6 
5.30. GD 工 | pdr = (mw 十 可)rGm = 0,1,2…)， GD e- 部 it 


ey 工 fa 
《iii) es lpldz, 


B eB 9 6 
5.31. (i) &, = /ee 人 (学 +i 沁 G。 与 6, 简 并 Cm 一 1,2， 


了 


3.)， (ii) (xBp?) = Em 平河 过 


第 六 章 


_ 门 干 cos | cosa 一 icosp | 
6.2 + Na, $+ W2 = A LE 1 干 cosy |. 


5 ,2 3 


> 


2 


2 


A 
3. (i) 过 天 机 GD 汪 天 ,全 Gii) 划 大 ,一 M2. 
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sm ee TO EE wewwom 一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 - 


Cn 


. 13. 


.14. 


.15. 


.16., 


.17. 


.19. 


16° 


. 5? 可 能 值 :0 和 2, 相应 几率 十 和 地 
Shy= $+S, Sa=$+S+S Si 一 SS 十 1)，83 一 0,1 


Sin 二 S(S 十 ,5S 一 方 , 让 ,过 
B 4 3 
Ess 分 别 是 他 十 一 2 9 4 — BB， 本 4, 简 并 度 分 别 是 4,2,2. 
eh 
AP = 0. 31ANw ，Av 一 2 


(i) 左 记 左 h GD 0 Gi asin?4. 


GD A/ '/ 二 GD 了 = 3/24 共 振 态 ww :ai:c = 1: 于 : 地， 


T= 二 1/2N* 共振 态 c :wmw:c 一 0: 全 : 
O10 >= 008 YB 十 二 二 而 坟 7B1| = 


2 
i) (8,) = 3 jcosyBz，(S,) = 0, (S.) 一 一 到 hsin7Y Bi. 
OD E= 竺 一 二 lg + glpH, E, = 人 (WIT 
A = 等 十 二 (@1 十 gH. 
Gi) p() 一 1 一 了 二 一 一 一 sinz( V1 十 z2AEz/2 h). 
E= ed 一 mm] 十 大 4 一 0,1,2,-… sm 二 0， 
0 和 


Be ml 十 D 十 pom 十 hoo[ 加 十 二 ] 


其 中 一 AE, n= 12 m 一 0, 土 1, 十 2,… k= 0,1,2,.: 


1 _ sn4 1 ?| 二 二 2 | 
wl PB Ey ll ea 
4 = 已 ，owo 拉 摩 频率 . 

1 /nn aBR | Ce 
(1) E, = a E, = 2 a ， (ll1) 同 (11)， 
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> 


~ 


~ 


8. 


nn 


; a J gE 二 
(iv) E, =— gER+ (a 十 7 jn mR (V) Ek, = Re 
$ 
.20. (DK = ME dii) Ex— 0.039eV. (i) 20. 
2X 思 
A 赤 加 4 2 2 4 2 2 2 
Le: Ly 韦 所 3 
4 4 4 m’c 
第 七 章 
rm?a? 1 
4 
k 刀 4sin? 二 
2 
2. Q ~ 476! 一 ee 
2772 2 
3. co/(b) 一 人 
4. o/(0) = 人 mi | zerC1 一 cosKa) 
Kh 
十 到 [acosKa 一 sinKa 十 志 (1 一 cosKa) | 
2V 2 
5. 2 - 和 [1 十 cos (2kasinbcos9) ]. 
x 
2 
0 
mE 
. 加 法 i 4na? 
8. (iD) C= pra (11) 了 2 
天 
2T72 
gO R= 2 eine. 
hkt 
.11. 4xa’[tgkoa/koa 一 1]:. 
de _ . 20 
2 2: 46 = a(0 = 0)exp| — 2 (ka)’sin 加 |. 
.13. o(0) = m2e:A?/9. 
第 八 章 
3 对 称 :10, 不 对 称 :6. 
Ne i PD 
8. 4. (11) 证 如 (lll) 1 二 2(fs 一 f/f 十 3f3) 7. 


(vi) 同 (v). 


2 
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8.5 
pi2 十 4&2sin2 -一 
aa， xm || | 0 22sin 
。 一 和 4 ~ a8? 2 
0 | 25 八 和 ”4 TD 
和 
a 
ww 
1 1 
8.11 0 2 
党 
na 
2ma ] | 1 1 a 
n 十 一 十 r+ [t+ 二) | 
2 
an 二 | a 3 所 二 | 
人 DT 二 in 十 了 下 A 2maz\ ™ 2 
a i | 1 
”3 大 (十 过 ) 2D 
2m ia wo ”| wo 一 2 . 
1 | D 
8. 14. E, 一 各 | + 六 | 而 + 二 | ,|o=-46 pe 
第 九 章 
说 和 | 人 (zs 一 za)? 
9 Eee 二 


十 ot SL, 0) Cy ya) vrays — zoy,) )] 
7 -= (zs 7 忆 一 eB/mc. 


1/2 。 a 2 
站 (S| exp | 十 /T(z 十 zs) 一 


2 FT 24 


nm 
9. 6. 大 一 A 2 — 7) XP iSLzra dt)]), 


2 2 
S[z4(4)] 二 字 二 EE, z+) -ta 一) 
2 1 之 


10. 4， 决 定 $1/2 态 能 级 方程 是 
tan[ Ro Vv (E+ V)?— m:] x 


656 


x NE 二 | 下 EE OR Sh RE PE 
| 和 7 十 五 


决定 pw 态 的 能 级 方程 是 


tan, R, VE Vo)? 一 | 


x A/ 二 二 2 二 | 元 站 二 十 2 
E+Vot+mlR\IE+V +im m—E m—E 


PN 
2 
10. 5。 a 十 (nn 一 了 一 二 十 


QQ 
十 (n 一 j 十 方 十 7 


式 中 7 了 = 二 = 十 和 Nr 一 a 十 心 . 


10. 10. 17/71 十 (vaV/AIRA)zsin2(R,a)]， 


1 


有 2 = 2mE, ki? = 2m(E — V). 
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